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Resumo

As forcas normal e de atrito sdo forgas de contato presentes numa grande gama de problemas de
mécanica newtoniana, em especial nos primeiros anos do ensino médio. Apesar disso, um ponto de
pouca discussdo no ensino da fisica é a questdo das caracteristicas conservativas que estas forgas
podem assumir quando sdo impostas algumas condigdes de contorno especiais. O presente trabalho
ilustra a andlise de dois problemas de mecinica cldssica onde sdo impostos vinculos geométricos
particulares, produzindo um comportamento conservativo de tais forcas. Apresentaremos a andlise
de grdficos das forcas de contato em fungdo do tempo e da distdncia, bem como o balango energético
para o0s dois casos.
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Abstract

The normal and frictional forces are contact forces present in a wide range of Newtonian mecdnica
problems, especially in the early years of high school. Nevertheless, a point of little discussion
in the teaching of physics is the question of the conservative characteristics that these forces can
assume, when some special boundary conditions are imposed. The present work illustrates the
analysis of two classical mechanics problems where particular geometric constraints are imposed,
producing a conservative behavior of such forces. We will present the graphic analysis of the
contact forces as a function of time and distance, as well as the energy balance for both cases.

Keywords: conservative forces, static friction, normal force.

I. INTRODUCAO

No estudo da dindmica dos corpos pontuais, observamos que muitas sutilezas referentes
as forcas de contato do tipo normal e de atrito, ndo sdo bem compreendidas pelos alunos.
Esta dificuldade foi relatada como consequéncia de alguns fatores, dentre eles a utilizacdo
da prépria intuicdo, que muitas vezes produz resultados esptrios, na pré-analise desses
problemas (KALAJIAN; MAKAROVA, 2014).

A forga de atrito é definida como F* = uN, onde N é o médulo da forca normal e u é o
coeficiente de atrito, constante que depende da interacdo entre as duas supericies em contato
e se existe ou ndo deslizamento entre elas. A forca de atrito, por possuir uma natureza onde
seu modulo, dire¢do e sentido variam de acordo com as condi¢des de contorno impostas,
invariavelmente gera davidas para os alunos (HIZILCIK, 2023). Quando tais dtavidas nao
sdo sanadas, acabam por conduzir a uma construgdo errdnea sobre outras grandezas e
conceitos definidos posteriormente, como por exemplo, o trabalho e a conservagdo de
energia mecanica. Consideragdes semelhantes podem ser feitas acerca da for¢a normal, cujos
erros mais comuns estdo associados ao ponto de aplicagdo dessa forca e ao seu par agao-
reacao (MONGAN et al., 2020).

A resolucdo de problemas contraituitivos no ensino de Fisica é uma estratégia adotada
para desconstruir alguns falsos paradigmas que os alunos acabam admitindo como verdadei-
ros durante o processo de ensino-aprendizagem (CAMPANARIO, 1998), e por conseguinte,
moldar os pilares associados aos conceitos corretos. Ao perguntar para um aluno de ensino
médio se é possivel que a forga de atrito estético realize trabalho sobre um sistema ou se é
possivel que a for¢ca normal atue como uma for¢a harmonica sob determinadas condigdes, é
de se esperar que obtenha-se respostas negativas para ambas as perguntas.

Em um trabalho anterior (SILVA; PEIXOTO, 2018), foram estudados dois sistemas em
que a forca de atrito estatico se apresentava de maneira ndo conservativa. No primeiro
caso, o estudo de uma esfera que rolava sobre um plano inclinado sem deslizar, os autores
mostraram que o trabalho realizado pela forca de atrito era nulo, e a interpretacdo de que
essa forca pudesse ser considerada conservativa, foi rechacada para este caso. No outro
exemplo, os autores estudaram um bloco em repouso sobre uma superficie mével ligada a
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uma mola. Essa superficie era colocada para oscilar e conforme a energia era dissipada, o
conjunto descrevia uma oscila¢gdo amortecida. O bloco era mantido fixo a superficie devido
a forca de atrito estdtico entre ambas as superficies. Neste exemplo, foi mostrado também
que a forga de atrito ndo poderia ser conservativa, pois o trabalho num ciclo fechado de
oscilagdo néo era nulo.

Apresentaremos neste trabalho dois sistemas ideais em que duas forcas de contato
bastante usuais, se comportam de maneira conservativa. Forcas conservativas sdo aquelas
cujo trabalho depende apenas das posic¢oes final e inicial do corpo onde a forca é aplicada,
independendo do caminho escolhido entre os dois pontos. Sendo assim, uma forga conser-
vativa possui trabalho nulo para um caminho fechado, quando a posicéo final coincide com
a posicdo inicial do corpo. Dois exemplos cldssicos de forcas conservativas sdo as forcas
peso e elastica. O trabalho realizado pela for¢a peso para deslocar um corpo de massa m
entre duas alturas / e hy pode ser calculado pela igualdade mg(h — hp). Da mesma forma, o
trabalho realizado por uma forga elastica para um deslocamento entre duas posigdes x e xg
pode ser calculado pela igualdade %(x2 — x3). E facil verificar que quando o sistema retorna
a sua posicdo original, ou seja, quando h = hy e x = x, o trabalho se anula para ambos os
casos.

No primeiro exemplo analisado, colocamos um bloco sobre uma superficie oscilante,
mas desprezamos todos os atritos externos, de maneira que s6 exista atrito entre a superficie
e o bloco. Apresentaremos o calculo do trabalho realizado pela forga de atrito estatico e
mostraremos que ele é zero num ciclo fechado, como deve ser para uma forca conservativa.
No segundo exemplo, pensamos num bloco que se encontra em equilibrio sobre uma
balanca. O sistema é colocado em oscilagdo. Apresentaremos o cdlculo para o trabalho da
for¢ca normal, mostrando novamente que esta forga se comporta de maneira conservativa.

O presente artigo encontra-se dividido da seguinte maneira: Nas se¢des II e III apresen-
tamos o desenvolvimento das equagdes diferenciais que regem os dois casos particulares
estudados, através da aplicacdo da 21 lei de Newton . Nas mesmas se¢des apresentamos os
resultados da discussdo através da andlise de gréficos das forcas de contato em fungdo da
posicdo e também do tempo. A secdo IV traz o balanco energético de ambos os sistemas
fisicos e a discussdo do seu comportamento conservativo. Na tltima se¢do, V, apresentamos
a conclusdo do trabalho.

II. FORCA DE ATRITO ESTATICO NO SISTEMA MASSA-MOLA DE
DOIS BLOCOS

Considere dois corpos, um bloco de massas m e uma plataforma de massa M. A
plataforma estd presa a uma mola ideal de constante elastica K e desliza sem atrito sobre
uma superficie plana, descrevendo um movimento harmonico simples.

O corpo de massa m se encontra em repouso sobre a plataforma devido a uma forca
de atrito cujo coeficiente de atrito estatico entre as duas superficies é u,. Durante todo o
movimento a velocidade relativa entre os blocos é nula, fato que permite escrever o vinculo
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Figura 1: Representagio de uma plataforma ligada a uma mola que desliza sem atrito enquanto um bloco
permanece em repouso em cima da plataforma por causa de uma forca de atrito estdtico.

geométrico em termos das posigdes dos blocos, x e x;,;, e do comprimento da plataforma, L:

L
x—xmzz. (1)

Derivando a Eq.(1) duas vezes em relagdo ao tempo, temos:
a=a,, (2)

condi¢do que garante que os blocos irdo oscilar sempre sem que haja deslocamento relativo
entre eles e, consequentemente, com a mesma aceleracao.

No instante t = 0, tiramos o conjunto da sua posi¢do relaxada x( e esticamos a mola até
uma posicdo A. Podemos considerar, que para o conjunto M + m, a forca resultante é a
forca elastica F,;, de maneira que:

e =Ma (3)
—Kx=M'# (4)
i+ w?x=0 (5)

onde M’ = M + m e w? = K/M'. Esta equagio é bastante conhecida e sua solugéo ¢ do tipo:
x(t) = Asen(wt + ¢p) (6)

sendo A a amplitude e ¢ a fase inicial. Essas duas grandezas podem ser obtidas através da
aplicacdo das condicdes iniciais. Consideramos que no instante ¢ = 0, a mola estd totalmente
esticada, o sistema se encontra em repouso e com acelera¢io médxima. Dessa forma, x(0) = A
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e a(0) =méaximo. Essas duas condi¢des implicam, respectivamente em:

sen(¢g) =1
e, portanto,
$o=71/2 )
derivando duas vezes no tempo a Eq.6, temos a aceleragdo do conjunto em fung¢do do tempo:
a(t) = —Aw?sen(wt + /2) (8)
0 que implica numa acelera¢gdo méxima no instante t = 0:
a(0) = aymax = — Aw? )

Observando apenas o bloco de massa m, no referencial sobre a plataforma de massa M,
podemos escrever que a forca resultante deve ser a forga de atrito estdtico, que mantém os
dois corpos em repouso, um em relagdo ao outro. Dessa forma,

F™ = ma(t) (10)

como visto anteriormente, o vinculo geométrico garante que a aceleracdo do conjunto é
a mesma de cada um dos dois corpos isoladamente. Sendo assim, podemos reescrever a
igualdade anterior com auxilio da Eq. (8)

F* = — Amw?sen(wt + 11/2) (11)

Dessa maneira, a forca de atrito estatico, deve oscilar no tempo com a mesma frequéncia
w do sistema massa-mola. Podemos calcular o valor maximo de amplitude para que ndo
haja deslizamento entre os corpos. Este problema foi proposto no capitulo 3 do volume
2, do livro de Fisica basica do Moysés (2002). Igualando a forca de atrito estdtico com a
resultande de aceleracdo méaxima, obtemos:

—UeN = Mayayx (12)

—Ue§ = —Aw? (13)
!/

A= —”ell\f & (14)

O conjunto executa um movimento harmoénico simples restrito ao vinculo da Eq.(14).
Para uma oscilagdo hipotéticamente mais forte, os corpos se separam pois a Fat? nao
sustenta a inércia do corpo menor, implicando no deslizamento relativo.
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Figura 2: Forga de atrito estdtico e deformagio da mola em fungdo do tempo, para uma oscilagio completa.

Na Fig.(2) apresentamos graficamente a forga de atrito estatico em funcdo do tempo, ob-
tida pela relagdo da Eq.(11) para uma amplitude igual & maxima possivel sem deslizamento
Eq.(14) dentro de um ciclo completo. Na posi¢do x = A, na médxima distensdo da mola,
a forca de atrito estético, inicialmente negativa, apresenta seu maior médulo. Conforme
se desloca para o ponto de equilibrio, o médulo da forga se reduz e se anula em (x = 0).
A partir desse ponto, a mola se comprime e a forca atinge seu valor maximo positivo na
maxima compressdo da mola (x = —A). No caminho inverso, a sequéncia de alternancia do
sinal se repete, até atingir novamente sua posicdo inicial.

Essa dependéncia pode ser mais bem visualizada na Fig.(3), onde normalizamos a forca
de atrito e a deformagdo da mola.

Na Fig.(4) apresentamos a forca de atrito estatico em func¢do da deformagdo da mola,
com o mesmo comportamento linear do tipo —Kx. Observamos novamente as mudancas
do sinal da forga, conforme o sistema oscila. Repare que inicialmente, ou seja, no instante
t =0, a deformagdo da mola é uma distensdo maxima e, portanto, x = A = 1m. Nesse
ponto a forca de atrito é negativa. A medida que o tempo passa, a mola passa pela posicdo
de relaxamento, onde x = 0 e finalmente se encontra na posi¢do de compressdo maxima
(x = —A = —1m), onde a forca de atrito se torna positiva.

. FORCA NORMAL NO SISTEMA CAIXA OSCILANTE COM
BALANCA

Considere agora o exemplo da Fig.5, representado por um conjunto contendo uma caixa
oca, pendurada ao teto através de uma mola ideal de constante eldstica K. Dentro da caixa,
encontra-se uma balanga digital. Chamamos de M a massa desse conjunto. Um outro corpo,
de massa m, é colocado sobre a balanca e o sistema é posto para oscilar.
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Figura 3: Forga de atrito estdtico e deformagdo da mola normalizados em fungdo do tempo, para uma oscilagio
completa.

A priori, a exigéncia nesta situagdo é de que ndo haja movimento relativo entre a caixa de
massa M e o bloco de massa m. A equacdo do vinculo neste caso é dada por:

Xy —x=h, (15)

onde h representa a distancia do topo do bloco ao teto da caixa e x e x;; sdo, respectivamente,
as posi¢des da caixa de do bloco em func¢do do tempo. Analogamente ao que foi feito no
caso anterior, é possivel escrever a partir da Eq.(15) que:

a=ay, (16)

Para um dado instante de tempo ¢t podemos imaginar que a leitura da balanga nao sera,
necessariamente, o peso real do corpo. A forca normal deve oscilar, produzindo valores
oscilantes de leitura. Dessa forma,

N(t) — P =ma(t) (17)
e por outro lado, o sistema massa mola nos da a igualdade

M'g — F' = M'a(t) (18)

—Kx=M'i - Mg (19)
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Figura 4: Forga de atrito estdtico em fungdo da deformagio da mola, para uma oscilagdo completa.

Podemos finalmente escrever a equagao diferencial para o sistema acoplado a mola
M'% +Kx=M'g (20)

Essa equagdo possui uma combinagdo de duas solu¢des, uma homogénea e outra par-
ticular. A solugdo homogénea é a mesma da Eq.(6), exceto para a fase inicial, j& que no
instante t = 0, o conjunto se encontra na posi¢gdo A e dessa forma N(0) deve apresentar o
valor méximo, que ocorre para um ¢y = 377/2. A solugdo particular que satisfaz a Eq.( 20) é
dada por:

Xp = Mlg/K (21)
produzindo uma solucdo para o sistema do tipo
x = Acos(wt + ¢o) + M'g/K (22)

Dessa maneira, utilizando a Eq.(17), podemos verificar que o comportamento da forca
normal, que produz a leitura da balanga, deve também ser do tipo harmonico simples:

N(t) = m(g — Aw?sen(wt + ¢y)) (23)

para w? =K/M' e ¢y =3/4.
Na Fig(6) apresentamos graficamente a forga normal em fungdo do tempo para valores
especificos de massa, constante eldstica, aceleragdo da gravidade e amplitude de oscilacdo.
Essas constantes foram escolhidas de forma que a amplitude tivesse seu maior valor
possivel obedecendo o vinculo geométrico que garante que ndo ha descolamento entre o
corpo de massa m e a balanga. Podemos calcular essa amplitude, utilizando a Eq. (14) com
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Figura 5: Representagio da balanga dentro de uma caixa acoplada a uma mola.
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Figura 6: Forca Normal e deformagio da mola em fungdo do tempo para uma oscilagio completa.

a aproximacdo N ~ 0 na posi¢do x = —A. Dessa forma, podemos escrever que
mg = Mgy (24)
g=w?A (25)
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e, portanto,
A= M'g/ K (26)

No instante t = 0, para essas constantes escolhidas, temos o valor maximo da leitura da
balanca N = 20N, que representa o dobro do peso real do corpo. No instante de tempo
igual & um quarto do periodo do movimento t = T/4 a leitura na balanga se iguala ao
peso real do corpo, uma vez que a mola se encontra na posi¢do de equilibrio x = 0. No
instante de tempo t = T/2, ou seja, quando a mola estd no ponto de compressdao méxima,
o peso aparente do corpo é zero. Neste instante o corpo estd na iminéncia de deslizar
e a leitura da balanca deve ser zero. Logo depois, no retorno a posi¢do de equilibrio, a
balanga produz novamente leitura diferente de zero e segue repetindo as leituras anteriores
conforme percorre o caminho inverso. A dependéncia pode ser mais bem visualizada na
Fig.7, onde apresentamos a for¢a normal e a deformacgdo da mola normalizados em fungéo
do tempo, para uma oscilagdo completa.

N/Nmax, x/xmax

t(s)

Figura 7: For¢a Normal e deformagio da mola normalizados em fungdo do tempo para uma oscilagio completa.

O comportamento da forca normal pode ser corroborado pela andlise da Fig.8 que
apresenta a for¢a normal em func¢do da deformacdo da mola. Podemos observar o peso
aparente maximo na posicdo x = A. Para x = 0, o peso aparente se iguala ao peso real, pois
a mola se enconta em sua posi¢do relaxada. Quando x = —A, na maxima compressdo da
mola, o sentido do movimento se inverte e o peso aparente se anula.

IV. CALCULO DO TRABALHO DAS FORCAS

Para o primeiro caso apresentado, podemos calcular o trabalho realizado pela forca
de atrito estatico quando o conjunto sai da posigdo inicial (x = A) e vai até a compressao

Universidade de Brasilia




FORCAS DE CONTATO: CASOS PARTICULARES COM....

N(N)

Figura 8: Forca Normal em fungdo da deformagdo da mola para valores especificos da massa, constante eldstica,
aceleragio da gravidade e amplitude de oscilagio.

méxima, em x = —A. Chamamos esse trabalho de Wj;,. Seria um erro considerar que esta
forga é constante durante o percurso, sabemos que ela acompanha a forca eldstica aplicada
ao conjunto e sua dependéncia deve ser do tipo —Kx.

—-A
Wio = [ Fudx @)
A

—A
Wi, = / — Kxdx (28)
A

Podemos dividir o caminho entre as amplitudes em duas partes: o primeiro da posigdo
inicial A até o ponto 0, onde a for¢a da mola é nula e o segundo trecho, de 0 até —A.

0 —A
Widga = —K/ xdx — K/ xdx (29)
A 0
A% (0?2 02 —A2
W4, = 0. (31)

Pode-se adotar o mesmo procedimento para o caminho inverso, de —A até A, obtendo
também um trabalho de volta W,,;;, = 0. Ou seja, o trabalho total da forga de atrito estético
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para o caminho fechado é nulo. Essa é uma caracteristica das forcas conservativas, onde
toda energia gasta pelo sistema num caminho é devolvida ao sistema no caminho inverso.

Wi_>f + Wf—>i =0. (32)

Este resultado implica que, desprezando os atritos externos, ndo havera dissipagdo de
energia no sistema analisado. Caso a forga de atrito estatico fosse constante, ou tivesse
outro tipo de dependéncia espacial, o sistema seria dissipativo e o trabalho para o caminho
techado ndo seria nulo, implicando num amortecimento do sistema. Porém, o que podemos
observar é que toda a energia armazenada na distensdo da mola é devolvida a mesma no
processo de compressdo e isso se estende a forca de atrito estatico, que como ja discutimos,
é uma forca de contato que reage a forgas externas, que neste caso, é uma forga eldstica.

Para o segundo caso, da balanca dentro de caixa, o processo é idéntico. A forga normal,
que pode ser medida pela leitura da balanca, também nao é constante e sua dependéncia
deve ser do tipo —Kx. Neste caso, calculando os trabalhos de subida e descida da forca
normal, numa oscilagdo completa da mola, encontramos também um trabalho nulo para o
caminho fechado, indicando que essa forca se comporta de maneira conservativa.

Um ponto importante que deve ser notado é que para os dois casos anteriores, tanto
a forca normal quanto a forca de atrito estatico, realizam trabalho nos trechos entre as
amplitudes e o ponto médio de equilibrio. Esse trabalho nado nulo justifica a variagdo da
energia cinética do conjunto ligado a mola.

V. CONCLUSOES

Observamos que as forcas de contato, tais como a forga de atrito estético e a forga normal,
por possuirem caracteristicas proprias de resposta as forcas externas aplicadas ao sistema,
podem se comportar como forgas conservativas. Esse comportamento foi observado em
dois exemplos em que a forga de atrito estatico e a forca normal se conservavam num ciclo
completo de oscilagdo, desde que alguns vinculos fossem santisfeitos. No primeiro exemplo
estudado, verificamos através dos graficos que, conforme a mola se distende, a forca de
atrito estatico acompanha o médulo da forca eldstica, de maneira a manter os corpos em
contato e sem deslizamento. Dessa forma, a forca de atrito responde a inércia do corpo
variando seu valor através da relacdo do tipo —Kx, mantendo o sistema em repouso relativo.

E importante salientar que a forca de atrito, do ponto de vista microscépico, pode ser
representada por uma grande quantidade de interagoes conservativas entre as moléculas das
duas supericies em contato. O efeito conservativo deixa de existir quando o corpo, mesmo
voltando a sua posicdo macroscopica inicial, se encontra num estado microscépico diferente.
Portanto, a forca de atrito pode apresentar comportamento conservativo em situa¢des onde
ndo hd deslizamento ou em casos bastante particulares, onde a quantidade de moléculas
interagentes é pequena o suficiente para que se possa, de forma quase-estdtica, reconduzir a
configura¢do microscépica ao seu estado original (ALONSO & FINN, 1972).

No segundo exemplo estudado, verificamos que a for¢a normal também responde a
oscilagdo do sistema, de forma a manter o corpo e a balanga sempre em contato. Essa
dependéncia também deve ser do tipo —Kx, produzindo portanto, uma leitura na balanga
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que oscila no tempo e, consequentemente, um comportamento conservativo para a forca
normal. Finalmente calculamos o trabalho de ambas as forgas num ciclo completo de
oscilagdo. verificamos que o trabalho ndo é zero em partes isoladas da trajetéria dos
corpos, o que justifica a variagdo de energia cinética entre as regides de amplitude e
relaxamento eldstico. Porém, quando observamos uma oscilagdo completa do sistema, o
trabalho calculado é zero, o que confirma o carédter conservativo dessas duas forcas de
contato para esses dois casos especificos.
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