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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a demonstragio de que a Equagdo da Onda
Eletromangética é invariante sobre Transformagdoes de Lorentz mas é nio invariante quando
submetida as Transformagcdes de Galileu. Para um melhor entendimento, serdo discutidos alguns
conceitos oriundos da Teoria da Relatividade Restrita (TRR) e aplicacdes diretas desses conceitos
(Transformagoes de Lorentz). Também serd apresentado uma breve dicussio sobre as Transforma-
coes de Galileu bem como a dedugdo da Equagio da Onda Eletromagnética, partindo da formulgdo
diferencial das Equagdes de Maxuwell.
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Abstract

The present work aims to present the demonstration that the Electromagnetic Wave Equation
is invariant on Lorentz Transformations but is non-invariant when submitted to Galileo Trans-
formations. For a better understanding, some concepts from the Theory of Restricted Relativity
(TRR) and direct applications of these concepts (Transformations of Lorentz) will be discussed. A
brief discussion about the Galileo Transformations will also be presented, as well as the deduction
of the Electromagnetic Wave Equation, starting from the differential formulation of the Maxwell
Equations.

Keywords: Restricted Relativity Theory. Lorentz Transformations. Galileo Transformations.
Electromagnetic Wave Equation. Galileo and Lorentz Invariance.

I. INTRODUCAO

Desde muito cedo na histéria da Fisica, o carater relativista das leis fisicas que regem o
movimento é conhecido. Porém, esse contexto teve inicio com Aristételes, onde o mesmo,
em suas observagdes, imaginava um esquema de fisica completo, desenvolvido para um
universo onde a Terra permanecia no centro e em repouso em relagdo aos demais corpos
celestes (COHEN, 1967). Como j4 era algo bem estabelecido, mudar o pensamento de que,
agora, a Terra estaria em movimento, necessitaria de argumentos bem incisivos, afim de
derrubar uma teoria j4 bem estabelecida.

Cabe salientar aqui que a propria igreja catdlica a época, concordava com tal pensamento,
uma vez que o mesmo ia de encontro ao que é narrado pelos textos biblicos, que colocam
o homem como o centro de toda a criacdo divina. Uma vez que o homem estava na Terra,
nada mais natural que a mesma estivesse no centro do universo. Tal modelo, formalizado
do ponto de vsita matematico por Ptolomeu, permaneceu vélido por varios séculos como
modelo cosmoldgico dominante (FRANCISCO, 2020). Modelos posteriores ao geocéntrico,
que conseguiam explicar melhor a mecanica celeste eram sumariamente refutados pela
igreja a época, sendo aquelas pessoas que defendiam tais pensamentos eram classificadas
como hereges, sendo condenados pela Santa Inquisi¢do as mais variadas penas, inclusive a
morte, como ocorreu com Giordano Bruno a época (RIOGA, 2021)

Posteriormente, tais ideias foram refutadas por meio do estudo do movimento dos
corpos celestes, onde Nicolau Copérnico observou que as leis que regem tais movimentos
seriam melhor descritas se o Sol fosse tomado como objeto central, estando os demais
planetas do Sistema Solar girando ao seu redor, ao contrario do que sustentava o modelo
aristotélico, o qual considerava a Terra como centro do Universo (NUSSENZVEIG, 2006a).
Cabe salientar que muitas das ideias de Copérnico se encaixavam nos paradigmas de outro
famoso astrobnomo e cientista da época, Ptolomeu. Importante ressaltar que o sistema
proposto por Copérnico serviu como base para os paradigmas propostos por cientistas
posteriores a ele (COHEN, 1967).
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Um destes cientista (pds-Copérnico) foi Galileu Galilei, o qual foi o primeiro a introduzir
o telescopio como objeto de observacao cientifica, langando as bases para uma nova fisica.
O mesmo havia introduzido o conceito de movimento relativo, o que implicava que as
leis da mecanica, num dado referencial, seriam igualmente equivalentes em um segundo
referencial, que se move com velocidade constante em rela¢do ao primeiro (NETO, 2010).
Na sequéncia, Johannes Kepler vem estabelecer bases sobre o movimento planetario, o qual ja
havia sido percebido por outros cientistas, como por exemplo, Tycho Brhae, como a 6rbita
eliptica dos planetas ao redor do sol, a lei das areas e a lei dos periodos bem como outras
caracteristicas do movimento planetdrio. Importante salientar que o préprio Kepler, que
gozava de grande prestigio do clero a época, foi reticente inicialmente a ideia de que o
movimento planetédrio fosse governado por 6rbitas elipticas e ndo por Orbitas circulares,
como previa Copérnico. Apesar de acreditar na hipétese circular proposta pelo dltimo, ele
também acreditava nos dados observacionais obtidos pelo seu antecessor, Tycho Brhae, o
que talvez tenha o encorajado mais a derrubar a ideia que as ¢rbitas dos planetas deveriam
ser combinadas em circulos, bem como o fato de que a 6rbita da Terra era quase circular,
segundo os dados observacionais analisados por Kepler (KEPLER, 1969).

Outro ponto importante é que os resultados de Kepler ndo foram bem aceitos a época
pelos adeptos de Copérnico. Basta observar que entre o ano da publicacdo destes resultados
(1619) e o de publicagdo dos Principia, de Isaac Newton (1687), muito pouco se é falado sobre
as leis de Kepler. O proéprio Galileu, que tinha em méaos uma cépia do trabalho de Kepler
e ja tinha conhecimento sobre a possibilidade das 6rbitas elipticas, nunca fez nenhuma
mencdo em seus trabalhos cientificos as leis de Kepler, seja concordando ou refutando o
mesmo, 0 que se deve em parte ao seu pensamento ainda Copernicano, ainda preso a crenga
da circularidade das érbitas dos planetas (COHEN, 1967).

Por fim, seguindo essa linha cldssica, no ano da morte de Kepler surge Isaac Newton e
com ele uma nova descri¢do sobre o movimento dos corpos de maneira geral. Devido a
um grande ndmero de situa¢des, onde a formula¢do newtoniana funcionava perfeitamente,
as conhecidas Leis de Newton para o movimento dos corpos prevaleceram irrefutdveis por
quase 200 anos! (NETO, 2010; COHEN, 1967).

Porém, ao final do século XIX, comegaram a surgir situacdes onde as leis de Newton nao
previam os resultados para determinados fendmenos fisicos, no sentido de que as predi¢des
tedricas e experimentais dos mesmos ndo convergiam. O "divisor de d4guas"entre a Fisica
Cléssica e a Fisica Moderna foi decorrente dos estudos envolvendo a radiacdo eletromag-
nética (sua natureza e forma de propagacdo). Alber Einstein teve papel importante nessa
discussdo, por meio de seus trabalhos sobre o efeito fotoelétrico e 0 movimento browniano,
pilares para um discussdo profunda e para o desenvolvimento da Fisica Quantica (MEDEI-
ROS, 2005) !. Nesse sentido, a discussdo sobre a validade da teoria corpuscular, muito
bem elaborada por Newton, porém refutada tanto pela 6ptica quando pela eletrodinamica
dos corpos em movimento, a descricdo de modelos em fisica via teoria cinético-molecular
bem como a descri¢do da radiacdo em cavidade (a qual estuda o comportamento da ra-

ISe 0 rumo a ser tomado for no sentido de entender como se da a interacao da radiacio eletromagnética
com a matéria, acabamos por seguir o caminho rumo aos primérdios da Fisica Quantica, com a discussdo da
radiagdo de corpo negro, que perpassa por Planck, embora tenha sido o Kirchoff o primeiro a discutir essa
questdo.
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diacdo eletromagnética em equilibrio térmico) foram alguns dos pilares que levaram ao
desenvolvimento da TRR (para maiores detalhes, vide (JANSSEN; STACHEL, 1995)).

Desde muito cedo (por volta de seus 17 anos), Einstein questionava a existéncia do éter,
tendo escrito um texto onde o éter atuava como intermediador dos fendmenos eletromagné-
ticos e 6pticos (RENN, 2004). Outro ponto importante que ele questionado pelo mesmo a
época é, como pareceria uma onda eletromagnética, para um observador em um referencial
onde o proprio movesse com a velocidade da luz na dire¢do de propagacdo da onda. Sdao
estes pequenos Gedankenexperiment que levantam a questdo de qual seria a velocidade da
luz medida por um determinado observador. Toda essa discussdo perpassa por qual seria o
modelo a ser adotado para o éter, ou seja, considerando o mesmo em repouso, ndo sendo
arrastado pelo sistema em movimento ou pelo observador, a velocidade da luz pelo sistema
em movimento deveria sempre alterar-se. (EINSTEIN, 1895; EINSTEIN, 1982)

Assim como todas a mudangas conceituais importantes ocorridas na Fisica no final
do século XX tiveram origem em problemas na fronteira da fisica cldssica, a Teoria da
Relatividade também surgiu nesse sentido, onde Einstein se perguntou como uma onda
eletromagnética seria vista por um observador viajando a velocidade da luz. Tal questiona-
mento serviu como embasamento para a discussdo sobre o éter, ou seja, considerando um
referencial em repouso (éter), a velocidade da luz relativa a um referencial em movimento
deveria sempre sofrer alteragdes (RENN, 2004). Tal hipotese da exigéncia de um meio para
a propagacdo da luz (éter luminifero) acabou caindo por terra com os experimentos de
Michelson-Morley, onde percebeu-se que a luz ndo necessitava de um meio material para se
propagar (MICHELSON; MORLEY, 1887). Assim, diante destes acontecimentos, no ano de
1905, Einstein formulou a Teoria da Relatividade (PIATELLA, 2020).2

Assim, dessa formulagdo viu-se que, para velocidades proximas a da luz, certos fenome-
nos ja bem estabelecidos do ponto de vista da mecanica newtoniana sofriam modificagdes
como, por exemplo, o efeito da contracdo do espacgo e da dilatacdo do tempo. De posse
desse novo ferramental foi possivel explicar o problema do decaimento do miion, o qual, s6
foi possivel devido aos conceitos introduzidos pela Teoria da Relatividade Restrita (NUS-
SENZVEIG, 2006b). Importante ressaltar que, ao tomarmos o limite para velocidades baixas
(muito menores do que c), a fisica volta a ser explicada segundo a mecanica newtoniana ou,
do ponto de vista mais abrangente, da Mecanica Classica (NUSSENZVEIG, 2006a) 3.

O presente trabalho estad divido da seguinte forma. Na Secédo 2 sera feita uma revisao
sobre as Transformacgdes de Lorentz e Galileu, que sdo tépicos importantes para o entendi-
mento da ideia central do trabalho. Compreendidos esses conceitos e suas consequéncias, na
Segdo 3 serd apresentado o resultado principal o qual, partindo da deducado das expressdes
para a equagdo da onda eletromagnética (em termos do campo elétrico Eedo campo
magnético B), serd demonstrado que a equacio da onda eletromagnética é ndo-invariante
por Transformagdes de Galileu e tem sua invaridncia preservada do ponto de vista das
Transformacoes de Lorentz. Na Secdo 4 serdo feitas as consideracdes finais sobre o trabalho.
Saliento aqui que este artigo baseia-se nos resultados obtidos no Trabalho de Conclusédo de

2Em 1905 foi formulada a Teoria da Relatividade Restrita a qual nao englobava aspectos gravitacionais.
Esse aspecto foi abordado 10 anos mais tarde, no ano de 1915, por meio da Teoria da Relatividade Geral.

3Obviamente, trata-se apenas de uma adequagdo do modelo matemadtico, ndo implicando que a Teoria da
Relatividade tenha nascido das limitagdes da Fisica Classica (modelo newtoniano).
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Curso, recentemente produzido, o qual versa sobre o contetido a ser descrito no corpo desse
trabalho (para maiores detalhes, vide (VELOSO, 2019).

II. REFERENCIAL TEORICO

Nessa secdo serdo apresentados conceitos e resultados importantes para o entendimento
do trabalho como um todo.

II.1. Transformacgdes de Lorentz

Na tentativa de explicar o insucesso da detec¢do do éter, Lorentz inseriu um fator de
contragdo y dos corpos causado pelo éter, o que resolveu o fato de haver uma inobservancia
do movimento da Terra em relagdo ao éter (M. C. Baldiotti, 2019). Este fator de contragéo foi
reinterpretado da teoria de Lorentz por Einstein para corrigir as transformacoes de Galileu,
e dessa forma, a coordenada temporal foi inserida nas transformacdes de Galileu, o que
resultou na incrivel compatibilidade com os postulados da TRR.

Cabe salientar que até mesmo as leis de transformagdo para um referencial que se move, a
partir da leis de um referencial em repouso também ja haviam sido deduzidas por Lorentz no
ano de 1895, de forma aproximada e, posteriormente, em 1889, agora de forma exata. Apenas
em 1904, ele conseguiu apresentar uma teoria bastante sélida que conseguiria explicar toda
a teoria sobre a eletrodindmica dos corpos em movimento (JANSSEN; STACHEL, 1995).
Posteriormente, quem denominou tais transformagdes de Transformacdes de Lorentz foi o
Henri Poincaré, que obsevara que a teoria de Lorentz conseguia abarcar todos os fendmenos
que ficaram amplamente conhecidos na TRR (contragdo espacial e dilatagdo temporal),
bem como o aumento da massa de um observador a medida que sua velocidade fosse
aumentando, apesar de que, na interpretacdo de Lorentz, que diferia um pouco daquela
dada no contexto da TRR, as transformagdes de Galileu continuariam verdadeiras, porém
garantindo o principio da relatividade apenas a nivel de mecénica classica (RENN, 2004). No
fundo, para Lorentz, suas transformag¢des ndo eram uma substitui¢cdo aquelas da mecénica
classica, e sim um complemento as mesmas. Sua teoria também teve papel importante no
que tange o refutar da teoria do éter luminifero, que para a teoria de Einstein, ao contrario
da interpretacdo de Lorentz, ndo apresentava relevancia alguma.

O multiplicador constante 7 aplicado nas transformacdes de Galileu provoca transforma-
¢Oes nos referenciais entre os quais existe um movimento relativo. A exemplo disso, vamos
imaginar dois referenciais S e S’ (com S’ se movendo com velocidae constante em relagdo
a S) passiveis de sofrerem transformacgdes de Galileu, que estejam em um mesmo tempo
t = 0 e posicdo inical xg = 0 (origens coincidentes). A partir de um determinado instante, o
referencial S’ comeca a se mover com velocidade v constante em relacdo ao referencial S. A
Figura 1 nos auxilia a visualizar como essa transformagdo acontece (note que o evento ocorre
ao longo do eixo x apenas, logo, as coordenadas y e z ndo sofrem nenhum efeito oriundo da
transformacao). Esta transformagdo, do ponto de vista da TRR, é descrita inserindo o fator
de contragdo <y de Lorentz (TIPLER, 2014; ROCHA; MOTA, 2013). Se S’ se move ao longo de
x temos que

S'— X = q(x—ot). (1)
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X b

Figura 1: Esta é a figura que representa a transformagdo de um referencial S para um referencial S’ causada
por uma aceleragio sofrida pelo referencial S, que se move ao longo do eixo x.

Uma vez que as leis da fisica sdo as mesmas para todos os referenciais, pode-se escrever o

resultado
S—x = (' +ot) )
y =y 3
7 = z (4)

Para a coordenada temporal, o fator  afeta as transformag¢des quando trocamos as coor-
denadas do referencial t para o referencial t'. Substituindo a equagdo (1) na equagéo (2) é
possivel mostrar que a introdugdo do fator v de fato modifica a coordenada temporal da
forma

X' = y(x—ot) 5)
x = (X' +ot), (6)

sendo tal alteracdo uma das consequéncias cinemadticas das Transformagdes de Lorentz (TL).
Mas por enquanto, vamos demonstrar quantitativamente como é possivel por meio da
TL, obeter a relagdo entre as coordenadas ¢ (referencial em repouso) e ' (referencial em
movimento). Para isto, tomamos as equagdes (5) e (6) relacionadas aos referenciais S e S/,
respectivamente, e substituimos a equagédo (5) na equagao (6):

vl(vx = yot) + ot (7)
= [y —yot) + yot'] 8)
x = ¥*x —y*ot + ot )
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O préximo passo consiste em isolar a varidvel ¢ na equagdo (9). Assim, tem-se que

Yot +x = x4+ %0t (10)

yot' = x—9*x +Y*ot, (11)
2

o= x(l 7?7 ) +t. (12)

Para dar continuidade & demonstragdo, precisamos encontrar o valor da constante 7y
que aparece ao longo das equagdes anteriores ((1) a (12)). Para isso, aplica-se o postulado
que versa sobre o principio da constancia da luz, o qual nos diz: Imagine que um feixe
de luz seja emitido no tempo ¢t =t =0 e a partir do ponto x = x’ =0, quando esse feixe
atinge os referenciais S(x,t) e S’(x/,t'). De acordo com Einstein, o feixe viaja com a mesma
velocidade nos dois referenciais. Isso quer dizer que no referencial S a luz é x = ct, onde c é
a velocidade da luz no vacuo, e t o tempo que a luz gastou para percorrer o trajeto. Jd em S’
a luz vale x" = ct’. Agora, substituimos ct na equacgdo (1) e ct’ na equagéo (2), o que leva as
seguintes equagoes

X' = q(x—ot) (13)
ct! = (ct—ot). (14)

Para as coordenadas sem linha, tem-se:

x = y(x' —ot) (15)
ct = v(ct' +ot). (16)

Assim, substituindo a relagdo entre t e ' da equacdo (16) na equagdo (18) chega-se (apds
algumas manipulagdes algébricas) ao seguinte resultado

y=— 7)

7
_2
c2

o qual apresenta de maneira simples, uma forma de deduzir o fator de contragdo de Lorentz.

. - 2
Assim, reescrevendo a equacio (17) como 2 = ﬁ, onde B2 = 2’—2, temos que o termo

entre parénteses na equacdo (12) pode ser escrito da forma

1-92\ B
( o )‘ i (18)

Assim, substituindo a equagdo (18) na equacao (12), chega-se ao resultado

t’:y(t—i—f), (19)

confirmando que as transformacdes de Lorentz tém relacdo direta na componente temporal
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quando realizada uma mudanga de coordenadas (TIPLER; MOSCA, 2008). Um comentario
importante é que, como neste caso nédo foi considerado nenhum movimento relativo nas
coordenadas (eixos) y e z, as mesmas permanecem inalteradas, ndo sofrendo alteragdo
alguma da aplicacdo das TL (M. C. Baldiotti, 2019).

Na préxima Sec¢do, vamos discutir um pouco sobre as Transformacgoes de Galileu.

I1.2. Transformacoes de Galileu

Para uma determinada lei fisica existente, faz-se necessario dizer até onde a mesma
possui validade. Por exemplo, na tentativa de aplicar a lei da Inércia em um trem acelerado,
a mesma certamente falhard. Dado que o movimento estd sempre associado a um sistema de
coordenadas, faz-se necessdrio saber para quais sistemas de coordenadas tais equagdes que
descrevem o movimento de um determinado sistema sdo vélidas. Dai surge a necessidade
de se introduzir um "Sistema de Referéncia"que, no caso das leis de Newton é o referencial
inercial. Uma vez definido o sistema de referéncia adequado, torna-se possivel encontrar
uma lei de transformacao entre dois ou mais sistemas de referéncia que sejam equivalentes
do ponto de vista das leis fisicas.

Como j4 fora dito, a descricdo do movimento do ponto de vista da fisica cldssica baseia-se
no conjunto de equagdes conhecidas como Leis de Newton que, por sua vez, estdo associdas
a um sistema de coordenadas 7 = (x,y,z) e t. Tais equagdes sdo invariantes por um grupo
de transformagdes conhecidas por transformacdes de Galileu, traduzidas matematicamente
pelas expressdes (NUSSENZVEIG, 2006b; HALLIDAY; WALKER, 2012)

x —x =x—ut, (20)
y—=y =y, 1)
z—7 =z (22)
t—t =t (23)

onde a velocidade v é constante. No fundo, tais transformagdes ddo a nogédo intuitiva de
soma e subtracdo de velocidades. Assim, as transformacdes de coordenadas entre dois
referenciais S e S’ sdo feitas pelas transformagdes apresentadas nas equagoes (20), (21),
(22) e (23), respectivamente. Tais resultados sdo importantes para quaisquer referenciais
vinculados a essas transformagdes, uma vez que eles também sado referenciais inerciais.

Até o inicio do século XX, a luz foi considerada uma onda que necessitava de um
meio material para se propagar, o que foi mostrado nédo ser verdade mais tarde por meio
do experimento de Michelson e Morley. Assim, a luz é uma onda eletromagnética que se
propaga com velocidade c. Ao realizar uma transformagéo de coordenadas, descrevendo
como se transformam os campos elétrico e magnético de um sistema de coordenadas S
para um sistema de coordenadas S’, percebeu-se que os mesmos obedeciam as regras da
transformacado de Lorentz, mas ndo obedeciam as transformacodes de Galileu.

Universidade de Brasilia




Um Estudo sobre a Equagdo da Onda Eletromagnética e a sua (ndo)...

III. RESULTADOS E DI1SCUSSOES

Nesta seqdo serdo apresentados a dedugao da equagdo da onda eletromagnética para os
campos E e B, a invariancia das mesmas por transformacdes de Lorentz, a ndo-invariancia
por transformacdes de Galilen, bem como comentarios pertinentes a respeito dos resultados
obtidos.

II.1. Dedugdo da Equacdo da Onda Eletromagnética

A teoria eletromagnética de Maxwell é o resultado da andlise do conjunto de quatro
equacoes: A lei de Gauss, a lei Gauss para o magnetismo, a lei de Ampere e a lei de Faraday
(NETO, 2010).

Lei de Gauss

= 24

A lei de Gauss determina o fluxo elétrico que atravessa uma determinada superficie fechada.

Lei de Gauss para o magnetismo

—

B-dS=0 (25)

Esta dltima equacdo determina o fluxo magnético através de uma superficie, independente
da forma ou do valor do campo B. O fluxo sempre serd nulo, visto que ndo hd ainda a
comprovacdo da existéncia de monopoélos magnéticos.

Lei de Ampere
FB-dl = ol (26)

Tal expressdo trata da defini¢do do fluxo de corrente elétrica, que depois de ser corrigida
por Maxwell se tornou:

S o d
%B -dl = “l/loeo% + wolint. (27)
A Lei de Faraday, expressa pela equacao
7( E.dl= a"’B (28)

constata que a variacdo temporal do campo magnético gera um campo elétrico (NETO,
2010). Com base nestas equagoes e considerando o vacuo (auséncia de fontes externas), é
possivel determinar a equagdo da onda eletromagnética.

Seja um campo eletromagnético dado por suas componentes E e B, inserido em uma
regido do espaco sem cargas e correntes 4 (por exemplo, no vacuo). Afim de simplificar
o entendimento, escrevemos as equagdes de Maxwell em sua forma diferencial. Para isso,

“Nesse caso, tanto a densiade de carga como a densidade de corrente sdo nulas.
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basta aplicar os teoremas de Green e Stokes nas formas integrais das equagdes expressas
anteriormente. Fazendo tal operagdo, chega-se ao conjunto de equagdes.

V-E 0 (29)
V-B =0 (30)
L 0B

VxE = —o (31)
VxB = Ploeoaa—f- (32)

Aplicando o rotacional em ambos os lados da equagdo (31) temos
. L L o - -
V x (VXE):—ﬁ(VxB). (33)

No lado esquerdo da equacdo (33) é aplicada a identidade vetorial que diz que o rotacional
do rotacional de um campo vetorial é igual ao gradiente do divergente desse mesmo campo
vetorial, subtraido do laplaciano do mesmo. Assim, podemos reescrevé-la como

@(@-E’)—VZE’:—%(ﬁxB’) (34)
Agora, da equacgdo (29), vemos que o primeiro termo do lado esquerdo da equacao (34) se

anula, o que leva ao seguinte resultado

27 _
V-°E — ]/loe()w =0. (35)

Note que ao comparar a equagdo (35) com a equagdo da onda eletromagnética em sua forma
geral, é possivel certificar que a velocidade de propagacdo da onda eletromagnética é igual
a velocidade da luz, como pode ser observado na eq. (36).

1 1 m
-2 = Ho€o e 5 (36)
Portanto, a onda eletromagnética se propaga no vacuo com a velocidade da luz ¢ (NETO,

2010; GRIFFITHS, 2011).

II.2. Nao-Invariancia da Equagdo da Onda sob Transformacgdes de Galileu

Seja a equagdo da onda eletromagnética na forma diferencial dada pela seguinte expres-
sao .
- o0°E(7,t
V2E(7,t) — yoeo% =0, (37)
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ou, trabalhando em termos das componentes do campo elétrico, a mesma pode ser escrita
como -

1
el 0, (38)
onde o indice i = 1,2,3 nos fornece trés equac¢des ( uma para componente espacial do campo
elétrico). Cabe salientar aqui que o mesmo vale para o campo magnético, bastando fazer a
substituicao de E por B nas equagdes (37) e (38), respectivamente.

VZE,’ — “MQEO

E correto afirmar que a equagao (37) é ndo-invariante sob transformagdes de Galileu. Para
demonstrar, vamos considerar dois referenciais inerciais S e S’. Ora, caso se faga a passagem
de um referencial para outro por meio das transformagodes de Galileu, tem-se o seguinte
resultado
PETY) | o= O2E(7,t)
a2 # V7E(7,t) — Moo 5
ou seja, sob uma Transformacdo de Galileu, as equagdes ndo permanecem as mesmas.
Para demonstrar tal afirmacgao, basta aplicar as transformagdes nas coordenadas espacial
e temporal do campo elétrico e aplicar as derivadas correspodentes. ° Para tal, vamos
considerar que a transformacgao ocorra apenas na direcdo do movimento e que este esteja
ocorrendo no eixo correspondente a coordenada x.

VIZE(;/, i’l) — Ho€o (39)

A fim de facilitar o entendimento, realiza-se o procedimento nos dois termos da equagao
(37), mas de forma separada. Primeiro, tomar-se-a a derivada espacial do campo elétrico em
relacdo a coordenada x %; na sequéncia é aplicado a mudanga de referencial; em seguida,
o mesmo procedimento é feito para a derivada temporal. Finalmente, soma-se a solugdo
compara-se o resultado a equacdo (37). Do ponto de vista algébrico, tem-se

aE,' aEi ox’ aEi ot’
ox " ovox T of ox (40
Olhando para equagdo (20) e (23), observa-se que a derivada de x’ com relagdo a x é 1
e a derivada de x’ com relacdo a t é zero, uma vez que ndo ha dependéncia em x na
transformacdo para a coordenada temporal. Saliento aqui que foi utilizada a regra da cadeia,
uma vez que a coordenada x’ depende implicitamente da coordenada x. Dessa forma
obtém-se que

JoE; JE;
x " ox @
Similarmente, a derivada temporal do campo elétrico serd dada pela expressao
8E,~ - E)El ox’ aEl ot’
o “ov ot ot ot 2

e, novamente das equagdes (20) e (23), obtemos que a derivada da coordenada x” com relagéo

5A equagio para o campo magnético B é obtida de maneira analoga.

®Cabe ressaltar que a dependéncia funcional do campo com as coordenadas é descrita da forma E;(x/,#') =
Ei(x —vt,t), sendo as derivadas e a regra da cadeia aplicadas seguindo a relagdo entre o campo E; e suas
coordenadas independentes
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a t sera —v e da coordenada ' com relagdo a t serd 1. Assim, obtém-se o seguinte resultado

JE; OE;, OE,

o = Yaw T (43)

O préximo passo consiste em tomar a derivada segunda tanto da posi¢do quanto do
tempo, partindo dos resultados obtidos nas equagdes (41) e (43), respectivamente. Para a
parte espacial, a segunda derivada serd obtida pela expressdao

0 E)El . ain ox' E)E, ot’

axax  ax2ax | axor ox;’ (44)

De forma andloga, de posse dos resultados das derivadas em relagdo a x’ e t/, chega-se na
seguinte relacdo para a derivada de segunda ordem espacial para o campo elétrico

d’E;  9’E;

o (45)

Da derivada temporal da equacdo (20), tém-se o resultado

dJE; 0 (0E;\ox" o [OJE;\ot
== | ==t = | = | = 4
ot ot 8x’(8t>at+8t’(at ot #e)
Aplicando o resultado obtido para as derivadas primeiras (equagdo (43)), chega-se ao
seguinte resultado para a derivada segunda do campo elétrico em relacdo a coordenada
temporal
0’°E; 9%E; ,0°E; oE;
= -2 .
o o " axr ~ “arax
Por fim, basta substituir os resultados das equagdes (45) e (47) na expressdo para a equagao
da onda eletromagnética (equacdo (20) e, apds alguma algebra, chega-se ao resultado

(47)

0°E; 0’E;  ,0%E; oF;
gz~ Hoco ( o T g ‘Zvat/—aiu)' 48)

o qual claramente mostra a ndo-invaridncia da equacdo da onda eletromagnética (Vanessa,
2019). Importante salientar que os cdlculos foram feitos considerando apenas coordenada
x, mas o resultado seria completamente andlogo para o movimento nas coordenadas y e
z. Essa mesma demonstra¢do também é valida para o campo magnético, bastando apenas
substituir E; por B; na demonstracdo acima. Percebe-se que a ndo-invaridncia da equagdo
(37) ocorre na parte temporal da mesma. Isso acabou por levantar a época a seguinte questédo:
ou as equagdes de Maxwell ndo representam leis fisicas de fato ou as Transformacgoes de
Galileu ndo sdo as transformagdes adequadas que fazem com que as leis fisicas permanecam
invariantes. Algum tempo mais tarde, dispondo dos calculos do experimento de Michelson
e Morley, a segunda hipétese foi refutada, o que levou a confirmar que a luz é, de fato,
uma onda eletromagnética (ndo precisando assim de um meio material para se propagar) e
que a mesma propaga-se com a velocidade da luz c, levando a necessidade de uma lei de
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transformacdo que se adequasse as suas caracteristicas que, com o advento da TRR, ficaram
conhecidas como as Transformagdes de Lorentz.

II.3. Invariancia da Equagdo da Onda sob Transformacgdes de Lorentz

Conforme discutido anteriormente, uma vez que as equag¢des de Maxwell estavam corretas,
se fez necessdrio encontrar outro conjunto de transformagdes que deixasse a equagdo da
onda eletromagnética invariante sob as mesmas, mas preservando suas caracteristicas. Tais
transformacoes existem e sdo conhecidas como Transformacgdes de Lorentz.

A construcdo dessas transformagdes ocorre de maneira correlata as transformacdes de
Galileu, ou seja, dados dois referenciais S e S, onde o segundo (S’) se move com uma
velocidade constante em relagdo ao primeiro (S). De posse desse conceito e, partindo de
uma transformacdo mais geral entre esses referenciais, as transformagdes de Lorentz sdo
construidas e as expressdes sdo escritas da forma que se segue:

x'=y(x —vt), (49)
y'=y, (50)
7 =z, (51)

=« (t — C%x) : (52)

Sendo conhecidas as transformacdes de Lorentz, o préximo passo consiste em verificar se
a equacdo (37) é invariante sob as mesmas. A ideia para efetuar essa demonstracdo é similar
a utilizada para trabalhar as transformacgdes de Galileu. Partindo das equagdes (40) e (42), o
que vai alterar no resultado sdo as derivadas de x’ com relagdo a x e de ' com relagdo a x,
bem como a derivada de ' com relagdo a f, uma vez que agora as leis de transformagédo sdo
diferentes.

Outro ponto importante a destacar aqui é que, assim como as coordenadas, os campos
elétrico e magnético também dependem do referencial adotado de forma que, nesse caso, ndo
podemos consideréd-los como um invariante relativistico. Considerando o vetor velocidade
7 = vj, tem-se que 0s campos elétrico e magnético se transformam da forma

E, = 7(E+0B.), (53)
E, = E, (54)
E = (Ez—va) (55)
B, = (Bx——EZ) (56)
B, = B, (57)
B, = 4 BZ+C32EX). (58)
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Na TRR, os campos E e B dependem do referecial e a covaridncia da equacdo da
onda ao passar de um referencial para outro, nesse caso, s6 pode ser vista por meio da
mudanga tanto dos campos como das coordenadas (NUSSENZVEIG, 2006b). Porém, pode-se
realizar os cédlculos considerando os campos (e suas componentes) de forma mais geral,
como dependentes das coordenadas da transformagao, sendo necessario apenas realizar
as derivadas em termos das coordenadas, sem precisar derivar os campos efetivamente
(mas sempre lembrando que eles também dependem dos pardmetros das transformacdes de
Lorentz.

Assim, teremos os seguintes resultados para as derivadas das coordenadas no referencial
em repouso (S) em relagdo as coordenadas no referencial que se move (S')

ox'

ot v

ox’

E = =7, (61)
ot

1/2
lembrando que 7y = (1 - ’c’—§> . Substituindo as derivadas das coordendas espaciais e
temporais nas expressoes (40) e (42), encontram-se

aE,' aEi (¢ aEi

x Tow Taar (63)
€ OF OE,  OF
e P ar (64

respectivamente. De posse das primeiras derivadas, o passo seguinte consiste em obter as
segundas derivadas. Por sorte, as mesmas ja foram calculadas, como pode ser visto nas
equagoes (44) e (46). Substituindo os resultados para as derivadas na expressdes citadas,
obtém-se os seguintes resultados

ain_ ain 0 aEi

ox2 ~ Tox2 T2 axar (65)
9%E; 0 oE;  OE; 0 oE;  OF;
ﬁ—’w("wﬂw BTN MR T (66)

Ap6s algumas simplifica¢oes, a derivada segunda do campo elétrico em fun¢do do tempo

fica da forma 5 ) ) ) )
ot? dx'? ox’ot’/ ot'dx’ a2

O dltimo passo consiste em fazer a substituicdo do resultado das expressdes (65) e (67) na

+ 7y (67)
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expressdo (38), cdlculo este que nos retorna o seguinte resultado

9%E; 9%E; 0%E; 9%E;
ox2 M0 T gy T Hocogm

(68)

que nos mostra que, de fato, a equagdo da onda eletromagnética é invariante sob transfor-
macoes de Lorentz e propaga-se no vacuo com a velocidade da luz ¢ (VELOSO, 2019). Tais
caracteristicas apresentadas pela equacdo da onda eletromagnética refutam a ideia de que a
mesma precisaria do éter luminifero para se propagar. Um comentdrio aqui se faz necessdrio.
Nesse caso, seria necessario realizar ndo s6 as derivadas das coordenadas mas também as
derivadas dos campos (nesse caso especifico do campo elétrico, embora o resultado seja
analogo para o campo magnético), uma vez que no caso relativistico, os campos também
se transformam segundo as transformagdes de Lorentz, como pode ser visto das equagdes
(53) — (58). Ao realizar as derivadas dos campos, o que se tem é um fator de % que é
comum as duas parcelas da Equagédo (38), o que ndo altera o resultado e o objetivo principal
do célculo que consiste em mostrar que a equagdo da onda eletromagnética é invariante sob
transformacoes de Lorentz.

Alguns comentdrios sdo importantes. Do ponto de vista educacional e pedagégico,
este trabalho é de grande valia no que tange a introducdo dos estudantes dos cursos de
ciéncias exatas e engenharias ao tema, uma vez que ndo hé na literatura uma apresentacio
detalhada da deducédo apresentada, sendo encontradas apenas colocagdes tedricas sobre a
mesma, como pode ser visto nas referéncias (ROCHA; MOTA, 2013; JESUS, 2010). Algumas
dedugoes sdo feitas, mas apenas do ponto de vista das equacdes de Maxwell, sem envolver
diretamente a analise da invaridncia da equagdo da onda eletromagnética (ARAGJO, 2017),
o que faz com que o trabalho seja de grande importancia, do ponto de vista de ensino e
aprendizado para os estudantes do ciclo basico e profissonal dos cursos de ciéncias exatas
e engenharias, de maneira geral. Embora alguns livros tragam uma discussao formal
sobre a equacdo da onda eletromagnética e as transformacgds de Galileu e Lorentz, nenhuma
demonstragdo detalhada é apresentada (REITZ; CHRISTY, 1988). Sendo assim, a proposta
desse trabalho foi apresentar as demonstra¢des de maneira bastante detalhada de forma que
o estudante ou um entusiasta do tema possa entender cada passo dos calculos bem como a
fisica que cerca cada um dos passos desse resultado pois, como mencionado anteriormente,
o que a literatura sobre o assunto apresenta sdo discussdes sem um detalhamento mais
aprofundado, o que pode levar o leitor a ter dificuldades de entendimento de maneira geral.

IV. CONSIDERACOES FINAIS

A mecanica newtoniana na qual se baseiam as transformagdes de Galileu ndo sdo capazes
de descrever movimentos relativisticos com velocidades préximas a c. Na verdade, a
relatividade de Galileu ndo distingue referenciais inerciais, entdao, de qualquer forma se o
resultado obtido pelo Experimento Michelson-Morley fosse o que os cientistas almejavam
a época, seria provada a existéncia de um referencial privilegiado (éter), o que ndo faria
sentido de acordo com as leis da mecanica newtoniana. Essa incosisténcia deixou os
cientistas confusos até 1905 (STACHEL, 2004). O advento da TRR trouxe luz sobre este
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questionamento. Ressalta-se que os postulados de Einstein ndo invalidam as transformacdes
de Galieu, que permanecem incontestdveis através dos séculos quanto as suas aplica¢des
em baixas velocidades. Por sua vez, as transformagdes de Lorentz vieram oferecer uma
oportunidade de calcular velocidades préximas a da luz ¢ e colaborar com a comprovacao
da TRR. Os resultados obtidos mostram que a onda eletromagnética é ndo invariante por
transformacgdes de Galileu e invariante por transformagdes de Lorentz respectivamente. Esta
alteragdo na forma da equacdo (37), quando hd mudanca de coordenadas, é devido ao fato
de que as transformacdes de Galileu ndo sdo adequadas para velocidades préximas a c.

Por sua vez, o conjunto de transformacgdes de Lorentz, quando aplicado na equagdo
da onda eletromagnética (37), mostrou-se em consondncia com relagdo a mudanga de um
referencial S (repouso) para um referencial S’ (movimento), o que veio a corroborar que
o conjunto de transformacdes de Lorentz, mesmo quando empregadas em transformacgdes
de coordendas que envolvam velocidades préximas a ¢, fazem com que as leis fisicas
permanecam invariantes e, por consequeéncia, refuta a ideia da existéncia do éter luminifero
(MICHELSON; MORLEY, 1887), uma vez que a luz é uma onda eletromagnética e ndo
necessita de um meio para propagar-se.

Além de refutar a existéncia de um referencial absoluto (éter), as teorias propostas
por Albert Einstein no annus mirabilis que originaram a TRR viriam a sofrer altera¢es nos
anos posteriores a 1905 apesar de que, a época em que Einstein desenvolveu suas teorias, a
tecnologia existente ndo era suficiente para comprovéa-las. Conforme os sistemas tecnolégicos
foram se desenvolvendo, os seus trabalhos foram sendo comprovados, como por exemplo, o
experimento dos relégios atomicos (CHOU D. B. HUME; WINELAND, 2010), que valida os
efeitos cinemaéticos previstos por Einstein na TRR (HAWKING; HAWKING, 2010).
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