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Resumo

O estudo do langamento de projéteis em diferentes niveis de ensino estd baseado numa mode-lagem
tedérica simplificada, onde o projétil é abstraido em uma particula movendo-se em duasdimensoes
e, normalmente, nio sujeito ao efeito resistivo do ar. Neste trabalho, é apresentadauma proposta
experimental simples, envolvendo a utilizagdo de brinquedos de baixo custo, como objetivo de
implantar atividades investigativas em sala de aula, despertando uma postura cri-tica acerca
dos modelos tedricos estudados. Como forma de demostrar o relacionamento entre amodelagem
tedrica-matemdtica e a experimentagdo, é realizada uma revisdo detalhada de doisdos modelos
tedricos existentes para o langamento obliquo de uma particula: o modelo padrdosem resisténcia
do ar e o modelo sujeito a uma for¢a de arrasto linearmente proporcional a veloci-dade da
particula. No primeiro modelo é utilizada a estratégia usual, utilizando-se a cinemdticavetorial,
no segundo, sio desenvolvidas as equagdes do movimento a partir das leis de Newton,as quais sdo
resolvidas exatamente. Em ambos os casos, sdo obtidas expressoes analiticas para oalcance dos
projéteis em fungdo do dngulo de langamento — e do coeficiente de resisténcia do arno segundo
modelo. Além da comparagio e discussdo entre os resultados dos modelos matemdti-cos, é proposta
uma abordagem experimental investigativa de baixo custo para o langamento deprojéteis reais,
utilizando brinquedos. Nessa oportunidade, estudantes sdo desafiados a levantarconcepgdes
espontineas acerca da validade do modelo matemdtico sem resisténcia do ar, ao qualforam expostos
previamente em sala de aula. Finalmente, os estudantes sdo apresentados aosresultados do modelo
com resisténcia da ar, sem serem mostrados necessariamente os detalhesdo desenvolvimento
matemdtico, sendo feitas consideracoes a respeitos de alguns dos melhora-mentos. Por fim, sdo
apresentadas evidéncias acerca da eficiéncia da atividade investigativa nacompreensio sobre o que
seja um modelo matemdtico e sua relagiio com a realidade.
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Abstract

Studies on projectile launching at various educational levels are based upon simplified the-
oreticalmodels. We abstract the projectile as a particle moving in two dimensions and not
subjected tothe resistive force of the air. In this work, we propose a simple experimental pro-
cedure involvinglow-cost toys, whose main objective is to implement investigative activities
in the classroom,awakening a critical posture about the theoretical models studied. We carry
out a detailedreview of two existing academic models for the oblique launching of a particle to
demonstratethe relationship between mathematical modelling and experimentation: the standard
modelwith no air resistance and the model subject to a drag force proportional to the particle
velocity.We employed the usual strategy by solving the first model through vectorial kinematics
whiledeveloping the equations of motion directly from Newton'’s laws and solving them exactly
forthe second. We obtained, particularly, analytical expressions for the range of the projectiles asa
function of the parameters to both models. Beyond comparing and discussing the results ofthe
mathematical models, a low-cost investigative experimental approach is proposed for realprojectiles
launching using toys. During this procedure, we challenged the students to raisespontaneous
conceptions about the validity of the model with no air resistance they had beenpreviously pre-
sented in the classroom. Subsequently, we exhibit the results from the modelwith air resistance
to the students, not necessarily explaining the details of the mathematicaldevelopment, making
considerations about some of the improvements. Ultimately, pieces ofevidence are displayed about
the efficiency of investigative activities in the understanding ofwhatever a mathematical model is
and its relationship with reality.

Keywords: Physics Teaching, Semi-Open Laboratory, Low Cost Experimentation.

I. INTRODUCAO

O estudo do movimento dos corpos tanto nos tltimos anos do ensino médio quanto
nos periodos iniciais dos cursos superiores de Ciéncias, Licenciaturas e Engenharias esta
baseado em modelos simplificados. Os corpos sdo abstraidos e tratados como particulas
pontuais [Greiner 2004] que nada mais sdo do que entidades matemaéticas sem dimensao.
Além do mais, forcas resistivas sdo desprezadas, como é o caso das forcas de interacdo
com o ar e outras deixadas para um estudo posterior, como é o caso da forca de atrito de
superficie. Esta, por sua vez, também simplificada como sendo uma forca cuja intensidade
é proporcional a intensidade da for¢a normal, podendo comparecer como atrito estatico —
caso em que ndo hd deslizamento entre as superficies de contato — ou como atrito dindmico
(ou cinético), caso em que hd deslizamento relativo entre as superficies de contato [Halliday,
Resnick e Walker 2016, Lemos 2007].

Evocam-se questdes didéticas como a principal razdo para essas simplificagdes uma vez
que a introdugdo da resisténcia do ar torna o estudo do modelo matematico correspondente
impraticdvel sem que os estudantes possuam determinados pré-requisitos como, por exem-
plo, técnicas de solucdo de equacgdes diferenciais [Thormton e Marion 2011]. A completa
omissdo da resisténcia do ar pode deixar como legado a impressdo de que apenas modelos
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sem as forcas resistivas sejam tratadas pela Fisica. Tal fato faz com que o estudante possa
eventualmente tomar como verdade inconteste as previsdes dos modelos ndo-resistivos em
suas visdes de mundo de modo a tornar indistinguivel, teoria e realidade [Bunge 2009].

E possivel, contudo, adicionar uma andlise menos idealizada do movimento dos corpos
através de recursos de animagdo numérica ou demonstracdes experimentais, sem que
haja um desenvolvimento pormenorizado de modelos tedricos mais avancados, porém
apresentando-os ainda que de forma qualitativa em etapas iniciais nos estudos sobre o
movimento dos corpos.

Matematica é a linguagem utilizada pelos Fisicos para expressar as diversas leis e
fendmenos da natureza. Sem a matemadtica seria extremamente trabalhoso descrever qual-
quer fendmeno utilizando apenas palavras e figuras. Em relagdo a essa correlagdo entre
matematica e fisica, Bassanezi [Bassanezi 2002] afirma que:

A Matematica para as ciéncias exatas, principalmente a Fisica, é uma fer-
ramenta insubstituivel, j& que proporciona a elaboragdo de modelos ma-
temdticos que: resultam da interpretacdo dos problemas que expressam
situagdes, que representam fendmenos fisicos mostrando assim que ha uma
forte relacdo entre a Matemaética e a Fisica. O objetivo fundamental do
“uso"de matematica é de fato extrair a parte essencial da situacdo-problema
e formalizd-la em um contexto abstrato onde o pensamento possa ser ab-
sorvido com uma extraordindria economia de linguagem. Desta forma, a
matemadtica pode ser vista como um instrumento intelectual capaz de sin-
tetizar ideias concebidas em situagdes empiricas que estdo quase sempre
camufladas num emaranhado de varidveis de menor importancia. ( [Bassa-
nezi 2002], p.18).

Esta estreita ligacdo entre a Fisica e a Matemadtica assume papéis complementares,
passando esta a ser um instrumento de conceituagdo dos contetidos cientificos, emprestando-
lhes mais consisténcia e, por vezes, atuando mais do que um simples modelo. Dessa
forma, acreditamos que o trabalho de tentar transformar fendmenos naturais em problemas
matematicos através da criacdo de modelos teéricos, resolvé-los e valida-los, consiste na
melhor maneira de ndo apenas explorar a indissociabilidade entre fisica e matematica,
como evitar o realismo ingénuo mediante uma postura critica acerca dos modelos tedricos
estudados.

Diante do exposto, o presente trabalho apresenta uma proposta experimental simples,
com brinquedos de baixo custo que produz bons resultados — no sentido de que modelos
tedricos sdo corroborados pelos dados experimentais — para o movimento de um projétil
em duas dimensdes (langamento obliguo) com resisténcia do ar, bem como a modelagem
matematica, desenvolvida de forma pormenorizada em dois niveis: com e sem resisténcia
do ar. Entretanto, propor atividades experimentais com brinquedos de baixo custo por
si s0 ndo basta: devemos inseri-las em um contexto educacional [Branddo, Araujo e Veit
2011], sem o qual estaremos reproduzindo metodologias arcaicas sob nova roupagem
(experimentos com brinquedos). Portanto, este trabalho consiste também em aplicar, em
carater de demonstracdo investigativa [Carvalho 2014], os experimentos supracitados em
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uma turma de ensino médio que ja se deparou com o contetido ‘lancamento obliquo
sem resisténcia do ar’. Com essa etapa (demonstracdo investigativa) pretende-se levantar
concepgOes espontdneas acerca da validade deste modelo tedrico (sem resisténcia do ar)
pelos estudantes. De posse desse resultado, discutiremos uma proposta de implementagao
de atividades experimentais em caréter aberto [Carvalho 2014] envolvendo os efeitos de
resisténcia do ar.

De forma sucinta, pretende-se criar um exemplar [Kuhn 2013] acerca de como implantar
atividades investigativas em sala de aula. Para isso, o presente trabalho terd a seguinte
estrutura: primeiro serd feito um paralelo entre o modelo tedrico sem resisténcia do ar e o
resultado do experimento aqui proposto, a luz do modelo com resisténcia do ar. Anélises
graficas e computacionais serdo utilizadas, mostrando em quais casos o modelo ultra-
simplificado sem resisténcia do ar se adapta bem ao experimento e em quais casos o
modelo falha consideravelmente. Na secdo II serdo introduzidos os modelos teéricos
com e sem resisténcia do ar, sendo discutidas suas principais caracteristicas e principais
previsdes tedricas. Na se¢do III a metodologia experimental é apresentada, juntamente
com o equipamento utilizado; sdo apresentados, também, os dados obtidos para o alcance
dos projéteis, especificamente para o alcance em termos do angulo de lancamento. Na
secdo IV, apresentaremos uma proposta metodoldgica de cardter semi-aberto [Carvalho 2014]
correlacionando atividades experimentais com modelagem matemadtica em uma proposta
investigativa. Finalmente, na secdo V sdo apresentadas nossas conclusdes e quais nossas
perspectivas para a continuagdo deste trabalho.

II. MobpeLos TEORICOS

Nesta secdo discutiremos, rapidamente, os modelos de particula sem resisténcia e com
resisténcia viscosa linear (proporcional a velocidade), para posterior comparag¢do com os
resultados experimentais. De maneira geral, o modelo para o movimento de um projétil sem
a resisténcia do ar poderia ser desenvolvido a partir das leis de Newton [Halliday, Resnick e
Walker 2016, Thormton e Marion 2011], contudo, por causa de sua simplicidade, seja tratado
no contexto da cinematica vetorial, utilizando os conceitos de movimento retilineo e uniforme
(MRU) para a componente horizontal da posicdo e de movimento retilineo uniformemente
variado (MRUV) para a componente vertical da posi¢cdo. O modelo para o movimento sob
resisténcia viscosa do ar, entretanto, ndo compartilha a mesma simplicidade. Mesmo em
sua formulacdo mais simples, a resisténcia do ar é introduzida como uma forg¢a propor-
cional a velocidade do projétil, de modo que a aceleragdo se torna funcdo da velocidade,
inviabilizando uma resolucdo da equagdo do movimento [Thormton e Marion 2011] sem co-
nhecimentos de equagdes diferenciais. As técnicas matemaéticas necessarias para se analisar
modelos mais realistas, envolvendo resisténcia viscosa do ar, momento de inércia, rotacao,
entre outras, sdo desafiadoras mesmo para cursos de nivel superior, inclusive algumas das
técnicas envolvendo movimento viscoso e hidrodindmica sdo abordadas apenas em cursos
especificos de pés-graduacdo. No que segue, os pormenores da formulagdo e da solugdo
dos modelos sem e com resisténcia do ar serdo apresentados.
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I[I.1. Modelo sem Resisténcia do Ar

O modelo mais simples para lancamento de projeteis é baseado no movimento de uma
particula sujeita apenas a forca de atragdo gravitacional constante e uniforme, desprezando-
se por total a resisténcia do ar. Por se tratar de uma particula, ndo ha qualquer outro grau
de liberdade, apenas os graus de liberdade de translacdo, sendo consideradas apenas duas
dimensdes. O modelo é simples e bem conhecido, contudo, iremos detalhar seus resultados
aqui como uma maneira didatica de introduzir os conceitos relevantes.

Como apenas o peso do projétil é considerado, ndo hd componente horizontal para
a aceleracdo, logo, a componente horizontal da posi¢do do projétil se comporta como a
de uma particula que se desloca em MRU. Por outro lado, a agdo do peso impde uma
aceleragdo vertical e para baixo, dessa forma, a componente vertical da posigdo do projétil
se comporta como a de uma particula que se desloca em MRUV. Assim, sdo obtidas, a partir
do conhecimento prévio das equagdes hordarias para o MRU e para o MRUYV, um par de
equagdes paramétricas para as componentes x(t) e y(t) do vetor posi¢gdo do projétil em
duas dimensdes. Dessa maneira, as fun¢des hordrias para as componentes da posi¢do e da
velocidade do projétil serdo,

x(t) = x0 + voxt; 1)
y(t) = yo + vo,t — %tz; )
vy(t) = voy, — &t; 3)

onde {xo, Yo, Vox, on} é um conjunto de condic¢des iniciais e a componente vy = vy, é
constante.

Para encontrar a equacdo da trajetéria, as equagdes (1) e (2) sdo combinadas para eliminar
o pardmetro temporal, conduzindo a uma relagdo y(x) entre a altura, y, do projétil e a
componente horizontal, x, de sua posigao,

Yoy 8 2
X)=1yo+ —(x—x9) — X — Xp)~. 4)
Y@ =y + 2 x = x0) — 55 (x - x)

Posicionando a origem do referencial no ponto de lancamento e admitindo que o projétil
é lancado com velocidade de médulo vgp numa diregdo que forma um angulo 6 com a
horizontal, o conjunto de valores para as condi¢des iniciais se tornam,

X0 = 0/ Yo = 0/ (5)
Vo, = UpCosb, voy = vpseno, (6)

de modo que (4) se torna,

2
- _ gsec™f ,
y(x) =tgbx 20,2 x“. )

A equacdo (7) evidencia o comportamento parabdlico da altura em relagdo ao deslo-
camento horizontal, além da dependéncia dos parametros da pardbola com o dngulo de
lancamento 6. A Figura 1 apresenta a trajet6ria para trés langamentos, todos com velocidades
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de mesmo moédulo, vy, mas diferentes angulos de lancamento, 30°, 45° e 60°. Observe que
os projéteis lancados com angulos complementares, no caso, 30° e 60° possuem o mesmo
alcance, ou seja, caem no mesmo lugar, embora tenham atingido alturas diferentes.

y(z)

30\ N4’

X

Figura 1: Trajetorias de trés projéteis langados com velocidades iniciais de mesmo modulo vy, em trés diferentes
angulos, 30° (vermelho), 45° (preto), 60° (azul).

O alcance de um projétil é definido como a distancia horizontal, R, entre o ponto de
lancamento e o ponto em que o projétil atinge o solo. No modelo, o solo é representado por
y =0, portanto, fazendo x = R e y(R) = 0 em (7) obtemos o alcance,

2 2
R— 209 seg@cos@ _ segn(29), ®)

que depende do médulo e da direcdo da velocidade de lancamento, além da intensidade do
campo gravitacional.

A Figura 2 apresenta o comportamento do alcance, R, em termos do angulo de lanca-
mento, 6, descrito na equagdo (8) para projeteis lancados com velocidades de mesmo médulo
e sujeitos a0 mesmo campo gravitacional. Note que 6 € [0, 90°], onde 6 = 0 corresponde a
um langamento horizontal e 6 = 90° corresponde a um langamento vertical. Em ambos os
casos o alcance sera R = 0, no primeiro caso porque o projétil nunca deixa o solo, no segundo
porque ele viaja na vertical, retornando para o ponto de partida. E observado, também, que
angulos simétricos em torno de 6 = 45°, ou seja, angulos complementares, possuem o mesmo
alcance, tais como 30° e 60° destacados na figura, este é um fato curioso e pouco intuitivo,
mas que consegue ser bem absorvido por estudantes, como sera discutido na secdo IV.
Também é evidente na Figura 2 que o alcance de um projétil é maximo quando o angulo
de langamento é 6 = 45°. De fato, fazendo 6 = 45° na equagéo (8), teremos sen(90°) =1, o
valor maximo de seno, portanto,

Z)OZ

Rmax - -

Embora o alcance de projeteis langados em angulos complementares seja 0 mesmo, as
alturas maximas atingidas ndo o sdo, como observado na Figura 1, onde é notavel que a

altura maxima atingida pelo projétil lancado a um angulo de 60° é maior que a do projétil
langado a um angulo de 30°. Para obter as coordenadas correspondentes a altura maxima
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R(6)

Rmax t-------------------=
R(30°,60°) fom-ommee e oo

Ui Ui i g S

w 0
30° 45° 60° 90°

Figura 2: Alcance dos projéteis em fungio do dngulo de langamento, quando langados com velocidades de
mesmo moédulo.

precisamos combinar as equagdes (1) e (3) para eliminar o tempo, obtendo,

8

vy (x) =10 00— —=x
y(x) = vosen vgcosh ™’

a altura maxima ocorre onde a componente vertical da velocidade se anula, vy(xm,zx) =0,
assim, a coordenada x,,xy do ponto de maxima altura sera,

’002
Xmax = gsen(ZO), 9)

enquanto a altura méxima atingida pelo projétil serd hyx = Y(Xmax), que se obtém substi-
tuindo (9) em (7). Assim, teremos,

A Figura 3 apresenta o comportamento das coordenadas do ponto correspondente a altura
maéxima, a componente x;,;x na Figura 3a e h, na Figura 3b, em termos do angulo de
lancamento, 6, para projeteis langados com velocidade de mesmo médulo. A altura méxima
cresce monotonicamente com o dngulo de lancamento, atingindo seu valor méximo em
8 =907, ou seja, quando a particula é lancada verticalmente para cima. J& a coordenada x4y
aumenta até ser atingido o angulo de 45°, que também corresponde ao dngulo do alcance
méximo, diminuindo até se anular quando o lancamento é vertical.

Verificado o modelo parabdlico, é necessario fazer corresponder os calculos teéricos com
a realizagdo fisica do movimento, ou seja, é preciso que o estudante compreenda que o
conjunto de parabolas definidas pela equacdo (7) e exemplificadas na Figura 1 representem
o movimento de uma particula de qualquer massa lancada com uma velocidade inicial
sujeita apenas a acdo da gravidade. E especialmente notavel, e contra-intuitivo, o fato de
que o movimento do projétil ndo dependa de sua massa, muito menos de sua forma, fatos
causados pelas simplifica¢des utilizadas. A independéncia da forma se deve a consideracado
do projétil como uma particula, sem dimensdes, portanto ndo estando sujeito a torques. A
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xmaw hmaz

450 90° 45° 90°
(a) (b)

Figura 3: Coordenadas correspondentes a altura mdxima em fungio do angulo de langamento. (a) Coordenada
horizontal da altura mdxima. (b) Altura mdxima.

independéncia da massa se deve ao fato da tinica forca atuando sobre o projétil ser a forca
da gravidade, portanto, sendo as massas inercial e gravitacional, consideradas iguais, elas
sdo eliminadas na segunda lei de Newton. Esse cendrio ndo permanecerd se for introduzida
a forca de resisténcia viscosa do ar, como veremos a seguir.

I1.2. Modelo com Resisténcia do Ar

O movimento de um corpo, ou mesmo de uma particula, através de um fluido, tal
como o ar, certamente estard sujeito a uma forga resistiva. Tratando o ar como um fluido
continuo, o mével precisa atravessar o ar, deslocando-o, a medida que se movimenta, é
natural, portanto, identificar que o ar exerce uma forca no mével que se opde ao seu
movimento. Além disso, quanto maior for a velocidade do mével, maior deve ser a forca
de oposicdo do ar, pois mais ar precisara ser deslocado por unidade de tempo. Newton
estudou o movimento de uma particula sujeita a forcas de resisténcia do ar que eram
proporcionais ao médulo da velocidade ou proporcionais ao quadrado do médulo da
velocidade da particula [Newton 2008]. J. Bernoulli expandiu os estudos de Newton para
forcas proporcionais a qualquer poténcia do médulo da velocidade, contudo, os termos lei de
resisténcia de Stokes e lei de resisténcia de Newton podem ser encontrados para especificar forgas
de resisténcia do ar proporcionais ao médulo da velocidade e ao quadrado do médulo da
velocidade, respectivamente [Thormton e Marion 2011].

Ha vérias forgas atuando em um projétil ao longo de sua trajetéria, que dependem
da densidade do ar, da forma e da rugosidade do projétil, se o projetil gira ou vibra,
etc. Duas componentes dessas forgas sdo particularmente interessantes, a forca de arrasto,
ou simplesmente forca de resisténcia, que é oposta a velocidade do projétil; e a forca de
sustentagdo, perpendicular a forga de arrasto, normalmente responséavel pela sustentacdo do
voo de aeronaves. Entretanto, para este trabalho, tomaremos o caso mais simples, o de uma
particula sujeita a uma forca de arrasto proporcional ao médulo da velocidade, ou seja,

fa = —b7, (11)
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onde b é um coeficiente positivo, com unidades kg /s, que depende apenas das caracteristicas
da interagdo da particula com o ar, que consideramos isotrépica.

Utilizando o formalismo newtoniano, um projétil lancado sob a a¢do da gravidade e da
forca de arrasto (11) serd regido pela seguinte equagdo do movimento,

mid =mg — bd, (12)
utilizando a notagdo padrao,

mr + b7 = mg,
onde 7 é o vetor posi¢dao do projétil e cada ponto representa uma derivagao temporal total.

Considerando o movimento em duas dimensdes, sendo o eixo x horizontal e o eixo y vertical
e orientado para cima, teremos,

mi +bx =0;
mij + by = —mg.
Definindo y = b/m, encontramos,
¥+9x=0; (13)
J+r=-¢ (14)

As expressdes (13) e (14) sdo as equagdes do movimento do projétil pontual de massa m.
Observem que a massa ndo foi eliminada, ela estd embutida no parametro v, com unidades
de s71; 0 caso v = 0 se reduz ao caso sem resisténcia do ar, equagdes (1) e (2). Como 7 é
inversamente proporcional a massa e as dimensdes do projétil estdo sendo desprezadas,
espera-se que um projétil de maior massa sofra menos os efeitos da resisténcia do ar.

Considerando que o projétil é lancado com as condi¢des iniciais (5) e (6), as equagdes (13)
e (14) podem ser resolvidas, levando a,

x(t) = vgcosb (1_76_%> , (15)
R
y(t) = —‘%t + (yvosenb + g) (17—627) ) (16)

O limite v — 0 ndo é evidente nas equagdes (15) e (16), entretanto, as equagdes (1)
e (2) sdo reproduzidas (apéndice A) quando a forca de arrasto se torna desprezivel, como
esperado fisicamente.

Encontrar a equagdo da trajetéria eliminando ¢ entre as equagdes (15) e (16) ndo é simples,
portanto, continuaremos utilizando as equagdes paramétricas para estudar o movimento. A
Figura 4 apresenta a trajetoria de trés projeteis idénticos, com mesma massa, lancados com
velocidades de mesmo mdédulo, mas com diferentes angulos de lancamento, 6 = 30°,45°%,60°,
diferentemente do que acontece no caso sem resisténcia do ar, o alcance maximo néo
ocorre necessariamente no angulo de 45°, nem tdo pouco os lancamentos em angulos
complementares tém o mesmo alcance (compare com a Figura 1).
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45°

60° 300

T

Figura 4: Trajetorias de trés projéteis idénticos langados com velocidades iniciais de mesmo mddulo, em trés
diferentes Angulos, 30° (vermelho), 45° (preto), 60° (azul) e sujeitos a forca de arrasto linear.

O efeito da resisténcia do ar pode ser observado na Figura 5, onde sdo apresentadas
as trajetorias de projeteis langcados com a mesma velocidade, em moédulo e dire¢do, mas
sujeitos a forcas de arrasto de diferentes intensidades. A curva tracejada representa o limite
v — 0. A redugdo do efeito da resisténcia do ar pode ser interpretada de duas maneiras:
como um mesmo projétil sendo lancado em uma regido onde se faz vacuo cada vez mais
alto, tornando o ar mais e mais rarefeito, ou projéteis de massas cada vez maiores, tornando
o efeito da resisténcia do ar desprezivel em comparagdo com a forca da gravidade.

y()

Figura 5: Trajetérias de projéteis langados com velocidades iniciais idénticas, em modulo e direciio, mas sujeitos
a diferentes forgas de resisténcia linear.

Para descobrir o alcance dos projéteis através das equagdes (15) e (16), precisaremos
definir o tempo de voo, T, ou seja, o intervalo de tempo entre o langamento e a aterrissagem
do projétil. Assim, fazendo y(T) = 0 na equacgdo (16) encontramos que o tempo de voo deve

satisfazer,
[ Yvosen® AT
oT = (—g +1) (1 e ) (17)

Observe que T = 0 é uma solugdo trivial da equagdo (17), significando o instante de
langamento, portanto, o tempo de voo serd representado pela solugao nao-trivial, T > 0.
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Definindo,

T=1T, (18)

Az'ﬂ’%‘meﬂ, (19)

a equagdo para o tempo de voo se reduz a,
T=A(1—-¢"). (20)

A equagdo (20) é uma equagdo transcendental, contudo, ela pode ser resolvida exatamente
em termos da fungdo W de Lambert [Corless et al. 1996] (apéndice B), portanto,

T=A+W(-Ae™™). (21)

Utilizando (20) em (15) e entdo (21) é obtido o alcance do projétil,

B T \ _ ©vpcost W(—Ae %)
R = vy cosh (’)’A) = {1%— " , (22)

onde A esta especificado em (19) e T é fornecido por (21). O alcance R, portanto, depende
de forma néo-trivial dos parametros do modelo, ou seja, do médulo da velocidade inicial,
da intensidade do campo gravitacional, do coeficiente de resisténcia do ar, da massa do
projétil e do angulo de lancamento.

A Figura 6 ilustra o comportamento do alcance de um projétil em fun¢do do angulo
de lancamento para um coeficiente de arrasto fixo. E notavel uma assimetria em torno do
alcance maximo, que, neste caso, ocorre em algum angulo no intervalo (30°,40°), diferente-
mente do caso sem resisténcia do ar.

R(0)

: : : : : : : : ‘ 6(°)
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 6: Alcance do projétil sujeito a forca de arrasto linear em fungio do dngulo de langamento.

A Figura 7 apresenta o comportamento do alcance dos projéteis lancados com velo-
cidades de mesmo moédulo e mesma direcdo, mas sujeitos a diferentes forgas de arrasto,
correspondentes as trajetorias apresentadas na Figura 5. E observado, como se espera, que o
alcance para qualquer angulo (exceto 6 = 0, 90°) aumenta com a redugdo da forca de arrasto.
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Entretanto, é curioso que aumentando a forga de arrasto, o alcance méaximo ocorra em
angulos menores, deixando a curva mais assimétrica em relagdo ao maximo, evidenciando a
ndo correspondéncia dos alcances de projéteis lancados com angulos complementares, como
acontece quando nao ha resisténcia do ar.

R(0)

Y ’y:]_o \

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Figura 7: Alcance de projéteis sujeitos a diferentes forcas de arrasto linear em fungio do dngulo de langamento.

Os valores dos angulos correspondentes ao alcance maximo, podem ser obtidos exa-
tamente, a partir da expressdo (22), o célculo é extenso, levando a uma nova equacgdo
transcendental envolvendo fungdes trigonométricas e a funcdo W de Lambert. Essa equagao
pode ser resolvida numericamente, utilizando o software livre Maxima [Santos e Rocha
2009, Sistema de &dlgebra computacional Maxima 2019]. A Figura 8 apresenta o compor-
tamento do alcance maximo, Ry, ( 8b) e de seu angulo correspondente, 6;,,x ( 8a) em
termos do coeficiente de arrasto. Como esperado, quando o coeficiente de arrasto se torna
desprezivel 0, — 45°, decrescendo acentuadamente a medida que a resisténcia do ar
aumenta. O mesmo acontecendo para o alcance méaximo (8b), novamente, o maior alcance
acontece quando a resisténcia do ar é desprezivel, diminuindo acentuadamente a medida
que a forca de resisténcia do ar se torna mais relevante.

%E)waﬁ (o) Rmam
45 | RGO
30 |
10 |
v v
0 0

(@) (b)

Figura 8: Alcance mdximo de um projétil sujeito a forca de arrasto linear. (a) Angulo do alcance mdximo. (b)
Alcance mdximo.
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Dessa maneira, observamos que a introdugdo de uma forca de resisténcia viscosa linear
ja é suficiente para modificar qualitativamente o comportamento de um projétil em relagao
ao lancamento sem resisténcia do ar. Entretanto, o resultado sem resisténcia do ar pode ser
utilizado com precisdo razodvel no caso em que o forca de resisténcia se torna desprezivel,
por exemplo, langando-se projéteis geometricamente idénticos, porém de massas maiores —
e portanto uma relacdo entre a forca de resisténcia e o peso menores, além de densidades
grandes quando comparadas com a densidade do fluido que compdem o meio — desde
que a forma dos projéteis ndo introduzam novos componentes, como rotagdo, ou outros
graus de liberdade. Como veremos na secdo III, o modelo de lancamento obliquo com
resisténcia do ar proporcional a velocidade, mesmo simples, serd mais do que suficiente para
se modelar com eficdcia as atividades experimentais propostas neste trabalho, sobretudo
quando embebidas em atividades de carater investigativo.

III. METODOLOGIA EXPERIMENTAL

De modo anélogo a secdo anterior, nesta se¢do descreveremos os pormenores realizados
durante as atividades experimentais propostas [Melo 2019]. Conforme dito anteriormente, os
experimentos foram realizados com brinquedos e uma plataforma de langamento artesanal,
produzido através de materiais de baixo custo, facil montagem e utilizacdo. O protétipo
possui um suporte de madeira, apresentado na Figura 9, composto por uma plataforma de
lancamento ajustavel, a qual pode ser fixada por prego, alfinete, clipe de papel, etc, em uma
escala angular.

WrEENEEL ‘SrEnEEE
B L R T
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Figura 9: Suporte de madeira com escala angular e plataforma ajustdvel. (a) Fotografia de perfil do suporte de
madeira. (b) Fotografia lateral do suporte de madeira.

O lancamento é realizado com pistolas de mola de brinquedo, uma delas é apresentada
na Figura 10a, acopladas a plataforma de madeira. Os projéteis, uma bolinha de plastico,
um dardo de borracha e um dardo com ventosa, cujas massas medidas com uma balanca de
precisdo estdo especificadas na Tabela 1, sdo apresentados na Figura 10b. Cada projétil é
langado por uma pistola apropriada, na Figura 10a é apresentada a pistola para o dardo com
ventosa. Além do suporte e do langador, sdo necessdrios uma trena, para medirmos o alcance
dos projeteis, e um crondmetro para medir o tempo de voo dos projéteis; o crondmetro pode
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Tabela 1: Massas dos projéteis de brinquedo.

Projétil Massa (g)
Bolinha 0,6606
Dardo de Borracha 1,1870
Dardo com Ventosa 1,1939

(a) (b)

Figura 10: Langador de brinquedo e projéteis utilizados no experimento. (a) Fotografia de uma das pistolas
de brinquedo utilizadas como langador. (b) Fotografia dos projéteis langados com as pistolas de
brinquedo.

ser encontrado em aparelhos de telefone celular do tipo smartphones, hoje de uso comum
entre docentes e estudantes.

Os experimentos foram realizados em ambiente fechado, para evitar correntes de ar e
suficientemente amplo para permitir o voo completo dos projéteis. Além disso, a plataforma
e os lancadores eram cuidadosamente reposicionados a cada lancamento, para permitir que
as condigdes iniciais fossem sempre similares.

Mesmo sendo tomados os cuidados necessdrios, ainda hé incertezas produzidas por
imprecisdes aleatérias, por exemplo, hd uma imprecisdo na medida do tempo de vdo,
devido ao tempo de reagdo do experimentador tanto ao acionar o crondmetro no instante
do lancamento quanto ao paralisd-lo no instante da aterrissagem. A distensdo da mola
no interior da pistola também ndo é conhecida com precisdo, podendo ser diferente a
cada lancamento. Além disso, o ponto de queda do projétil observado a olho, também é
medido com imprecisdo. Para reduzir os efeitos dos erros aleatérios, sdo realizados vinte
langamentos idénticos, para se produzir valores médios dessas grandezas, juntamente com
seus respectivos desvios padroes.

Cada projétil é lancado em diferentes angulos, variando de 20° até 60° em intervalos de
59, sendo medidos o tempo de voo e o alcance do projétil. Cada medida é repetida 10 vezes
para obter valores médios, reduzindo os erros aleatérios discutidos acima. As medidas para
angulos inferiores a 20° e superiores a 60° apresentaram dificuldades de medigédo, por isso
foram descartas neste trabalho.

A Figura 11 apresenta o alcance médio do projétil em forma de “bolinha” (fig. 10b) com
os respectivos desvios padrdes. As curvas continuas representam o comportamento tedrico
do alcance de um projétil pontual, a curva azul apresenta um ajuste empirico (por olho)
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Figura 11: Alcance médio de projéteis “bolinha” langados com diferentes dngulos de langamento. Pontos
representam as medidas experimentais, a curva azul o esperado pelo modelo com resisténcia do ar e
a curva vermelha o esperado pelo modelo sem resisténcia do ar. Os pardmetros usados para ajustar
os modelos foram: vg = 8,2m/s, g =9,81m/s* e y =1,0s"1.

feito para o modelo com resisténcia do ar, os parametros do ajuste foram: vy = 8,2m/s,
g=9.81m/ s?e v = 1,0s"1. A curva vermelha apresenta o comportamento esperado pelo
modelo sem resisténcia do ar, utilizando os mesmos parametros. E observado que um
projétil estérico é bem representado por uma particula, desde que o projétil ndo seja lancado
com algum momento angular, o que poderia potencializar forcas de sustentagdo, mas o
efeito da resisténcia do ar condiz com o modelo linear. O modelo sem resisténcia ndo
reproduz um bom ajuste, mesmo dentro das barras de erro do experimento.

A Figura 12, por sua vez, apresenta o alcance médio dos projéteis assimétricos, o “dardo
de borracha” (fig. 12a) e o “dardo com ventosa” (fig 12b). Nestes casos ndo é possivel um
ajuste completo dos dados por nenhum dos modelos teéricos para o lancamento de uma
particula, seria necessario acrescentar, portanto, as dimensdes dos projéteis. Contudo, ainda
é possivel aproximar algumas regides com o modelo com resisténcia do ar, como é o caso do
lancamento do “dardo de borracha” para grandes dngulos observado na Figura 12a. O ajuste
do modelo com resisténcia do ar foi realizado com os seguintes pardmetros: vy = 15,0m/s,
g=981m/ s2 e v = 20s~ 1. O comportamento do “dardo com ventosa”, espantosamente,
apresentou uma boa concordancia com o modelo tedérico para a particula com resisténcia
do ar dentro da barra de erro, embora o comportamento médio ndo aparente acompanhar
a mesma curvatura, neste caso o ajuste foi realizado com os parametros: vy = 13,0m/s,
g=981m/ s> e v =2,0s"1. Em ambos o0s casos, o modelo sem resisténcia do ar com os
mesmos parametros apresenta uma grande discrepancia. As trés figuras estdo na mesma
escala para facilitar a comparagéo.

Vemos entdo que de posse de dois modelos tedricos e de atividades experimentais que
permitam a validacdo de apenas um deles, tem-se em méaos ferramentas necessarias, mas
ndo suficientes para potencializar mudangas conceituais. Tal mudanga, ndo versa apenas
o contetido especifico (efeito da resisténcia do ar), mas também a postura epistemolégica
frente ao grau de realismo dos modelos tedricos. Assim, acreditamos que além propor
modelos tedricos, protocolos experimentais e instrumentacdo, formular situagdes problema-
tizadoras com tais ferramentas, constitui etapa imprescindivel ao processo de construcdo
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Figura 12: Alcance médio dos projéteis assimétricos: “Dardo de Borracha” e “Dardo com Ventosa”. Pontos
representam as medidas experimentais, a curva azul o esperado pelo modelo com resisténcia do ar
e a curva vermelha o esperado pelo modelo sem resisténcia do ar. (a) Alcance médio de projéteis
“Dardo de Borracha” langados com diferentes dngulos de langamento. Ajuste dos modelos com
os pardmetros: vy = 150m/s, g = 9,81m/s* e v =2,0s"L. (b) Alcance médio de projéteis
“Dardo com Ventosa” langados com diferentes dngulos de langamento. Ajuste dos modelos com o0s
pardmetros: vg = 13,0m/s, g =9,81m/ ey =2,0s""1

do conhecimento. Tendo isso em mente, na préxima se¢do faremos uma breve abordagem
sobre ensino por investigagdo e, com base nessa metodologia, iremos sugerir situa¢des nas
quais as ‘ferramentas’ discutidas nas se¢des anteriores possam ser inseridas com eficacia.

IV. LANCAMENTO OBLIQUO COM RESISTENCIA DO AR: UMA PROPOSTA DE
ENSINO POR INVESTIGACAO

IV.1. Breve digressdo sobre ensino por investigacao

O termo problema aparece frequentemente em livros didaticos. No entanto, como
assinala Carvalho [Carvalho 2014] tal termo é costumeiramente colocado de maneira equi-
vocada: o que é chamado de problema, na maioria das vezes, relaciona-se com a resolugéo
de exercicios que, em grande parte, além de ndo possuirem contextualizagdo com o mundo
real, tanto as etapas para a sua solugdo bem como o resultado final a que se deve chegar, ja
estdo dados. Com isso vemos que nesse processo — resolu¢do com etapas pré-definidas — o
estudante ndo possui grau de liberdade, fato este que reduz o procedimento a um protocolo
mnemonico, muitas vezes desprovido de senso critico.

Processo diferente ocorre no ambito do ensino por investigacdo. Neste caso o estu-
dante depara-se com situa¢des desconhecidas, ante as quais, aquele que resolve se sente
inicialmente perdido. Tais situa¢des devem conter caracteristicas de um trabalho cientifico,
tais como: resolucdo de problemas com teoria e pratica (experimentais) correlacionadas,
formulacdo de hipéteses, testes dessas hipoteses (com experimentos ou “lapis e papel"),
obtencdo e andlise dos resultados, confrontando-os com as hipéteses. Dito de outra forma,
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além do trabalho de manipula¢do e/ou observagdo, o aluno no dmbito de uma proposta
investigativa, deve ter um espirito cientifico. Dentre as principais técnicas envolvendo ensino
por investigacdo temos: questdes abertas, problemas abertos, demonstra¢des investigativas e
laboratérios abertos; que descreveremos de forma sucinta a seguir.

Questdes abertas: esta atividade investigativa consiste no estudo de algum fendmeno
relacionado com o dia a dia do aluno cuja explicagdo pode estar relacionada com
conceitos ja estudados e construidos em sala de aula ou com conceitos ainda ndo
estudados. Neste tltimo caso uma questdo aberta serve para externalizar concepgdes
espontaneas (concepg¢oes cientificamente equivocadas) dos estudantes. Contudo, se
os conceitos ja foram abordados pelo professor, apresentam-se situagdes nas quais
este novo conhecimento possa ser aplicado. Neste sentido essas atividades ajudam
os alunos a desenvolverem seu poder argumentativo, organizagdo de suas ideias,
reflexdes sobre problemas e situagdes, como deve agir e quais caminhos ele deve seguir
constituindo assim em importante ferramenta para se auferir supostas mudangas
conceituais.

Demonstra¢des investigativas: uma demonstragdo investigativa inicia-se com um problema
experimental relacionado ao contetido abordado. A partir dele, os estudantes sdo
retirados do estado de inércia "intelectual”, ou seja, deixam de ser meros expectadores
das aulas (posicao de passividade) passando a pensar, agir, interferir, argumentar,
interpretar, analisar e levantar hipo6teses, além de defender suas explicagdes perante
aos colegas de sala de aula. Assim como nas questdes abertas, quando versam
sobre um determinado contetido e sdo realizadas antes de se apresentar tal contetdo,
constituem uma poderosa ferramenta para levantamento de concepc¢des espontaneas
(ou alternativas) dos estudantes. Se realizadas ap6s a apresentagdo do contetido, sdo
ferramentas para detectar mudancas conceituais.

Problemas abertos: um problema aberto consiste em um estado que se assemelhe ao mundo
real, tal que apresente uma situagdo apenas parcialmente conhecida envolvendo um
contetido ja estudado. Tais problemas estdo em seu estado inicial a espera de hipoéteses,
simplificacdes, abstracdes, devendo, necessariamente, levar a matematizagdo dos
resultados - dai a exigéncia de um contetdo ja visto. Em geral, tais resultados
exigem que os alunos facam seus proprios julgamentos e elaborem argumentagées
para defender suas solugdes.

Laboratério (semi) aberto: diferentemente dos guias altamente estruturados tipo “receita
de bolo", onde grupos de estudantes apenas seguem o passo a passo proposto pelo
guia (laboratério fechado), um laboratério aberto consiste em um problema aberto
a ser resolvido experimentalmente, valendo-se também de uma teoria previamente
estudada. Assim, além das etapas contidas nos problemas abertos, temos — a depender
do grau de liberdade que se dé aos estudantes — as etapas inerentes ao processo de
experimentagdo: confeccdo do aparato experimental, obtengdo de dados/medicoes,
organizagdo dos dados em tabelas e graficos para posterior comparagdo com modelo
matemadtico e sua valida¢do ou ndo. Note que teoria e experimento nesta proposta sdo
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indissocidveis: 0 modelo matematico guia a construcdo do aparato experimental e/ou
vice-versa — o experimento sugere um determinado modelo tedrico.

Em se tratando de liberdade frente a uma atividade experimental, Carvalho [Carvalho
2018] procurou determinar o grau de liberdade intelectual que professores (P) e alunos (A)
possuem diante de uma dada atividade experimental, que colocamos de forma condensada

na Tabela 2.
Tabela 2: Graus de liberdade de uma atividade experimental
Graul | Grau Il | Grau Ill | Grau IV | Grau V
Problema P P P P A
Hipoteses P P P A A
Plano de trabalho P P A A A
Obtencgdo de dados A A A A A
Conclusodes P A A A A

Graus de liberdade do professor/aluno em aulas de laboratdrio

Grosso modo, na Tabela 2 temos:

Grau I - o estudante tem apenas liberdade de obter os dados, ou seja, aulas do tipo "receita
de bolo". Essas aulas, infelizmente, sdo encontradas até hoje e, neste caso, temos um
laboratério fechado.

Grau II - o resultado final ndo é dado de modo que os estudantes tém a liberdade de
tirarem suas conclusdes a partir da obtengdo de seus dados. Nesse tipo de atividade
hé a necessidade de uma mudanca estrutural sobre como sao inseridos [discutidos] os
problemas [resultados];

Grau III - os estudantes sdo livres para elaborar seus préprios planos de trabalho, obter
seus dados e realizarem suas conclusoes.

Grau IV - os estudantes recebem apenas o problema e desenvolvem todo o trabalho inte-
lectual;

Grau V - os estudantes propdem inclusive o problema, além de todas as etapas posteriores
(modelo tedrico, aparato experimental, etc...) para a sua solucdo.

Diante do exposto, aplicaremos os experimentos supracitados em carater de demons-
tracdo investigativa apds trabalharmos lancamento obliquo sem resisténcia do ar, com o
intuito de levantar concep¢des espontaneas acerca da validade deste modelo tedrico pelos
estudantes. De posse deste levantamento, proporemos um laboratério semi-aberto que leve
em conta efeitos de resisténcia do ar valendo-se do modelo desenvolvido na secao II.
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IV.2. Demonstra¢des investigativas: concepgdes dos estudantes sobre o
modelo sem resisténcia do ar

O experimento descrito na segdo III foi utilizado como instrumento mediador em aulas
aplicadas a uma turma de terceiro ano do ensino médio contendo 37 estudantes, da escola
Alexandrino da Rocha, localizada na cidade de Bonito, no estado de Pernambuco. Inicial-
mente, foi realizada uma aula teérico-conceitual tradicional (sem atividades experimentais)
com durac¢do de uma hora e quarenta minutos, sobre os assuntos relevantes ao lancamento
de um projétil, revisando o modelo para langamento sem resisténcia do ar, descrito na
subsecdo II.1. Foram particularmente abordadas questdes relacionadas ao alcance do projétil,
sua relacdo com o angulo de lancamento, sendo discutido que em determinadas situagdes
(ndo especificadas), o efeito da resisténcia do ar era relevante e deveria ser levado em
consideracdo. Ao final, o equipamento experimental — os brinquedos — foi apresentado,
mas sem serem utilizados neste momento. Em um segundo momento (segunda aula), os
brinquedos foram utilizados — com os estudantes convidados a manipulé-los — e a seguinte
questdo — antes de realizar demonstra¢des investigativas com alguns lancamentos para
valores de angulo: 6 < 45°,0 = 45° e 0 > 45° — foi proposta: Para esses brinquedos, qual o
angulo de lancamento no qual o projétil chegard mais longe (alcance maximo)? O resultado
encontra-se no Figura 13.

Igual ou préximo a 45°

Nao soube responder

Muito diferente de 45°

Figura 13: Niimero de espostas dos estudantes sobre em qual dngulo o projétil chegard mais longe.

Uma andlise das respostas a essa questdo, mostra que muitas das previsdes dos estudan-
tes sobre o lancamento de projéteis estdo fortemente vinculadas ao modelo de lancamento
obliquo sem resisténcia do ar, mesmo deixando explicito no primeiro encontro a limita¢do
do modelo. Fica evidente a existéncia do realismo ingénuo acerca deste modelo teérico
(sem resisténcia do ar) quando, por exemplo, para muitos estudantes (75,7%), mesmo em
uma futura situacdo envolvendo resisténcia do ar, as conclusdes obtidas com o modelo sem
resisténcia do ar ndo sofreram alteracdo significativa: o angulo necessdrio para obtermos
o maior alcance, por exemplo, continuaria sendo o angulo de 45° (ou quase 45°). Alguns
sugerem ainda que com um angulo acima de 45° o projétil atingird uma maior altura, porém
ndo se afastard muito horizontalmente, retornando a uma distancia menor do que voltariam
com um angulo menor de lancamento, previsdo condizente com o modelo sem resisténcia
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do ar.

Num terceiro momento — ainda no segundo encontro — demonstrac¢des investigativas com
os projéteis lancados diversas vezes, com angulos de 35°, 45° e 55° foram realizadas. Para
cada projétil, tomando-se a média de cinco lancamentos, é possivel chegar a resultados que
invalidam o modelo sem resisténcia do ar. Percebe-se a partir dai, o surgimento de conflitos
cognitivos gerados pela discrepancia entre o0 modelo sem resisténcia do ar (e a postura
realista ingénua dos estudantes para com esse modelo) e a demonstragdo investigativa
envolvendo o lancamento de projéteis de brinquedo com angulos iguais, maiores e menores
que 45°. Carvalho ( [Carvalho 2014], p. 48) define conflito cognitivo como uma estratégia:

Segundo o qual o aluno aprende se suas ideias espontdneas sobre determinados fendmenos
sdo colocadas em conflito com as observdveis, ou seja, se suas previsdes ou antecipagoes
elaboradas dentro de um esquema conceptual espontdneo sdo contrariadas por resultados
experimentais.

Vemos entdo que uma vez gerado um conflito cognitivo, tem-se 0 ambiente pedagédgico
propicio para se propor uma atividade experimental investigativa (mais especificamente um
laboratoério aberto) fato que faremos na préxima secao.

IV3. Sugestao de laboratério (semi) aberto com base nas concepg¢des dos
estudantes

Segundo Bachelard [Bachelard 2002] "Todo novo conhecimento é resposta a uma per-
gunta’. Assim, uma vez ‘plantada a divida’ acerca da validade ou ndo do modelo tedrico
sem resisténcia do ar, pode-se propor uma atividade experimental aberta de grau II, con-
forme mostra a tabela 2. O grau II foi escolhido pelo fato que: por termos apenas um
aparato experimental para que a aquisi¢do de dados pudesse ser feita em uma aula regular,
tal coleta necessariamente teve que ser feita de forma coletiva. Dito de outra forma, todas as
etapas do experimento foram realizadas pela turma como um todo, em uma sala de aula
‘padrdo’ e, portanto, sem a necessidade de um laboratoério especifico de Fisica. Salientamos
que, apesar de haver tempo suficiente para a coleta de dados, sugerimos que uma aquisi¢ao
prévia dos mesmos seja feita e tratada (média e desvio padrado) pelo docente, em casa, antes
da aula.

Assim, de posse dos dados e das expressodes finais do alcance do projétil — com e sem
resisténcia do ar — ambos os modelos podem ser comparados com os dados experimentais.
A partir de entdo, conclusdes acerca da validagdo ou ndo dos modelos podem ser feitas
através de discussdes coletivas, até que a maioria da turma chegue a um consenso sobre a
validagdo ou ndo de um determinado modelo. Obviamente, que em se tratando de uma
turma de ensino médio, a expressdo final do alcance para o modelo com resisténcia do ar,
deve ser apenas fornecida pelo docente, sem que os detalhes sejam apresentados, visto que
nesta etapa de formacao, a solugdo de uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem
ndo faz parte do contetido programadtico da turma — embora uma discussdo fisica sobre
a forca de resisténcia proporcional a velocidade possa ser realizada. Contudo, em cursos
universitarios, a depender do periodo, outras estratégias para se abordar o modelo teérico
podem ser adotadas. A eficdcia de laboratérios abertos com distintos graus de liberdade
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constitui estudo em andamento com resultados ainda em anélise, mas promissores [Melo
2020].

V. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho apresentamos uma proposta experimental simples, com brinquedos
de baixo custo que produz bons resultados — no sentido de que modelos tedricos sao
corroborados pelos dados experimentais — para o movimento de um projétil em duas
dimensdes com resisténcia do ar, bem como a modelagem matemadtica, desenvolvida de
forma pormenorizada em dois niveis: com e sem resisténcia do ar.

Em se tratando do modelo com resisténcia do ar, foi considerada apenas a forga de
resisténcia dependente linearmente da velocidade. Ambos os modelos consideraram os
projéteis como particulas pontuais e se descolando em duas dimensdes. Foram deduzidas
expressdes analiticas para o alcance dos projéteis em termos dos parametros relevantes,
como o coeficiente de resisténcia do ar, o dngulo e o médulo da velocidade de langamento.
Verificamos como os resultados esperados pelos modelos podem ser qualitativamente e
quantitativamente discrepantes e em que situag¢des essas discrepancias podem ser despreza-
das.

Os dados obtidos foram comparados com os modelos tedricos, o projétil "bolinha de
plastico"e o projétil "dardo com ventosa"tiveram boa concordancia com o modelo em que a
resisténcia do ar foi considerada. O projétil "bolinha"foi bem ajustado com um coeficiente
de resisténcia viscosa v = 1,0N/(Kgms~!), enquanto o projétil "dardo com ventosa'"foi bem
ajustado com um coeficiente de resisténcia viscosa 2,0N/(Kgms~!), o que parece razoavel,
pois a bolinha, por sua simetria e suas dimensodes, deve sofre menor resisténcia durante o
movimento, enquanto o "dardo com ventosa'"oferece uma maior drea de contato e uma maior
assimetria. O projétil "dardo de borracha", no entanto, ndo apresentou boa concordancia
com os modelos tedricos, particularmente para dngulos de langamento menores que 35°,
onde o alcance foi muito menor do que o esperado pelo modelo teérico com resisténcia do
ar em relagdo ao alcance do mesmo projétil para angulos a partir de 35°.

De posse do equipamento experimental e dos modelos teéricos, ambos foram inseridos
em um contexto envolvendo situa¢des problematizadoras, a saber: demonstragdes investiga-
tivas e laboratorios abertos. Para tal, realizou-se intervencoes (duas aulas de cem minutos
cada) em uma turma do 32 ano do ensino médio da escola Alexandrino Rocha, localizada
no municipio pernambucano de Bonito [Melo 2019]. Como resultado, constatou-se uma
tendéncia dos estudantes em duvidar dos resultados experimentais e insistir no realismo
dos resultados discutidos nos livros didaticos, ou seja, no modelo simplificado. Todavia,
acreditamos que tal processo — atividades investigativas — fez com que os estudantes pas-
sassem a entender melhor o que é um modelo teérico, na medida em que uma situagdo de
problematizacdo envolvendo a correlacdo entre teoria e realidade, os leva a refletir sobre
o contetdo estudado. Assim, apesar de num primeiro momento, parecerem ndo acreditar
nas evidéncias experimentais, assumindo como verdade o modelo teérico, ha indicios de
mudangas no perfil epistemoldgico. Ressaltamos o uso do termo indicio por se tratar de um
projeto ainda em andamento. Assim, como perspectiva (continuidade) propde-se avaliar
mudancas conceituais acerca do grau de realismo dos modelos tedricos em Fisica.
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A. MODELO SEM RESISTENCIA DO AR COMO CASO PARTICULAR DO MODELO
COM RESISTENCIA DO AR

O modelo sem resisténcia do ar pode ser recuperado a partir do modelo com resisténcia
linear no limite v — 0. Entretanto, esse limite ndo é evidente nas equagdes (15) e (16), sendo
necessdrio um calculo cuidadoso, o qual sera feito aqui.

Tomando a equacdo (15), temos,
1—e
x(t) = vgcosb <—e > ,
04
usando a regra de L'Hopital é possivel mostrar que,
1—e 7t
lim (—e> — lim te " =1t (23)
¥—0 Y ¥—0

portanto,
x(t) — vocos (0)t,

como esperado, reproduzindo (1) com xp = 0, a situagdo sem resisténcia do ar.

Tomando, agora, a equagdo (16), temos,

t 1—e
y(t) = —% + (yvosenf + g) <7—ez> ,

t 1—e 1—et
y(t) = —% + vgsend (T) +g (T) . (24)

Podemos utilizar o limite (23) no segundo termo do lado direito de (24), contudo, o primeiro
e o terceiro termos precisam ser combinados antes de tomarmos o limite y — 0. Para tanto,
vamos realizar a expansédo de e~ 7! para obter,

ou melhor,

=t =7+, (25)

gt (1—6_7t) (1—8_7t>
t)=—>+oypsenf | — | + ¢ —5—
y(t) ==+ ) g\~

A vy 8y T8y T8V T

assim,

0 1—e 2 t3
= Jpsen (T) —gE +gg")/+,
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portanto, tomando v — 0, encontramos,

y(t) — vgsen(0)t — %tz,

reproduzindo (2) com yg = 0.

B. CArcuro Exato po TEMPO DE VOO coM RESISTENCIA DO AR

Uma expressdo analitica pode ser obtida para o tempo de voo, solugdo da equagédo (20),
em termos da funcdo W de Lambert. A funcdo W de Lambert é uma funcdo transcendental,
definida como a inversa da funcao,

f(x) = xe?,
possuindo aplicagdes em varias dreas do conhecimento [Corless et al. 1996]. Como pode ser
visto na Figura 14a, a fungdo xe* ndo é injetora no intervalo [—1/¢,0] do contra-dominio, o
que produz dois ramos para a fun¢do de Lambert, como pode ser observado na Figura 14b,
o ramo W(x) > —1, representado em azul, é conhecido como ramo principal de W, definido
no dominio [—1/e,+0).

xe® W(z)

(a) (b)

Figura 14: Fungdo xe* e sua inversa, a fungido W de Lambert. (a) Fungio xe*. (b) Fungio W de Lambert
obtida por inversdo.

Observando que no intervalo 6 € [0,90°] a fungdo senf é crescente e pertence ao intervalo
[0,1], o menor valor de A em (19) é a unidade, portanto, o argumento de W em (21) estd no
dominio de seu ramo principal.

Multiplicando (20) por e® teremos,

et = A(e" — 1)
= Ae" — A,

donde,
(T—A)e" =—A4,
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multiplicando por e~4 obteremos,
(T—A)e" A =—Ae 4,
portanto, tomando u = T — A, chegaremos a,
uet = —Ae= 4.
Ora, se W(x) é a funcdo de Lambert, entdo,

W (x)eV¥) = x,

logo,
assim,

como desejado.
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