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Resumo: Abordagens numéricas de inversdo sdo necessarias quando a Transformada de Laplace ndo pode ser inver-
tida analiticamente por técnicas usuais. Baseados normalmente em problemas mal postos, ndo ha um método que
seja universal no sentido de fornecer solugdes precisas para todas as classes de problemas. Nesse trabalho, ex-
plorou-se o uso de quatro métodos para a inversdao numérica da Transformada de Laplace, com o objetivo de avaliar
seu desempenho na resolugdo de problemas de condugdo de calor unidimensional em regime transiente: Stehfest,
Talbot-Fixo, Séries de Fourier e Zakian. Primeiramente foram investigados os parametros livres ideais de cada méto-
do e a sua eficiéncia no tratamento de fungdes elementares. Nesse processo, o método de Talbot-Fixo mostrou-se
eficiente na inversdo tanto de fungdes com comportamento oscilatério quanto envolvendo exponenciais decrescen-
tes. Especificamente para esta ultima classe de fun¢des, os métodos de Stehfest e Zakian forneceram resultados sat-
isfatérios. No tratamento do problema de conducdo de calor, os quatro métodos demonstraram um bom desem-
penho, sendo que o Talbot-Fixo apresentou melhores resultados (menor erro absoluto) quando comparado aos
demais.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; Métodos Numéricos; Problema de Condugdo de Calor.

Computational aspects on numerical inversion of the Laplace
Transform applied to transport problem

Abstract: The use of numerical inversion approaches becomes necessary when the Laplace Transform cannot be in-
verted analytically by usual techniques. However, the numerical inverse Laplace transform is generally an ill posed
problem, and there is no universal method which works well for all problems. In this study, we selected four com-
monly used numerical inverse Laplace transform methods to evaluate their performance in dealing with heat con-
duction problems. This work explored the use of four methods for the numerical inversion of Laplace transform, in
order to evaluate its performance in solving transient one-dimensional heat conduction problems: the Stehfest, the
Fixed-Talbot, the Fourier Series and the Zakian methods. We specifically investigated, in this process, each method's
optimal free parameters and its efficiency in elementary functions treatment. In this process, the Talbot-Fixed meth-
od proved to be efficient for the inversion of both functions with oscillatory behavior and involving decreasing expo-
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nentials. Specifically, for the latter class of functions, the methods of Stehfest and Zakian provided satisfactory re-
sults. In the study of the heat conduction problem, the four methods presented good performance, and the Talbot-
Fixo presented better results (less absolute error) when compared to the others.

Keywords: Laplace Transform; Numerical Methods; Heat Conduction Problem.

1. Introdugao

Na analise de um problema de condugado de calor, busca-se determinar a distribuicdo da temperatura no interior
de um sdlido, a partir da equagdo de transporte de energia e dos valores do fluxo de calor ou da temperatura na
superficie. O conhecimento da distribuicio de temperatura pode ser empregado na avaliagdo da integridade
estrutural, através da determinagdo de tensdes, expansGes e deflexdes térmicas. Também pode ser usada para
otimizagdo da espessura de um material isolante ou para determinar a compatibilidade ou eficiéncia no uso de
revestimentos. Para investigar a distribuicdo de temperatura em um meio, o método da Transformada de Laplace
pode ser considerada uma poderosa ferramenta na obtenc¢do de solugGes. Entre as vantagens que se atribui a referida
técnica esta a capacidade de reduzir os problemas em casos mais simples, uma vez que suas condig¢des iniciais sao
“incorporadas” ao proprio equacionamento, ndo sendo preciso determinar as solugdes gerais através de problemas
de valor inicial (PVI’s). Porém, pode-se encontrar dificuldades na etapa de inversdo da transformada pois, dependendo
do formato dessas expressoes, a inversdo pode ndo é possivel através das técnicas usuais (Pilatti et al., 2019). Uma vez
gue a inversado das solucdes do dominio de Laplace para o dominio real (dominio do tempo) é geralmente de dificil
execugdo analitica, o desenvolvimento e aplicacdo de métodos para o calculo da transformada inversa numérica de
Laplace tem ganho destaque. Valkd e Abate (2004) estimam que exista mais de cem métodos dedicados a inversdo
numeérica da transformada de Laplace, podendo ser eles baseados na aproximacgdo da integral complexa de inversao
(Dubner e Abate, 1968; Durbin, 1974; Crump, 1976; D'Amore et al., 2012), na férmula de Post-Widder (Zakian, 1969;
Stehfest, 1979; Valkd e Abate, 2004); ou na deformagdo do contorno de integragdo de Bromwich (Talbot, 1979; Valko
e Abate, 2004).

A ndo existéncia de uma técnica “universal” tem justificado a intensa pesquisa nessa area. Entre os critérios, tem
sido avaliada a precisdo numérica e o tempo de processamento, confirmando que nenhum método é superior em
todos os aspectos, para todas as classes de fungdes (Pilatti, 2019). A metodologia padrdo de teste que tem sido
empregada é a de explorar o uso dessas técnicas numéricas na avaliagdo de fungbes transformadas, com
caracteristicas distintas, cuja transformada inversa analitica é conhecida (Duffy, 1993). Com isso, é possivel fazer uma
escolha mais racional do método a ser utilizado, por exemplo, pela observagdo da forma como se apresenta a versao
transformada das solugdes obtidas.

Diante disso, este trabalho busca realizar testes e fazer a avaliagdo dos aspectos computacionais de quatro
métodos dedicados a inversdo numérica da Transformada de Laplace: Stehfest, Séries de Fourier (SF), Talbot-Fixo (TF)
e Zakian. O problema-alvo é modelado pela equagdo de conducdo de calor em geometria cartesiana unidimensional
(Junqueira, 1990). No processo, testou-se primeiro os quatro métodos citados a um conjunto de fungGes elementares,
com a finalidade de avaliar o seu desempenho para a inversdo de diferentes classes de fungGes e validar os algoritmos
implementados. Escolheu-se o método de Stehfest por sua eficiéncia e volume de material disponivel na literatura
(zhang et al., 2019; Zongxiao et al., 2017; Segatto et al., 2017; Wang e Zhan, 2015; Pilatti et al., 2019). O método de
Talbot-Fixo, além de ser de facil implementacdo, é uma técnica robusta de inversdo (Moreira et al., 2014) que tem
monstrado estabilidade numérica na resolu¢do de problemas de dispersdo de poluentes (Costa et al., 2018). O
método de Zakian é uma aproximacdo da familia das quadraturas numeéricas, técnica bastante difundida na inversdo
da integral de Bromwich (Abate e Valkd, 2004). E o método de Séries de Fourier, foi escolhido com objetivo de
investigar sua performance na inversao de problemas nao-oscilatérios.

Vale lembrar que o trabalho de Junqueira (1990) utilizou o método de Stehfest, Crump (inspirado nas Séries de
Fourier Seno e Cosseno) e Piessens (inspirado no método de Talbot) para resolucdo do problema de condugdo de calor
na forma adimensional, e que seus resultados foram utilizados para validacdo do cdédigo computacional implementado
neste artigo.

Como contribuicdo deste trabalho, da-se destaque ao emprego dos quatro métodos numéricos para o
tratamento de fungGes elementares com caracteristicas bem distintas; a proposta de um critério de escolha dos
métodos a patir do uso de fungdes elementares; o uso do algoritmo de Zakian e de outras variagGes dos métodos de
Talbot e de Séries de Fourier para o tratamento do problema de condugdo de calor unidimensional em regime
transiente; o fornecimento de uma solugdo geral e de mais resultados de referéncia para o referido problema escrito
na forma dimensional. Por fim, entende-se que apresentar métodos para inversdo numérica da Transformada de
Laplace como uma alternativa a inversdo analitica, acaba favorecendo também a aplicabilidade da Transformada
como ferramenta para resolucdo de Equagdes Diferenciais.
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2. Materiais e Métodos

Neste trabalho sdo avaliados quatro métodos de inversdo numérica da transformada de Laplace. Cada método
apresenta caracteristicas préprias e adequadas a inversdo de uma determinada classe de fungao.
2.1 Método de Stehfest

O dispositivo de Gaver-Stehfest é um algoritmo simples e de boa performance capaz de computar a
transformada de Laplace inversa com pouca computagdo. Em seu trabalho, Davies e Martin (1979) desenvolveram um
algoritmo aproximado para a transformada de Laplace inversa a fim de obter uma amostra computacional. Em seu
estudo, consideram “métodos que calculam uma amostra”, apresentando a férmula,

L= %6, (b f (wdu, W

onde as fungdes 6,(t,u) formam uma sequéncia convergente, de modo que /,(t) tende a f(t) a medida que n aumenta.
A formula de Post-Widder para inversdo pode ser pensada como sendo obtida das fungbes

(" (2 @
6,(t,u) =———.

n(t,u) =D
Gaver (1966) propds o uso da seguinte fungdo

(2n)! (3)

5n(tr u) = A=D1 — a1 — e"W)nenau

onde a = In(2)/t. Porém a convergéncia de /,(t) para f(t) é lenta. A fim de acelerar a aproximacdo do algoritmo,
Stehfest (1970) desenvolveu uma formula de extrapolagéo para f(t) dada por:

f(t)~az e (2, (4)

onde

N
k2 (2Kk)!
v, = (-2 (5)
Z ——k )kt (e = D! (n— k) (2K — n

O parametro N é o nimero de termos utilizado na equagdo (4) e seu valor é um nimero inteiro escolhido pelo
método de tentativa e erro. A transformada inversa numérica tornar-se-ia mais precisa com um aumento no valor de
N. No entanto, erros de arredondamento limitam o valor de N que pode ser usado (Moench e Ogata, 1981).

2.2 Método Séries de Fourier

Existem por volta de 40 métodos baseados nas séries de Fourier. Dubner e Abate foram os primeiros a utilizar
este método em 1968. A Série de Fourier é uma técnica para inversdao da Transformada de Laplace baseada no
contorno de integragao da integral de Bromwich. O método baseado em séries de Fourier desenvolvido por Dubner e
Abate (1968) para a inversdo numérica da Transformada de Laplace, relaciona a integral de Fourier com a
Transformada Cosseno Finita de Fourier (Cohen, 2007). O dispositivo de Fourier proposto por Dubner e Abate (1968)
inicia a partir da definicao

W@ =FGs) = [ e=tfoae )
0

Assume-se f(t) continua e de ordem exponencial a, ou seja, |f(t)| < Me”, para a constante e M > 0, resultando
que a transformada F(s) é entdo definida para Re(s) > a. A transformada inversa é dada pela formula da inversao

1 a+ico
ft) = ﬁj eStF(s)ds. (7)

a—ioco
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ou ainda

at o
f@®) = 32_1'[,’. [?R(F(s))cos(wt) - S(F(s))sen(a)t)] + i[iR(F(s))sen(wt) + S(F(s))cos(wt)]dw, (8)

onde s = a+iw, Re(F(s)) e Im(F(s)) correspondem, respectivamente a parte real e imaginaria da fungdo F(s) e definidas
por

R(F(s)) = fme‘“ff(t)cos(wt)dt, 9)
0

S(F(s)) = f e~ % f(t)sen(wt)dt. (10)
0

Partindo da restricao usual de que f(t) precisa ser uma fungdo real (Durbin, 1974) e de que f(t) =0 parat<0, a
equacdo (8) pode ser reescrita de modo que f(t) passa a ser calculada por

at [
f@® = 2e f [iR(F(s))cos(wt) - Im(F(s))sen(wt)]dw. (11)

T

A técnica utilizada por Dubner e Abate (1968) para inverter numericamente F(s) € uma aproximagdo da regra
trapezoidal (Wang e Zhan, 2015) e envolve apenas a parte real de F(s)

2e®t %SR(F(a)) +Z%[F (a+$)] cos (?)} (12)

f) = T
onde T =4t é o periodo de tempo, Re(F(s)) é a parte real da funcdo transformada e a é a constante livre.

2.3 Método de Talbot-Fixo

O método de Talbot-Fixo (TF) é um algoritmo com uma abordagem de simples implementagdo. O método de
Talbot (Talbot, 1979) faz a integral de contorno de Bromwich convergir rapidamente, uma vez que B torna-se grande e
negativo, tornando o termo e na integral muito pequeno. Abate e Valké (2004) fixaram um dos pardmetros de
Talbot; o contorno de Bromwich é parametrizado tal que

n@) =réonde —-r<d<n (13)
€ como regra
2N
R (4

Assim, o método de Talbot-Fixo é dado por:

£ = %{F D4y wen@r (n(6) (14 i¢(0,-))]}, (15)

onde ¢(6)) = 6; + (B;cot(B)) - I)cot(6)) e 6; = jm/N. Apesar de F(r) ndo ser dependente de t, o parametro livre r depende
de tox
2.4 Método de Zakian

O método de Zakian (Zakian, 1969) realiza a inversdo numérica da transformada de Laplace derivando uma
formula explicita utilizando uma série infinita de avaliagdes ponderadas para aproximar a fungdo no dominio do

tempo:
=25 afar () =
k=1

Tem-se a, e b, constantes, que podem tanto ser numeros reais, quanto pares conjugados complexos, e N o
numero de termos na soma do truncamento da série infinita. A Tabela 1 mostra os valores de a, e b, para N =5
termos.

3. Resultados e Discussoes

3.1 Fung¢bes Testes

Nesta secdo sdo apresentados e discutidos os resultados numéricos obtidos através da inversdo numérica da
transformada de Laplace utilizando os métodos de Stehfest, Séries de Fourier, Talbot-Fixo e Zakian. Para a realizagdo
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dos testes e analise dos métodos de inversdao foram empregadas trés fungGes elementares apresentadas na Tabela 2.
Estes testes tém como finalidade a avaliagdo do desempenho dos métodos para a inversdo de diferentes classes de
fungdes e validagdo dos algoritmos implementados.

Tabela 1. Parametros para o método de Zakian.

k ag bk

1 -36902.0821 +196990.4257i 12.83767675 +1.666063445i
2 61277.02524 -95408.62551i 12.22613209 +5.012718792i
3 -28916.56288 +18169.18531i 10.93430308 +8.409673116i
4 4655.361138 -1.9015286421i 8.776434715 +11.921853809i
5 -118.7414011 -141.3036911i 5.225453361 +15.72952905i

Tabela 2. Fungdes e suas respectivas transformadas inversas.

F(s) flt)
_st-1 £ (©) = tcos(t)
Fi(s) = m
eV (¢
Fy(s) = — =€
2(8) =7 10 ="=
F3(S) - 1 f(t) =e_2t(et_1)

(s+1D(s+2)

As Tabelas 3-5 apresentam o erro absoluto e os valores dos parametros utilizados. As Figuras 1-3 mostram um
comparativo entre a transformada inversa analitica e a transformada inversa numérica, para cada método. A avaliagao
dos aspectos computacionais foi realizada considerando-se 18 termos na soma do truncamento da série infinita.
Exceto para o método de Zakian, que segundo a literatura, recomenda-se N = 5 (Halsted e Brown, 1972). Para os
testes de validagdo dos algoritmos usou-se o software livre Fortran 95 em um sistema operacional Linux Ubuntu 18.04
memoéria (RAM) de 4.0GB e processador Intel inside.

3.1.1 Inversdo para Fy(s)

Como pode-se observar nas Figuras 1(a)-1(d) e Tabela 3, os métodos, de uma forma geral, quando comparados a
inversdo das fungdes F,(s) e Fs(s), ndo apresentam um bom desempenho na inversdo de fungdes com comportamento
oscilatério. A inversdo numérica de Talbot-Fixo gera os menores erros nos primeiros instantes, de ordens 10'19, 10" e
10", mas 2 medida gue t aumenta, eles tornam-se maiores, atingindo a ordem de 10 para t = 10. O algoritmo de
Zakian obtém erros absolutos menores para t = 10" satét=5s.Ja para os instantes finais, t =8s,9se 10 s, sdo da
ordem de 10%, 10 e 10®. Os erros absolutos para o método de Stehfest sdo da ordem de 10 e 10® parat= 10
set=1s, entretanto, no final do intervalo de t, sdo da ordem de 10%. A técnica baseada nas Séries de Fourier produz
erros na ordem de 10 para todos os instantes.

Tabela 3. Erro absoluto para inversdo de F;(s).

Método Stehfest Séries de Fourier Talbot-Fixo Zakian
Parametro N=18 N=18 N=18 N=5

t Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto

10* 1.290 x 10™ 6.868 x 10 5.370x 10" 3.318x 10"

1 5.288 x 10 2.498 x 10 5.029x 10™ 3.079x10%

2 8.662 x 10 3.521x 10 1.018x 10 4.778 x10%

3 7.845 x 10 2.749 x 10 9.636x 10™ 3.948 x10%

4 4.461 x 10 3.529 x 10 6.719x 10" 3.168 x 10™"°

5 9.599 x 10 2.773 x 10 2.172x 10% 5.888 x 10%

6 6.925 x 10 4.338 x 10 2.470x 10 2.005 x 10

7 3.159 x 10%° 2.671x 10 1.189 x 10* 3.970 x 10

8 2.034 x 10% 5.789 x 10 2.398x10% 2.503 x 10

9 4322 x10% 2.261x 10 2.427x10% 1.945 x 10

10 6.729 x 10%° 7.942 x 10 8.723x 10% 2.428 x 10
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Figura 1. Transformada de Laplace numérica inversa para F;(s) para os métodos de (a) Stehfest, (b) Séries de
Fourier, (c) Talbot-Fixo e (d) Zakian.

3.1.2 Inversdo para F; (s).

As Figuras 2(a)-2(d) e Tabela 4 mostram os testes de inversdo numérica da transformada de Laplace através dos
métodos de Stehfest, Séries de Fourier, Talbot-Fixo (TF) e Zakian para a fungdo F, (s). O algoritmo de Zakian produz
erros absolutos na ordem de 10 para todos os instantes, exceto para t= 10%s. TFé o que apresenta os melhores
resultados, com erro absoluto inicial na ordem de 10 e para os demais instantes, a partir de t =2 s, ordem de 1073,
0O método de Stehfest mantém um erro absoluto na ordem de 10'07, exceto para t = 3 s. A técnica baseada nas Séries
de Fourier, assim como Zakian, ndo demonstrou um bom desempenho, quando comparado aos demais métodos

. . -04 -01
citados, apresentando erros absolutos com a ordem variando entre 10 e 10 .

Tabela 4. Erro absoluto para inversdo de F, (s).

Método Stehfest Séries de Fourier Talbot-Fixo Zakian
Parametro N=18 N=18 N=18 N=5

t Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto
10* 5.973x 10" 3.587 x 10 1.679 x 10 0.000

1 8.056 x 10 3.476 x 10 2.386x 10" 1.757 x 10

2 6.585 x 10 2.043 x 10 4.046 x 10" 1.090 x 10

3 9.439x 10 2.042 x 10 6.263 x 10" 5.380x 10

4 1.122 x 107 1.277 x 10 6.771x 10" 6.758 x 10

5 1.709 x 10 5.283x 10 6.194 x 10 6.145 x 10

6 7.499 x 10 1.203 x 10 5.304 x 10 4.555 x 10

7 7.733x 107" 5.644 x 10 4.494 x 10 2.589 x 10

8 7.583x 10 1.368 x 10 3.524x 10" 5.597 x 10

9 4.262x 10" 6.190 x 10 2.689x 10" 1.379 x 10

10 5.469 x 10 1.694 x 10 1.814x 10" 3.161x10%
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Figura 2. Transformada de Laplace numérica inversa para F,(s) para os métodos de (a) Stehfest, (b) Séries de
Fourier, (c) Talbot-Fixo e (d) Zakian.

3.1.3 Inversdo para Fs(s)

Nas Figuras 3(a)-3(d) apresenta-se um comparativo entre a solucdo exata e a inversdo da Transformada de
Laplace através dos métodos citados. A Tabela 5 mostra o erro absoluto para a inversdo numérica de F3(s). Parat =10
04 s, 0 método de Stehfest apresenta o menor erro, na ordem de 10, Para os demais instantes, erros da ordem de 10°
07, 10'06, 10%. De forma semelhante a Stehfest, o método de inversao de Zakian produz o menor erro absoluto, na
ordem de 10" para o instante inicial. Erros na ordem de 10%, 107, 10%, 10* s3o apresentados para os demais
instantes. Para a técnica de inversdo baseada nas Séries de Fourier, o erro absoluto é da ordem de 10 nos instantes t
=9se 10s. O método de TF segue apresentando os melhores resultados com erro absoluto oscilando entre 10" e 10
13

Tabela 5. Erro absoluto para inversdo de F(s).

Método Stehfest Série de Fourier Talbot-Fixo Zakian
Parametro N=18 N=18 N=18 N=5

t Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto

10* 2.768 x 10" 3.472x10% 9.649 x 10™ 3.319x10™"

1 2.939x 10" 4.395x10% 4.432x10™ 1.839x 10

2 2.090 x 10 7.957 x 10% 8.792x10™ 2.006 x 10

3 8.030x 10 4.109 x 10 1.244x 10" 1.570x 10

4 7.214x 10 1.002 x 10 1.551x 10" 1.208 x 10

5 6.978 x 10 4.835x10% 1.546x 10" 4.565x 10

6 1.086 x 10 1.780 x 10 2.226x10™" 3.342x 10"

7 8.104 x 10 6.059 x 10 2.613x 10" 1.648 x 10

8 1.039x 10 3.394x10% 1.956x 10" 5.814 x 10

9 8.893 x 10 7.174 x 10 1.834x 10" 1.606 x 10

10 5.111x 10 6.532 x 10 1.959x 10 3.697 x 10*
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Figura 3. Transformada de Laplace numérica inversa para F;(s) para os métodos de (a) Stehfest, (b) Séries de
Fourier, (c) Talbot-Fixo e (d) Zakian.

Além de serem testados para a inversdao de trés fungdes elementares, os métodos sdo aplicados na inversdo
numeérica da solugdo transformada de Laplace de um problema de condugédo de calor unidimensional. Na subsecdo 3.2
estdo a descricdo do problema e sua solugdo empregando a Transformada de Laplace, bem como os resultados da
inversdo numérica através dos métodos de Stehfest, Séries de Fourier, Talbot-Fixo e Zakian.

3.2 Ainversdo numérica da Transformada de Laplace aplicada na solu¢éo de um problema de transporte

3.2.1 Equagdo da Condugdo do Calor: descrigdo e solugdo analitica do problema

Considera-se um problema de conduc¢do de calor em geometria cartesiana unidimensional, com coeficiente de
difusdo uniforme e constante (Junqueira, 1990), representado por:

aT 0T
o Pz 47
T(x,0)=0, (18)
T8 _ 0,x=0, (19)
ox
T(L,t) =t (20)

onde D é o coeficiente de difusdo.
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A notacdo da transformada de Laplace que representa a temperatura que se quer determinar, pode ser definida
por:

=3

T(x,s) = L{T(x,t)} = f T(x, t)e stdt, (21)

0

sempre que a integral imprdpria, representada em (21) convergir, sendo T a temperatura, s e x as variaveis da
equagdo, t o tempo, L, o operador de Laplace e T a transformada de Laplace. A transformada de Laplace pode ser
invertida no dominio do tempo e determinada diretamente da férmula integral de Bromwich:

o+ico

T(x,t) = L‘l{f(x, s)} = f T(x,s)estdt, (22)

g—ico

ondeL ™ éo operador inverso de Laplace e o > 0 uma constante real. No entanto, a principal dificuldade do emprego
de (22) esta em determinar a inversa, que em geral, é de dificil execugdo analitica, pois envolve a Teoria de Variaveis
Complexas. Uma das propriedades da transformada de Laplace na resolugdo de equagdes diferenciais, é a redugdo da
equacdo de difusdo diferencial parcial a uma equacdo diferencial ordinaria.

O problema é, entdo, resolvido pela aplicagdo da Transformada de Laplace na varidvel t, em cada termo da
equacdo (17) e nas condigdes de contorno (19) e (20). Dessa forma, obtém-se a solugdo transformada dada por,

T(x,s) = c;senh <\/§x> + cycosh (Ex) (23)
_r
2s%cosh (LJ%) (24)

Logo, a solucdo da equagdo transformada, é dada por

onde

c, =

T(x,s) == : (25)
S N
cosh< §L>
A transformada de Laplace inversa para a equagdo (25) pode ser escrita como (Schaum, 2004),

. -(2n-1)?%r?%t on— 1)7‘[L

C1fx 12 16 (12 ()" <7i > ( 75
T(x,t)—i(3—3>+t—ﬁ<5> 4 me D cos T ) (26)

n=1 \/5
simplificando-se a equacdo (26), obtém-se a distribuicdo da temperatura,
C1(x? I 16 [I\ v (-D" (Fenpiwny ((2n—1)nx

T(x, t) = E<E - E) +t— ;(5) _1m€ 4L cos (T) (27)

3.2.2 Solugdo do problema unidimensional de conducdo do calor: resultados da inversdo numérica da
Transformada de Laplace

Para a inversdo numérica da solugdo transformada do problema, equagdo (27), testam-se os métodos de
Stehfest, Séries de Fourier, Talbot-Fixo e Zakian. O numero de termos utilizados neste trabalho, a fim de obter a
convergéncia para os métodos de inversdo numérica da Transformada de Laplace na obtengdo da solugdo do
problema unidimensional de condugdo de calor, foram escolhidos de acordo com os parametros ideais sugeridos em
estudos anteriores, como em Wang e Zhan (2015), que utilizou 18 £ N < 24. O algoritmo de Zakian é o Unico deste
estudo que possui uma recomendacdo distinta: de acordo com Halsted e Brown (1972), para que se obtenha uma
acurdcia satisfatdria, é suficiente que se tenha N =5 e as constantes listadas na Tabela 2. O erro absoluto da inversado
em cada x e para cada instante t e o grafico das solugGes analitica e numérica, obtidos a partir de cada método, sdo
apresentados Tabelas 6-9 e nas Figuras 4-7, respectivamente.
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Figura 4. Perfil de Difusdo de Temperatura para Stehfest.

Tabela 6. Inversdo pelo método de Stehfest para N = 18.

148

t[s] 10 0.2 0.5 0.9 1.0
x[cm] Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto
0 2.454 x 10" 2.204 x 10 8.699 x 10 1.210x 10 3.980x 10
0.2 2.485x 10" 4.696 x 10 4.780 x 10 1.251x 10 5.379x 10
0.4 2.580x 10" 1.689 x 10 3.630x 10 1.248x 10" 8.129x 10
0.6 2.753x 10" 5.123x10% 9.437x 10 9.030x 10 8.210x 10
0.8 3.031x 10" 1.435x 10 8.065 x 10 1.030x 10 2.660 x 10
1.0 3.465x 10" 2.441x10% 1.416 x 10% 1.230x 10" 7.000 x 10
1.2 4.163x10% 1.121x 10% 5.559 x 10 2.459 x 10 1.727 x 10”7
1.4 5.372x 10" 3.030x10% 8.090x 10 3.402x 10" 2.119x 10"
1.6 7.821x 10" 1.899 x 10*° 2.420x 10 1.297 x 10”7 3.289x 10"
1.8 1.473x 10 5.539x 10 4.249x 10 1.867x 10” 5.409 x 10"
2.0 1.039x 10 5.699 x 10% 1.821x 10" 1.304 x 10" 3.642x 10"

Analisando-se a Tabela 6 e a Figura 4, conclui-se que o método de Stehfest gera bons resultados com erros
absolutos da ordem de 10'07, parax=0cmatéx=1.6cmet= 10 s. Ainda para este instante, produz erros na ordem
de10®e 10'11, parax=1.8 cme x = 2.0 cm, respectivamente. Por sua vez, apresenta erros absolutos variando de 10
310" para o instante t = 0.2s até t = 1.0s, para todos os valores de x avaliados, exceto quandot=0.2sex =1.6 cm,
onde tem-se um erro na ordem de 10™°.
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Figura 5. Perfil de Difusdo de Temperatura para Séries Fourier.
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Tabela 7. Inversdao pelo método de Séries de Fourier para N = 18.

149

-04

t[s] 10 0.2 0.5 0.9 1.0
x[cm] Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto
0.0 2.454 x 10" 2.199x 10% 4.104 x 10 1.335x 10” 8.562 x 10
0.2 2.485x 10" 2.876x 10 5.519 x 10 8.668 x 10 3.928x10%
0.4 2.580x 10" 9.357x 10 6.629 x 10 7.858 x 10 1.311x10*
0.6 2.753x 10" 9.383x 10 3.884x 10 1.982x 10 2.723x10%
0.8 3.031x 10" 1.424 x 10 4.665 x 10 3.367x 10" 4.062 x 10
1.0 3.465x 10" 2.646 x 10 1.355x 10 3.765x 10 3.787 x10%
1.2 4.163x10% 1.108 x 10* 2.151x 10 4.750 x 10 1.160 x 10
1.4 5.372x 10" 6.488 x 10 3.506 x 10 1.101x 10* 1.539x 10
1.6 7.821x 10" 4.055x 10 9.570x 10 3.578 x 10 4.354x10°
1.8 1.473 x 10 7.101x 10" 3.345x 10 7.473x 10 8.551x 10
2.0 1.266 x 10 2.532x10% 6.330x 10 1.139x 10* 1.266 x 10*

A Tabela 7 e a Figura 5 demonstram que o método baseado nas Séries de Fourier produz resultados satisfatdrios
para o problema de condugdo de calor. Ele produz erros absolutos variando da ordem de 10 % até 10%, para todos os
instantes t e valores de x avaliados. Particularmente, em t =0.2 s e x = 0.0 cm, produz um erro da ordem de 10%” e na
ordem de 10%, para os instantes t =0.9se t = 1.0 s em x = 2.0 cm. Este método ndo possui as melhores aproximagdes
quando se trata da inversdo de classes de fungGes envolvendo exponenciais negativas: este resultado ja era esperado
de acordo com os testes apresentados para a validagdo dos algoritmos na subsecdo 3.1.
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Figura 6. Perfil de Difusdao de Temperatura para Talbot-Fixo.

Tabela 8. Inversao pelo método de Talbot-Fixo.

t[s] 10 0.2 0.5 0.9 1.0
x[cm] Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto

0.0 9.999 x 107"/ 1.000x 107 0 0 0

0.2 6.999 x 107*° 0 0 0 0

0.4 1.000 x 107 0 0 0 0

Observa-se pela Tabela 8 e Figura 6, que o método de Talbot-Fixo apresenta 6timos resultados para o problema
de condugdo de calor. E possivel observar a convergéncia do algoritmo TF para a inversdo numérica da Transformada
de Laplace. Observa-se ainda um erro absoluto na ordem de 10" para os valores de x = 0.0 cm, 0.2 cm e 0.4 cm. Para
os demais valores de x, o método apresenta erro absoluto igual a zero para todo instante t analisado. Estes dados ndo
foram disponibilizados da Tabela 8, a fim de evitar uma repeticao das informacdes.
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Figura 7. Perfil de Difusdao de Temperatura para Zakian.

Tabela 9. Inversdo pelo método de Zakian.

t[s] 10" 0.2 0.5 0.9 1.0
x[cm] Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto Erro absoluto
0.0 2.454 x 10" 1.922x 107" 3.414x 107 4.301x 107" 5.389x 107"
0.2 2.485x 10" 8.100x 10 1.757 x 107 2.410x 107" 1.505x 107"
0.4 2.580x 10" 1.395x 107 6.406 x 10 4.507 x 107 8.992 x 107
0.6 2.753x 10" 3.590 x 107° 1.345x 107" 1.413x 107 1.731x 107
0.8 3.031x 10" 9.378x10™% 2.096 x 10 9.746 x 107 2.316 x 10
1.0 3.465x 10" 2.808 x 10 8.396 x 10™ 2.696 x 107 4271x10°%
1.2 4.163x10% 1.096 x 10™%® 5.717 x 107 4.866 x 10 4.266 x 107
1.4 5.372x 10" 3.188x 107" 2.739x107% 7.949 x 107 1.259 x 10
1.6 7.821x 10" 1.151x 107 8.292 x 10 2.128 x 107 2.180x 10
1.8 1.473 x 10 4.906 x 10 4.584 x 107 3.793x 10 4.713x10°%
2.0 1.058 x 10 2.117 x 10°% 5.292 x 10 9.526 x 10 1.058 x 10

A técnica de Zakian também apresenta bons resultados, como é possivel verificar na Tabela 9 e Figura 7, para o
problema de condugdo de calor unidimensional. Particularmente, erros absolutos da ordem de 10™ s30 obtidos em t
=0.2sparax=0.0cme0.6cme 10" em x = 0.2 cm. A técnica de invers3o produz erros absolutos na ordem de 10
até 10®. Para instantes maiores que t =0.2 s, nota-se que o método perde precisdo na medida que o instante t
aumenta, chegando a produzir erros absolutos na ordem de 10,

4. Conclusdo

Métodos como a Transformada de Laplace fazem-se Uteis na resolu¢do de equagdes diferenciais que modelam
fendmenos nas mais diversas dreas do conhecimento. Seu potencial de “desfazer” derivadas, simplificando a equagédo
a ser resolvida, atribui a Transformada certa importancia. No entanto, a dificuldade principal ao se empregar a técnica
trata-se de reverter a solugdo obtida ao dominio do tempo. Casos em que a inversdo analitica é inviavel, por conta da
forma dessa solucdo, recorre-se a métodos de inversdo numérica. Neste trabalho, quatro métodos foram
apresentados, seus algoritmos validados e aplicados a um problema de conducgdo de calor unidimensional em uma
placa, a saber, Stehfest, Séries de Fourier, Zakian e Talbot-Fixo.

Primeiramente, os métodos foram testados para inverter trés fungdes elementares, avaliando a precisdo dos
resultados em comparagdo as transformadas inversas analiticas. A analise do desempenho de um determinado
método na inversdo de cada funcdo permitiu fazer recomendacdes sobre seu uso: o método de Stehfest ndo é
indicado a inversdo apenas de fungbes cuja transformada inversa envolve uma fungéo trigonométrica, mas ele fornece
uma boa aproximacdo para fun¢gdes com exponenciais negativos. Séries de Fourier ndo aproxima transformadas
inversas de fungGes oscilatorias como era esperado, a desvantagem deste método é que ele requer um nimero de
termos no truncamento do somatdério muito alto para obter a precisdo desejada. O método de Talbot-Fixo é adequado
para os casos em que a transformada inversa é uma fun¢do exponencial decrescente, produzindo assim bons
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resultados. Entretanto, observou-se através de testes para o valor de N que quanto maior o N for, mais se perde
precisdo na aproximacgao por esse método. O algoritmo de Zakian apresentou um melhor desempenho na inversido da
subtragdo de fungdo exponenciais.

Os métodos de Stehfest, Séries de Fourier, Zakian e Talbot-Fixo foram, ainda, aplicados para inverter
numericamente a solu¢do da equagdo de difusdo, com o enfoque no problema de condugao de calor unidimensional
transiente em geometria cartesiana. Os resultados numéricos obtidos mostram, através do erro absoluto dos quatro
algoritmos, que os métodos de Stehfest, Séries de Fourier e Zakian e Talbot-Fixo sdo apropriados para aproximar esse
tipo de solugdo. Talbot-Fixo destaca-se de maneira singular dentre os quatro métodos. O algoritmo TF foi o que
obteve um melhor desempenho comparado aos demais, alcangando os objetivos propostos inicialmente.
Sequencialmente a este trabalho, a proposta é estudar outros métodos aplicaveis a analise numérica da transformada
inversa de Laplace e testa-los para problemas de transporte.
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