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Resumo: Este trabalho apresenta a análise dinâmica de uma grua ascensional através do Método dos Elementos 

Finitos (MEF). A análise das vibrações nesse tipo de estrutura é de suma importância, pois possibilita a verificação da 

segurança e estabilidade durante toda a sua vida útil. O objetivo do estudo é verificar as frequências naturais e os 

modos de vibração da estrutura através de diferentes simulações de um modelo simplificado (2D). A abordagem é 

feita em dois estudos de caso: grua com a) cabos não protendidos e b) cabos protendidos. A metodologia propôs o 

desenvolvimento de implementação em MATLAB e simulações em softwares comerciais (ANSYS/Abaqus) que 

utilizam MEF na resolução de problemas modais. Os resultados mostram que os modos de vibração obtidos em 

todas as simulações coincidem entre si e que as frequências obtidas são muito próximas, principalmente no caso de 

cabos sem protensão, atingindo erros menores a 0.05%. No caso da grua com cabos protendidos, os erros obtidos 

são pontuais e bem maiores em algumas frequências, mas apesar disso, os resultados são satisfatórios, confirmando 

a adequação da metodologia proposta no presente estudo.  

Palavras chave: Análise dinâmica, Método dos Elementos Finitos, Grua treliçada. 

Abstract: This work presents the dynamic analysis of an ascending crane using the Finite Element Method (MEF). The 

analysis of vibrations in this type of structure is of paramount importance, as it allows the verification of safety and 

stability throughout its useful life. The objective of the study is to verify the natural frequencies and the vibration 

modes of the structure through different simulations of a simplified model (2D). The approach is made in two case 

studies: crane with a) non-prestressed cables and b) prestressed cables. The methodology proposed the 

development of implementation in MATLAB and simulations in commercial software (ANSYS / Abaqus) that use MEF 

to solve modal problems. The results show that the vibration modes obtained in all simulations coincide with each 

other and that the frequencies obtained are very close, especially in the case of cables without prestressing, reaching 

errors below 0.05%. In the case of the crane with prestressed cables, the errors obtained are punctual and much 

higher in some frequencies, but despite this, the results are satisfactory, confirming the adequacy of the 

methodology proposed in the present study. 
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1. Introdução 

O método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numérica que utiliza interpolação e cálculo variacional na 

modelagem e resolução de problemas de contorno. O MEF é bastante utilizado na análise de estruturas complexas e 

com geometrias não usuais para as quais não existe solução exata analítica (Inman, 2008). A utilização do MEF 

consiste na modelação de um problema genérico que envolve meios contínuos através da análise de partes discretas 

desses meios, sendo que para essas partes é possível obter uma descrição matemática do seu comportamento. A cada 

elemento discreto dá-se o nome de “elemento finito”. Existem vários tipos de elementos, mas em geral são baseados 

em formulações paramétricas e obtidos a partir do campo de deslocamento como graus de liberdade nodais (Cruz  

et al., 2007). 

Gruas e guindastes são estruturas bastante utilizadas na construção civil, sendo relativamente leves e flexíveis 

em comparação com a estrutura principal a ser construída (Li-Jeng e Hong-Jie, 2014). Quando essas estruturas são 

sujeitas a cargas de vento, terremotos ou grandes deslocamentos, as tensões nos elementos estruturais podem levar 

a falhas repentinas ou falhas por fadiga a longo prazo. A análise das vibrações nesse tipo de estrutura possibilita a 

verificação da segurança e estabilidade durante a vida útil, portanto muitos trabalhos fornecem diferentes 

abordagens da análise estática e dinâmica de gruas e guindastes (Deng et al., 2016; Ju e Choo, 2005; Kaloop et al., 

2014; Li-Jeng e Hong-Jie, 2014; Masoud et al., 2001; Nayfeh e Rahman, 2001; Zhang e Liu, 2015). 

Geralmente, as gruas são simuladas por elementos de cabos e vigas carregadas axialmente (treliças). Na 

literatura, esses elementos são bastante abordados pois aparecem na maioria das estruturas de engenharia. Ni et al. 

(2002) utilizaram MEF na análise de vibrações em cabos flangeados de pontes e estudaram a tensão nos cabos através 

da medição de frequências multimodo. Spak et al. (2015) modelaram a resposta de vibração em cabos estruturais 

através do Método da função de transferência distribuída. Treyssède (2018) utilizou MEF para investigar os efeitos de 

cargas térmicas na dinâmica linear de estruturas com múltiplos cabos. Foti e Martinelli (2018) estudaram a dinâmica 

não linear em estruturas de cabos sujeitas a cargas de vento através do MEF. Banerjee e Kennedy (1985) estudaram a 

resposta da viga de Timoshenko carregada axialmente sujeita a cargas aleatórias simplesmente apoiada. Yesilce 

(2012) estudou as frequências naturais de vigas descontínuas de Timoshenko sujeitas a carregamentos axiais e 

suportes elásticos. Carvalho et al. (2013) avaliaram o efeito do carregamento axial e excitação harmônica lateral na 

amplitude da frequência, bifurcações e instabilidades de vigas engastadas. Carpinteri et al. (2014) avaliaram a 

influência de cargas axiais da frequência de vibração fundamental e estabilidade de vigas delgadas. Talic et al. (2015) 

verificaram o desempenho e a estabilidade de vigas carregadas axialmente através da análise de vibrações 

transversais pelo Método das Diferenças Finitas. Fritzkowski (2017) usou o Princípio de Hamilton para analisar as 

vibrações transversais de treliças triangulares composta por vigas sujeitas a excitação axial dinâmica.  

O objetivo deste trabalho é realizar a análise dinâmica de uma grua utilizando o MEF. São abordados 2 estudos 

de caso, a) cabos não protendidos e b) cabos protendidos, sendo avaliados os modos de vibrar e as frequências 

naturais da estrutura. O presente artigo está organizado da seguinte maneira: a seção 2 apresenta o problema 

proposto e demonstra a modelagem matemática utilizada na análise de vibração dos cabos e treliças; a seção 3 

explica a modelagem numérica desenvolvida pelos softwares de MEF (ANSYS e ABAQUS); na seção 4 os resultados 

obtidos são mostrados e discutidos, finalmente, na seção 5 são feitas as considerações finais.  

2. Material e Métodos 

2.1. Descrição do problema 

A grua utilizada no problema foi adaptada da grua ascensional da marca Bauscher com capacidade de carga de 

       . A mini grua torre do tipo ascensional é um equipamento de elevação e transportes de cargas, sendo 

bastante utilizada em obras por ser uma alternativa prática, segura e econômica. A estrutura definida para a análise e 

suas dimensões é mostrada na Figura 1 (a), a condição de contorno adotada foi simplesmente apoiada no encontro 

entre cabos e barras e na base da treliça conforme o diagrama de corpo livre da Figura 1 (b). Na modelagem da 

estrutura foram utilizados 2 tipos de elementos: cabos e barras. A tração sofrida pelos cabos foi considerada igual a 

      . Os dados dos materiais utilizados na modelagem da estrutura estão expostos na Tabela 1, em que   é a 

massa específica do material,    é o momento de inércia em torno do eixo Z,   é a área da seção transversal e   é 

o módulo de elasticidade do material. 
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(a) (b) 

Figura 1. (a) Estrutura mini grua (b) Diagrama de corpo livre da estrutura 

Tabela 1. Propriedades dos materiais. 

 Cabos Treliça 

Seção: 

Dimensões (m) 

Circular maciça 

           

Quadrada vazada 

               

  (kg/m³)           

    (m
4
)                     

  (m²)                     

  (GPa)         

2.2. Análise de Vibração em Treliças 

De acordo com Petyt (2010), a energia cinética do sistema pode ser escrita na seguinte forma: 

   
 

  
 * +  

 , -  * +  
(1) 

Sendo que: 

, -  = ρAl ∫  ( )   ( )  
  

  
 (2) 

Considerando que: 

 ( )  
 

 
 (      ) 

(3) 

Sendo: 

    = coordenada do nó j (  = -1 e      ) (4) 

Substituindo as funções de forma  ( ) da eq. (3) na eq. (2) temos: 

, -   
   

 
 [
  
  

] (5) 

Na implementação realizada, a matriz de massa do elemento foi expandida, conforme mostrada na eq. (6), para 

acoplar todos os graus de liberdade considerados no problema.  
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Onde: 

    = matriz de massa do elemento 

ρ= massa específica do material; 

 = Área da seção transversal; 

 = comprimento do elemento. 

 

A energia potencial do sistema pode então ser expressa como: 

   
 

 
 * + 

  , - * +  (7) 

Em que: 

     
  

 
∫   ( )    ( )  
  

  
 (8) 

Substituindo as funções de forma na eq. (8) temos: 

, - = 
  

 
[
   

   
] (9) 

A matriz de rigidez foi expandida, conforme mostrada na eq. (10). 

  Kele= 
  

 
 [

     
    
     
    

] (10) 

Sendo: 

    = matriz de rigidez do elemento 

 = Módulo de Elasticidade do material; 

 = Área da seção transversal; 

 = comprimento do elemento. 

 

Como é comum na maioria das treliças, alguns elementos precisam ser rotacionados, ou seja, o vetor é decomposto 

nos eixos   e   considerados. Para rotacionar os elementos, foi utilizada a matriz de rotação mostrada na eq. (11). 

[

  
  
  
  

]   [

          
           
          
           

]. 

[
 
 
 
   

   

   

   ]
 
 
 

 (11) 

Sendo: 

  ,   ,    e   = coordenadas locais de deslocamento; 

   ,    ,     e    = coordenadas globais de deslocamento; 

 = ângulo de inclinação do elemento. 

2.3 Análise de Vibração em Cabos 

Seguindo o mesmo procedimento, as matrizes de rigidez e de massa para o elemento de cabo podem ser 

definidas, apenas deve-se adicionar mais um grau de liberdade do tipo rotação em cada nó. Deste modo, a matriz de 

massa para o elemento tipo cabo pode ser definida conforme mostrado na eq. (12). 
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 (12) 

Em que: 

 = massa específica do material; 

 = Área da seção transversal; 

 = comprimento do elemento. 

Para a definição da matriz de rigidez alguns parâmetros devem ser adicionados devido à força de tração no cabo. 

Deste modo, a matriz de rigidez do elemento tipo cabo pode ser expressa a partir da eq. (13). 
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                       ]
 
 
 
 
 
 

 (13) 

Onde: 

 = Módulo de Elasticidade do material; 

 = Área da seção transversal; 

 = comprimento do elemento. 

  = momento de Inércia da seção 

  ,   ,    e   = coeficientes da Tabela 2. 

Tabela 2. Coeficientes para montagem da matriz de rigidez. 

Função 
Condição de Força Axial 

Compressão Neutro Tração 

   
(  )    (  )

    
 1 

(  )     (  )

    
 

   
(  ) ,     (  )-

   
 1 

(  ) ,    (  )   -

   
 

   
(  ) ,   (  )       (  )-

   
 1 

(  ) ,      (  )      (  )-

   
 

   
  ,      (  )-

   
 1 

  ,    (  )    -

   
 

         (  )       (  )           (  )        (  ) 

 

Para rotacionar os elementos (cabos), foi utilizada a matriz de rotação mostrada na eq. (14). 
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 (14) 

Em que: 

                e    são coordenadas locais de deslocamento e rotação; 

                    e    são coordenadas globais de deslocamento e rotação; 

 = ângulo de inclinação do elemento. 

 

Para a montagem das matrizes globais da estrutura utilizou-se a relação exposta na eq. (15). 
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* +  , -  * + (15) 

Onde: 

, - = matriz de transformação do elemento 

* +   vetor que representa os graus de liberdade do elemento 

* += vetor que representa os graus de liberdade da estrutura 

 

Para realizar o acoplamento dos graus de liberdade de diferentes elementos (treliça e cabo) que se encontram 

num mesmo nó, cada grau de liberdade foi somado com o respectivo grau de liberdade do elemento concorrente 

conforme mostrado nas eq. (16), (17) e (18).  
                        (16) 

                        (17) 

               (18) 

Onde: 

  = deslocamento na direção x 

  = deslocamento na direção y 

  = rotação na direção z 

De acordo com as equações mostradas, pode-se perceber que os deslocamentos globais na direção x e y são o 

resultado do somatório dos deslocamentos locais num mesmo nó da treliça e do cabo nos pontos de acoplamento. 

Como na treliça não existe rotação, a rotação global no ponto de acoplamento é igual a rotação no cabo. 

2.4. Modelagem Numérica 

A metodologia proposta nas seções 2.2 e 2.3 foi utilizada na implementação em MATLAB utilizando MEF. 

Inicialmente foram definidas as propriedades do elemento (rigidez e massa), com todo o conjunto de nós e graus de 

liberdade assumidos, foi determinado o vetor de deslocamento global e o vetor de força global, assim como um vetor 

de matriz de massa e rigidez. Para a solução das matrizes de rigidez e de massa foi utilizado o comando “eig” do 

programa para obtenção dos autovalores e autovetores das matrizes depois foram reorganizados a fim de obter as 

frequências naturais e os modos de vibrar. É importante destacar que para a análise de elementos inclinados, 

simplificações foram adotadas, como a não interação entre a força externa axial e os esforços internos axial do 

elemento. Para considerar a influência dessas forças no elemento é necessário a adoção de processos iterativos, uma 

vez que a rigidez é dependente dos esforços internos e vice-versa. A validação do modelo foi realizada através dos 

softwares ANSYS APDL e ABAQUS/CAE.  

Para a modelagem em ANSYS, o elemento LINK180 foi utilizado na seção treliçada da grua e o elemento 

BEAM188 para os cabos. O elemento de barra LINK180 tem uma vasta aplicação em problemas de engenharia, sendo 

possível utilizar em cabos, molas e modelos de treliça. É um elemento de tensão e compressão que possui três graus 

de liberdade em cada nó: translação nas direções X, Y e Z. O elemento BEAM188 é bastante adequado para analisar 

estruturas de vigas desde mais finas até as mais grossas. Esse elemento é baseado na viga de Timoshenko e possui seis 

graus de liberdade: translação nas direções X, Y e Z, e rotação sobre os eixos X, Y e Z (ANSYS Inc, 2007). Para 

adequação do modelo proposto o elemento BEAM188 está sujeito somente a uma força de protensão, sendo então 

utilizado como cabo. As condições de contorno utilizadas foram de apoio simples, conforme mostradas na Figura 1 (b). 

Algumas restrições foram impostas na estrutura para que os resultados sejam apenas no plano XY. Em toda a 

estrutura, deslocamentos na direção Z foram restringidos. Além disso, nos cabos, foram impedidas as rotações nas 

direções X e Y. A análise estática foi realizada e após a obtenção dos resultados, uma análise modal foi desenvolvida 

através do solucionador Block Lanczos, disponível no ANSYS APDL, que calcula blocos de vetores e os armazena 

durante as iterações (ANSYS Inc, 2013).  

A modelagem utilizando o software comercial ABAQUS é bastante similar à metodologia aplicada ao ANSYS. Para 

configurar a estrutura na treliça da grua foi aplicado o elemento de treliça T2D2, esse elemento possui duas 

dimensões com dois nós disponíveis, usa interpolação linear para posição e deslocamento e tem tensão constante. O 

cabo foi caracterizado com o elemento de viga B21, esse elemento é baseado na teoria de viga de Timoshenko, 

permite deformação transversal ao cisalhamento e pode ser usado para vigas espessas ou delgadas, esse tipo de 

elemento usa funções de interpolação linear e são indicados para casos que envolvam contato ou para simulações de 

problemas dinâmicos. No problema proposto como a seção transversal é insignificante em relação ao comprimento 
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do cabo, o programa ignora a inércia rotativa da seção transversal do elemento de viga de Timoshenko na flexão 

(Dassault Systemes, 2013).  

A obtenção dos modos e das frequências naturais foi realizada através de duas etapas de cálculos sucessivos e 

acumulativos, no primeiro passo a carga de tração foi aplicada aos cabos com a condição de contorno proposta, 

permitindo somente rotação em torno do eixo Z, e foi realizada a análise estática. No segundo passo foi desenvolvida 

a análise modal utilizando como referência os resultados da análise anterior que considerava a carga estática de 

tração aplicada ao elemento de viga que caracteriza os cabos da estrutura. Os resultados obtidos através da 

implementação em MATLAB foram então comparados com os resultados obtidos nos softwares (ANSYS / ABAQUS) e 

apresentados na seção 3. 

3. Resultados 

3.1 Caso 1: Grua com cabos sem protensão 

A Figura 2 mostra o resultado da Função de Resposta em Frequência (FRF) da estrutura sem carregamento de 

protensão nos cabos obtida através da implementação em MATLAB. O gráfico é plotado em Receptância (      ) 

versus frequência (  ). Pode-se observar que as primeiras quatro frequências naturais encontram-se num intervalo 

de   a     . A Figura 3 apresenta os quatro primeiros modos de vibrar da estrutura, referentes a cada frequência 

obtida. 

 

Figura 2. FRF da grua sem carga de protensão (MatLab). 

  
(a) (b) 
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(c) (d) 

Figura 3. Quatro primeiros modos de vibrar da grua sem carga de protensão análise realizada através do MatLab. (a) 1º 

modo. (b) 2º modo. (c) 3º modo. (d) 4º modo. 

Para validação dos resultados obtidos em MATLAB, a grua também foi simulada em softwares comerciais 

consagrados de MEF. A Figura 4 e a Figura 5 mostram os 4 primeiros modos de vibrar e suas frequências naturais 

obtidas através dos softwares ABAQUS e ANSYS, respectivamente. 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figura 4. Quatro primeiros modos de vibrar grua sem carga de protensão análise realizada através do ABAQUS. (a) 1º 

modo. (b) 2º modo. (c) 3º modo. (d) 4º modo. 
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(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figura 5. Quatro primeiros modos de vibrar da grua sem carga de protensão análise realizada através do ANSYS. (a) 1º 

modo. (b) 2º modo. (c) 3º modo. (d) 4º modo. 

Os resultados mostram que os modos de vibrar da estrutura em MATLAB, ABAQUS E ANSYS possuem grande 

similaridade em todas as simulações apresentadas. Pode-se verificar que os primeiros modos de vibrar ocorrem 

apenas no cabo e não no restante da estrutura, isso ocorre porque a massa do cabo é muito menor em relação a 

massa do restante da estrutura e o elemento possui elevada esbeltez. Não aparecem nos resultados, mas em 

frequências maiores (    ), os modos de vibrar já tendem a aparecer na parcela da estrutura que é treliçada. 

A Tabela 3, mostra um comparativo entre os resultados obtidos de frequência natural da estrutura sem 

protensão. Pode-se perceber que os resultados possuem precisão relativamente satisfatória. Os melhores resultados 

são obtidos da comparação entre simulações em MATLAB e ANSYS, atingindo erro abaixo de 0.05%. 

Tabela 3. Comparativo das frequências naturais da estrutura sem protensão. 

MatLab 

(  ) 

Abaqus 

(  ) 

ANSYS 

(  ) 

  |MatLab – Abaqus| 

( ) 

  |MatLab – ANSYS| 

( ) 

  |Abaqus – ANSYS| 

( ) 

                                          

                                          

                            0,0349        
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3.2 Caso 2: Grua com cabos protendidos 

Os resultados a seguir mostram como a estrutura vibra e suas frequências naturais em serviço, ou seja, quando o 

cabo está tensionado. A Figura 6 mostra a FRF da estrutura com carga de tensão no cabo obtida através de 

implementação em MATLAB. Na Figura 7, são ilustrados os quatro primeiros modos da estrutura em serviço. 

 

Figura 6. FRF da grua com carga de protensão (Matlab). 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figura 7. Quatro primeiros modos de vibrar da grua com protensão análise realizada através do MatLab. (a) 1º modo. 

(b) 2º modo. (c) 3º modo. (d) 4º modo. 
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A Figura 8 e a Figura 9 mostram os 4 primeiros modos de vibrar obtidos pelos software de elementos finitos 

ABAQUS e ANSYS, respectivamente. Na Tabela 4 é realizado um comparativo entre as frequências naturais obtidas 

para a estrutura protendida. Os resultados mostram que os modos de vibrar encontrados durantes as simulações 

coincidem, entretanto, as frequências naturais são um pouco divergentes, atingindo erros percentuais maiores do que 

aquelas obtidas no caso 1. 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figura 8. Quatro primeiros modos de vibrar da grua com protensão análise realizada através do ABAQUS. (a) 1º modo. 

(b) 2º modo. (c) 3º modo. (d) 4º modo. 

  
(a) (b) 
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(c) (d) 

Figura 9. Primeiros modos de vibrar da grua com protensão análise realizada através do ANSYS. (a) 1º modo. (b) 2º 

modo. (c) 3º modo. (d) 4º modo. 

Os resultados para o problema da grua com carga de protensão aplicada demonstrou a compatibilidade entre os 

resultados através dos diferentes métodos abordados. Uma pequena diferença entre os resultados obtidos no modelo 

implementado em comparação com a análise realizada nos softwares comerciais pode ser observada na Tabela 4, 

exclusivamente na frequência natural do terceiro modo de vibrar da estrutura. Essa diferença pode ter sido 

ocasionada pelas simplificações feitas no modelo implementado, no entanto os modos se comportaram de maneira 

bastante semelhante em todos os casos estudados, dando confiabilidade ao resultado no que confere ao modelo 

implementado em MatLab. 

Tabela 4. Comparativo das frequências naturais da estrutura com protensão. 

MatLab 

(  ) 

Abaqus 

(  ) 

Ansys 

(  ) 

  |MatLab – Abaqus| 

( ) 

  |MatLab – Ansys| 

( ) 

  |Abaqus -Ansys| 

( ) 

                            5,1487 1,3083 

                            2,9358 4,5261 

                                20,0258 0,5602 

                               6,4104 2,9584 

4. Conclusão 

O presente trabalho realizou uma análise dinâmica de um modelo simplificado (2D) do MEF de uma mini grua 

ascensional. A análise de vibrações foi feita através de elementos de barra (treliça) e viga com carga axial (cabos). 

Foram analisados dois casos: a) cabos não protendidos e b) cabos protendidos, sendo avaliados parâmetros como 

frequências naturais e modos de vibrar. Foram realizadas simulações em MATLAB, ANSYS e ABAQUS. Pode-se inferir 

que os resultados entre as simulações foram satisfatórios, principalmente para o caso em que os cabos não possuem 

protensão, atingindo erros menores a 0.05% quando comparadas simulações entre ANSYS e MATLAB. De modo, geral, 

os resultados para o caso da grua com cabos protendidos também foi satisfatória, entretanto os erros encontrados 

foram consideráveis em algumas frequências específicas. Apesar das simplificações consideradas no modelo 

implementado em MATLAB, o código se mostrou robusto e a consideração da não interação de cargas trativas 

externas em elementos de baixa rigidez axial apresentou pouca influência no exemplo analisado, entretanto para 

cargas externas de compressão este efeito pode não ser desprezível, tendo que ser considerado.   

 A tentativa de melhores resultados, nesse caso, pode ser abordada ao se utilizar outros tipos de elementos na 

modelagem, outras formas de discretização, outras condições de contorno e um novo modelo na protensão. Apesar 

disso, a metodologia proposta no presente trabalho alcançou os resultados esperados e contribui para o 

entendimento da análise dinâmica em estruturas de engenharia. 
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