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Abstract. O Método dos Elementos de Contorno (MEC) pode ser derivado por diferentes
metodologias, resultando em implementagdes computacionais distintas, que se baseiam em
reduzir as equacdes integrais de contorno continuas em sistemas de equacdes lineares. A
formulacdo classica do MEC é conhecida como Método da Colocagdo, onde se procura
satisfazer as equacdes integrais de contorno de forma forte, diretamente em nos especificos
do contorno do modelo, usualmente, os proprios nds de discretizacdo do problema. Em
contraste, no Método de Galerkin procura-se satisfazer as equacdes integrais de contorno de
forma fraca. A estratégia utilizada pelo método consiste em aplicar a Técnica de Residuos
Ponderados de Galerkin as equagdes integrais de contorno, distribuindo-se o erro cometido
pela aproximacdo da melhor forma possivel. Pode-se ainda, fazendo uso das equaces
hipersingulares de contorno, reduzir as equagfes integrais de contorno a um sistema
simétrico de equacOes lineares. Denomina-se essa estratégia de Método Simétrico de
Galerkin. Apresenta-se no trabalho os principais passos para a implementacdo numérica do
MEC Simétrico de Galerkin para problemas de elasticidade linear bidimensional. S&o
apresentadas as estratégias para obtencdo do sistema de equacdes simétrico, construcéo de
uma matriz de rigidez simétrica global e as técnicas utilizadas no célculo das integrais
singulares decorrentes deste método.
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Uma implementacdo do MEC Simétrico de Galerkin para problemas de Elasticidade 2D

1 INTRODUCAO

Entre as alternativas para a implementacdo numérica do Método dos Elementos de
Contorno (MEC), existem duas metodologias classicas utilizadas na redugdo das equages
integrais de contorno a um sistema de equacdes algébricas lineares. O procedimento mais
utilizado é o chamado Método da Colocacdo. Neste método, procura-se satisfazer as equacoes
integrais de contorno na forma forte. Usualmente os nos de colocacdo sdo os proprios nos de
discretizagdo do modelo, ou seja, busca-se satisfazer as equacdes integrais de contorno apenas
nesses nos.

Em contraste ao Método da Colocacdo, no Método de Galerkin procura-se satisfazer as
equac0es integrais de contorno na forma fraca. A estratégia utilizada por este método consiste
na aplicacdo da Técnica de Residuos Ponderados de Galerkin as equagdes integrais de
contorno. Utilizando-se as equacOes hipersingulares ainda é possivel reduzir as equacdes
integrais de contorno a um sistema simétrico de equacgdes lineares. Denomina-se essa
estratégia Método Simétrico de Galerkin.

Devido a sua formulacéo variacional, o Método Simétrico de Galerkin preserva algumas
outras caracteristicas atraentes do Método dos Elementos Finitos (MEF). Dentre estas
destacam-se, garantia de convergéncia, estabilidade e estimativa de erro. Vale ressaltar que
estas propriedades ndo sdo garantidas no Método da Colocacdo. Por estes e outros motivos,
tém-se dado énfase a formulagdo e implementacdo do Método Simétrico de Galerkin para a
solucdo de diversos problemas de engenharia. Outra peculiaridade do método consiste na
obtencdo de uma matriz de rigidez simétrica. Esta propriedade faz com que este método possa
ser acoplado com o MEF de forma eficiente.

Apesar dos métodos baseados em integrais de contorno terem se originados na
matematica, a partir da década de 80, o MEC teve grandes progressos, principalmente no
campo da engenharia, com diversos trabalhos voltados tanto para formulagdes como para
aplicacBes. Esses progressos trouxeram a necessidade de provar a consisténcia desses
métodos. Dessa forma, os matematicos vém proporcionando diversos avangos em pesquisas
sobre 0 MEC, tirando o méximo de proveito das suas propriedades e caracteristicas,
principalmente nas duas Gltimas décadas. Por diversas questdes, as duas &reas comegaram a
avancar de forma independente, com certo distanciamento, inclusive com relacdo as notacdes
utilizadas, de tal maneira que uma area dificilmente tem conseguido absorver os avangos da
outra. Portanto, o desenvolvimento deste trabalho tem como uma das principais motivacdes
contribuir no sentido de tornar o MEC Simeétrico de Galerkin ainda mais utilizado pela
engenharia. Observa-se que este método se apresenta atualmente bem desenvolvido na
matematica, com qualidades muito superiores aos MEC classicos de colocacdo, e ainda assim
vem sendo pouco utilizado e explorado na engenharia.

O MEC Simétrico de Galerkin para problemas de elasticidade tem como caracteristica a
combinagdo do uso das equagdes integrais de contorno de deslocamento (single layer) e das
equac0es hipersingulares de contorno (double layer). O uso da equacdo integral de contorno
hipersingular resulta em uma maior complexidade na implementagdo numérica do método,
que corresponde ao calculo das integrais hipersingulares de contorno. Outros aspectos
pertinentes ao método se ddo pela montagem do sistema de equagbes simétrico e pela
imposicdo das condi¢cdes de contorno que, por sua vez, pode ser realizada de forma mais
elegante e natural em comparacdo ao Método da Colocagéo.
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Apresenta-se no trabalho os principais passos para a implementacdo numérica do MEC
Simétrico de Galerkin para problemas de elasticidade linear bidimensional, com énfase em
elementos lineares (com 2 nos). S&o apresentadas as estratégias para a obtencdo do sistema de
equacdes simétrico, para a construcdo de uma matriz de rigidez simétrica global, assim como
as técnicas utilizadas no calculo das integrais singulares decorrentes deste méetodo. Os autores
testaram diversas metodologias para resolver as integrais singulares, sendo que a estratégia
adotada neste artigo é a técnica indicada por Sutradhar et al. (2008), por se apresentar mais
interessante para os tipos de problemas abordados e definidos neste trabalho.

2 EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

Considerar um dominio Q no R?, como ilustrado na Figura 1, delimitado pela superficie
I, sujeito a um campo de forgas internas de volume b,, deslocamentos prescritos U, em T,

e forcas de superficie § em T',, com eixos X, (com i=12 ou X,y em 2D). As equacdes de
equilibrio que governam o problema de elasticidade sdo expressas, em notacéo indicial, por

o;;=-b em Q (2.1)
onde o sdo as componentes de tensdo, devendo satisfazer as seguintes condicbes de
contorno
u=u em T
t

=t em T, (2.2)

Figura 1. Idealizacéo de um problema de elasticidade plana.

Utilizando-se o Teorema da Reciprocidade de Betti é possivel derivar uma equacgdo
integral, atendendo as equacdes de equilibrio, Eq. (2.1), que relaciona o deslocamento em um
ponto P=(X,,Y,), no dominio, devido a forcas de superficie e deslocamentos em um
ponto Q = (X, Y,) , N0 contorno. Na auséncia de forgas internas de volume a equagdo integral
fica definida apenas no contorno do problema, podendo ser escrita como

1, (P) =[G (P, QU (Q)AI - [ G (P,Q)u, (Q)dT (2.3)

Os deslocamentos e forgas de superficie fundamentais, denotados por Gi* e Gi',
respectivamente, estdo relacionados com o uso da solugdo fundamental de Kelvin na
formulacdo da equacéo integral de contorno. Considerando um estado plano de deformagdes,

as solugdes fundamentais sdo dadas por

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Uma implementacdo do MEC Simétrico de Galerkin para problemas de Elasticidade 2D

w __ 1 _ 1
G"(P.Q)= 8Ly {(3 4v)|n(r)5ij +rir’j} (2.4)
GU (P, Q)—ﬁ{gg [(1-2v)s;+2rr, |+ (1—2v)(nirj—nkrj)} (2.5)

onde v e u sdo, respectivamente, o coeficiente de Poisson e o médulo de elasticidade
transversal do material, n; sdo as componentes do vetor normal n no ponto Q e ré a
distancia entre um ponto fonte P e um ponto campo Q.

Utilizando-se as leis constitutivas, que permitem relacionar o campo de tensbes com 0
campo de deslocamentos, € possivel ainda, a partir da Eq. (2.3), derivar uma equacao integral

de contorno que relaciona as tensdes em um ponto P no dominio com os deslocamentos e
forgas de superficie em um ponto Q no contorno. Reescrevendo-se as componentes de tensdo

em termos de forcas de superficies t;, de acordo com t, = o;m,, onde m; sdo as componentes

do vetor normal m no ponto fonte P, chega-se a equacdo integral de contorno em termos das
forcas de superficie

t(P) =[G} (P,Q)t(Q)dT - j Gj (P.Q)u,(Q)dT (2.6)
r

que atuam sobre um elemento de superficie interno ou externo de um corpo, onde

Gj'(P,Q)=Gj(P,Q) (2.7)

G (P.Q)= G (08w + 0B = 538 + 25,11, + 26,11, —8rir, rr jm,n, (2.8)

(1—v)2

As Eqgs (2.3) e (2.6) sdo equagdes definidas no interior do dominio do problema. Devido
ao tratamento das integrais singulares ser realizado através de um processo limite, onde os
pontos de aplicacdo sdo deslocados para fora do dominio, torna-se necessario obter-se
equacOes integrais definidas no exterior do dominio. Essas equacgdes, denominadas de
equac0es integrais do exterior, sdo representadas pelas seguintes expressdes

[G(P.Q)t (Q)dr- I G;'(P,Q)u;(Q)dI =0 (2.9)

[Gy (P.Q)t(Q)dT - jG (P,Q)u,(Q)dr =0 (2.10)

E importante notar que tanto as equacdes do interior, Eqs (2.3) e (2.6), quanto as
equacOes do exterior, Egs (2.9) e (2.10), ndo sdo validas na situacdo em que o ponto fonte
pertence ao contorno do problema. Isso se deve ao fato de que, devido a singularidade das
funcbes de Green, na situacdo em que P=Q, as integrais ndo sdo imediatamente bem
definidas. Em geral, as integrais improprias com singularidade forte, presentes nas Eqs (2.3) e
(2.9), podem ser avaliadas no sentido do valor principal de Cauchy. Ja as integrais
hipersingulares, das Eqs (2.6) e (2.10), podem ser obtidas no sentido da parte finita de
Hadamard. Alternativamente, no presente trabalho as integrais singulares sdo definidas
através de um limite ao contorno (Gray, 1998). Logo, a defini¢do das Eqs (2.3) e (2.6), na
situacdo em que P eI, ficam descritas pelos seguintes limites
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i (P)= Fl,igw{ [ (R QL QT - [ G (P Q) (Q)df} (2.11)

t(P)= lim { [GE(P.QL@Ar - [GH(P.Qu, (Q)df} (2.12)

onde B, € um ponto no interior do dominio.

Analogamente, as Egs. (2.9) e (2.10) sao definidas como

lim | [Gy* (P, Q)t,(Q)dr - [Gy' (R, Q)u, (Q)df} =0 (2.13)
lim | [G}' (R, Q)t,(Q)dT - [ G} (P, Q) (Q)df} =0 (2.14)

onde P. € um ponto exterior ao dominio.

3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO SIMETRICO DE
GALERKIN

A solucdo numérica para o problema apresentado nas Eqgs (2.1) e (2.2), utilizando-se as
equacOes integrais de contorno das Eqgs (2.13) e (2.14), pode ser obtida dividindo-se o
contorno do problema em um conjunto de elementos. Em cada elemento de contorno, a
geometria, o campo de deslocamentos e as forcas de superficie sdo aproximados pela
interpolagéo de seus valores nodais.

Um elemento linear é definido por dois nos e = {Ql,Qz}. Considerando uma interpolacéo
linear para a geometria do problema, sua parametrizacdo pode ser expressa por

X(&) =N, (&)x +N, (f)xz
Y(é:) = N1(§)y1+ N2 (é:) Y,

onde x,X,,Y,,Y, Sao as coordenadas dos nos de um elemento, enquanto que N,(¢) e N, (&)
sdo funcbes de forma (0 < ¢ <1), dadas por

Nl(f)=l—f
N2(§)=§

Empregando-se a formulacgdo isoparamétrica, o0 campo de deslocamentos e as forgas de
superficie sdo interpolados pelas mesmas fungdes de forma da geometria do problema, ou seja

(3.1)

(3.2)

u®

UG [_IN(E) 0 Ny(&) o ful ] |
U_Ly(f)}[ 0 N(&) 0 Ny(&)||u® =N($)u, (3.3)

@)
uy
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te

LEO] NG 0 N 0 e
tz{ H 0 N 0 Ny e| TN 34

(2
ty

onde u. e te representam, respectivamente, os valores nodais dos deslocamentos e forgas de
superficie nas extremidades de um elemento.

Fazendo-se uso das parametrizaces das Eqgs (3.1), (3.3) e (3.4), € possivel reescrever as
equac0es integrais de contorno das Eqs (2.13) e (2.14) como um somatdrio finito das integrais
em cada um dos elementos de contorno

_(p'ggnj G”“(PE,Q@))N(é)Jed(:}e

R(P)=D 1 £0  (35)
(pL“J " (R (ﬁ)Jedf]ue
) [JE'TP G" (P Q(.f))N(.f)JedéJte

RE(P)=2 | ° £0 (3.6)

= _[F!E@PEG“(PE,Q(S))N(é)Jedfj“e

onde R'(P) e R?(P) sdo, respectivamente, os residuos das equages integrais de contorno

relacionados ao erro introduzido pela aproximagao utilizada, enquanto que J, € o jacobiano

da transformacdo das variaveis e M é o nimero de elementos de contorno da discretizacdo do
problema.

Aplicando-se a Técnica de Residuo Ponderado de Galerkin é possivel determinar o
sistema de equac0es lineares que permite obter os valores nodais das variaveis do problema.
O Meétodo de Galerkin impde que

jw P)R'(P)I =0 (3.7)
jw R?(P)T =0 (3.8)

onde w é uma funcdo peso que serd aproximada pelas mesmas func6es de forma utilizadas na
parametrizacdo dos campos das variaveis, ou seja

=N(7)W, (3.9)

Reescrevendo-se as Eqs (3.7) e (3.8) em termos das parametrizagdes das Eqs (3.3), (3.4) e
(3.9), obtém-se
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o[BIV 16 (et e (e, 3a020n o

we D » 0 (3.10)
—(JJTPH NT<f7>G“‘(PEw)@(é))N(é)JepJeQdfdnjueQ
v m (JJL'LH N™(17)G" (P (7). Q(£))N(¢) Jer eQdﬁdn}

Weo X, D 0 ~0 (3.11)
[t [N (1" (B () Q) M(E) 2020 o,

onde eP e eQ denotam, respectivamente, um elemento fonte e um elemento campo, t., €
U, S0, respectivamente, os valores nodais das forgas de superficie e deslocamentos em um
elemento campo, enquanto que J, e J, sdo, respectivamente, os jacobianos da
transformacéo no elemento fonte e no elemento campo e w,, sdo os valores nodais da fungéo
peso no elemento fonte.

Notando-se que o Método de Galerkin impGe que a fungdo peso seja ndo nula, é possivel
ainda cancelar o termo ao lado esquerdo das Egs (3.10) e (3.11), resultando nas seguintes
relacdes

11
(gign [[r(&n JepJeQdﬁdnj =
00

M=
Mz
M=
M=

o

= P —>P

(Iim jjl”t (& JePJeQdﬁdnj o (312

@
o
1]

1 1

$(in

)
Il

1 el

i(F!Eianjjltu (ﬁ,n)JepJengdn]te

e 1

o]
Il
@

o]
Il

Mz
Mz

[ (& JepJeQdfdn] (3.13)

o'—.»—\

eP=L1eQ-1 ep-1eqa1\

onde

(&) =N (1)8" (R (n). QIOIN(): (&) =N (m)G" (R (m) QIINE)

1“(£,m)=N" (m)G" (P (1), Q())N(); 1(m)=N" ()" (Pe (), Q(£)N(€)
Colocando as Egs (3.12) e (3.13) na forma matricial, tem-se, respectivamente,

R" R" {t_ } R Rf‘i{ |R§5tu +RIT =RIT, + Ry, .15)

RURY|(E] R RYj|w | |RUt +RUE =Riw + R?ft

R, R H R, R H [R:;tu +RIG =R.T +Ru, a.16)

Ry R\ TR ORI | (RN +RUE —RE, R,

onde t e u, sdo, respectivamente, valores nodais das forcas de superficie e dos
deslocamentos a serem determinados, enquanto que t e & _ s&o os valores nodais prescritos.

As submatrizes R, das Egs (3.15) e (3.16), sdo obtidas pelo calculo das integrais da Eqgs
(3.12) e (3.13). Os sub-indices de cada submatriz indicam o local do contorno no qual as
integrais foram calculadas. O sub-indice u refere-se a parcela do contorno em que séo
conhecidos os deslocamentos, enquanto que o sub-indice t refere-se a parcela do contorno
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em que sdo conhecidas as forcas de superficie. O primeiro sub-indice refere-se ao local de
integracdo do elemento fonte, enquanto que o segundo refere-se ao elemento campo. Os
super-indices, por sua vez, indicam a funcdo de Green envolvida no célculo da integral.

Assim, por exemplo, a submatriz R’ € obtida pelo calculo das integrais envolvendo a funcao

de Green da Eq. (2.4) onde ambos os elementos, fonte e campo, pertencem a parcela do
contorno onde os deslocamentos s&o conhecidos.

Observa-se que o sistema linear apresentado na Eq. (3.15) é suficiente para determinacéo
das incdgnitas do problema. Reorganizando-se o sistema de forma que os valores conhecidos
sejam dispostos do lado direito da igualdade, e os desconhecidos do lado esquerdo, as
incognitas podem ser determinadas pela solugdo do seguinte sistema de equagdes

Ruu _Rmi t Rut _Rutu l_l
v | [ tw vt t

A solucdo do problema através do sistema da Eq. (3.17) consiste no Método dos
Elementos de Contorno de Galerkin. Vale ressaltar que, nesse caso, o calculo das integrais

envolvem termos com singularidades do tipo log(r) (singularidade fraca) e r™

(singularidade forte). O tratamento das integrais singulares pode ser realizado numericamente
através de esquemas especiais de integracdo que envolvem transformacgfes de coordenadas
apropriadas, vide (Parreira & Guiggiani, 1989). Contudo, observa-se que o sistema da Eq.
(3.17) preserva as mesmas caracteristicas indesejaveis do Método da Colocacdo, ou seja, €
denso e ndo simétrico.

Por outro lado, o0 Método dos Elementos de Contorno Simétrico de Galerkin consiste na
utilizacdo de ambos os sistemas das Egs (3.15) e (3.16). Conjuntamente, os dois sistemas
proporcionam o dobro de equacfes necessarias a resolucdo do problema. Assim, uma vez que
ambos os sistemas de equacbes sdo validos, e possuem as mesmas incognitas, pode-se
escolher um numero suficiente de equacdes para a constru¢cdo de um novo sistema para a
resolucdo do problema. A construcdo desse novo sistema é realizada estrategicamente de
forma que o sistema resultante seja simétrico. Basicamente a estratégia consiste na utilizacédo
da primeira linha da Eq. (3.15), em conjunto com a segunda linha da Eqg. (3.16), ou seja

Ry Ry|[e] _|RI R|[q, .18)
Ri RU[t] [RL Ry||uw
Reorganizando-se o sistema da mesma forma como anteriormente, tem-se
Ruu _];{ufE t Rut _Ru: ﬁ
wepr e =g el (3.19)
™ w || Bl tt t
Observando-se a seguinte simetria das fungdes de Green
UL _ [ . tt _ tt . ut _ tu
G'(P,Q) = G*(Q.P);  G(P,Q) =G;(Q.P); GI(P.Q) =G} Q,P) (3.20)
é possivel reescrever o sistema da Eq. (3.19), tornando explicita a simetria do sistema, como
R -Rylft,| _|Ry -Ry|[a
w T o a [= I;l:t Rt; Eu (3.21)
o Rut Rtt 4, T tt t
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4 INTEGRAIS SINGULARES

O maior contratempo na implementacdo do Método dos Elementos de Contorno
Simétrico de Galerkin se da pelo célculo das integrais singulares, principalmente aquelas

envolvendo termos com singularidades do tipo r™ (hipersingularidade). Neste trabalho, o
calculo das integrais singulares é realizado através de um método semi-analitico, descrito em
(Sutradhar et al., 2008). Uma das vantagens desta técnica consiste no cancelamento exato de
termos divergentes resultantes das integrais hipersingulares. Em contraste, os métodos
numericos existentes realizam o cancelamento através da aproximacao dos termos divergentes
e, portanto, sdo propensos a erros de aproximagao.

Neste processo considera-se um deslocamento, de valor simbdlico ¢, do elemento fonte
numa direcdo normal para fora do contorno. Uma vez desenvolvidas as expressfes para essa
situacdo, o célculo analitico das integrais pode ser desenvolvido. Apds a determinagdo das
solucdes analiticas toma-se o limite deste deslocamento tendendo a zero. A Figura 2
demonstra, geometricamente, o deslocamento do elemento fonte para fora do contorno.
Primeiramente na situacdo de elementos coincidentes e por Gltimo no caso de elementos
adjacentes. Uma importante consequéncia da aplicacdo desta técnica implica na utilizacdo da
equacao integral de contorno do exterior. A aplicacdo da equacdo do exterior se torna valida
uma vez que os pontos de aplicacdo da equacédo séo deslocados para fora do contorno, ou seja,
fora do dominio do problema.

O desenvolvimento da técnica é demonstrado apenas para as integrais hipersingulares,
qgue envolvem a funcdo de Green da Eg. (2.8), distintamente para o caso de elementos
coincidentes e adjacentes. As demais integrais singulares, envolvendo as fungfes de Green
das Eqgs (2.4) e (2.5), podem ser analisadas de forma semelhante com desenvolvimento ainda
mais simples. Utilizando-se uma ferramenta de computacdo simbdlica, o calculo analitico das
integrais e dos limites podem ser realizados de maneira simples e rapida. Neste trabalho as
solucBes analiticas foram obtidas através de rotinas implementadas na plataforma MuPAD,
integrante do software Matlab.

(x3,y1) . (Xa.Y>)

a) b)

Figura 2. Deslocamento simbdlico do elemento fonte. a) Caso coincidente. b) Caso adjacente.
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4.1 Elementos Coincidentes

Para a construcao das expressdes a serem integradas, primeiramente se torna necessaria a
determinacéo do vetor R, que liga um ponto Q, pertencente ao elemento campo, a um ponto

P, pertencente ao elemento fonte.

Deslocando-se o elemento fonte para fora do contorno por uma distancia & obtém-se as
novas coordenadas através da seguinte expressao

Pe (17) =P (17)+em (4.)
Dessa forma, o vetor R pode ser escrito como

R(&.7)=Q(&)-Pe(n) (4.2)

e o valor da distancia r fica definido pelo seu médulo, ou seja

r(&m)=[R(En)|=|Q(m) P (&) =(n-£) L2 +&° (4.3)

Outra expressdao importante se da pelas derivadas do vetor R, em respeito as
coordenadas cartesianas, xey . Estes termos podem ser reescritos parametricamente como
or L(n-¢&)cosa+ssina or L(n-¢&)sina-scosa (4.4
OX \/Lz(ﬂ_§)2+52 8y \/Lz(ﬂ_§)2+gz

onde o representa o angulo de inclinagdo do elemento em relagéo ao eixo de coordenadas
cartesianas.

A integral hipersingular corresponde ao célculo das integrais que contém a solucao
fundamental apresentada na Eq (2.8). A solucdo analitica das integrais hipersingulares,
através da técnica proposta, leva a expressdes que contém termos divergentes, nao sendo
possivel definir propriamente o seu valor. Contudo, sera demonstrado adiante que este termo
¢ devidamente cancelado na etapa da imposicdo das condi¢cGes de contorno através da
consideracdo da continuidade do campo de variaveis do problema. No caso de problemas de
elasticidade, o cancelamento dos termos divergentes é realizado atraves da consideracdo da
continuidade do campo de deslocamentos, caracteristica compativel com a Teoria da
Elasticidade.

A primeira integral investigada corresponde a primeira componente do tensor da solucao
fundamental em questdo, ou seja

GQ(P,Q):W(Q(P,QH|2(P,Q)) (4.5)
onde

T ar?)(m-R)(n-R)
1(P.Q) = lim [ [N(n)| 2-8— |*—2——N,(§)dédy (4.6)
IZ(P,Q)—F!impﬁNi(n){%{[uz%j(n-m)—2nymy}Nj(§)d§dn (4.7)
comi=12.
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Utilizando-se as expressdes das Eqgs (4.1)-(4.7) as integrais das Eqs (4.6) e (4.7) podem
ser reescritas parametricamente como

(L(7—&)cos a+e sin a)2 L2£2

Ni(7)4| 2-8 ” T
L'(n-&) +e (Lz(n—§)2+gz)

SN (&)dedy  (48)

O e

1

1, =1im |
-0

0

g 1+2(L(77—§)c03a2+gsina)2
; L’ (n-&) +& N;(5)dsdn  (4.9)

—2myny

11
=1im j j O
2
-0 ) +&
Desenvolvendo-se as integrais e tomando-se o limite, obtém-se as seguintes solugdes
G

m(—ln(LﬁZcoﬁa—% ]Jr!giggﬁln(s), i=]

o o)

As integrais singulares para os termos restantes do tensor podem ser obtidas de maneira

(4.10)

onde evidencia-se o termo divergente.

similar. Logo, para as integrais que contém as componentes G, e G, , obtém-se
G .
————(2cos asin a)+||m—ln(g) i=j
(1-v)2z 0(1-v)2z (4.11)
0, i#]

e para a componente Gy,

a_%(—ln(LﬁZsinza—%j +U§3ﬁln(8)’ i=]

ﬁ[_gj . (4.12)

4.2 Elementos Adjacentes

A abordagem para o caso de elementos adjacentes, em contraste ao caso coincidente, se
baseia em um método semi-analitico. 1sso se deve ao fato de que as expressdes obtidas para o
caso adjacente sd0 muito mais extensas, em compara¢do com o caso coincidente, resultando
em integrais de dificil solugdo analitica. O ponto principal desta abordagem se da pela
transformacdo das coordenadas paramétricas em coordenadas polares, de modo que as
expressoes resultantes sejam mais simples de serem integradas.

E importante ressaltar que existem dois casos de integrais adjacentes a serem analisados.
O primeiro caso ocorre quando o elemento campo esta a frente do elemento fonte, segundo a
orientagdo modelo. O segundo se da quando o elemento fonte estd a frente do elemento
campo. Ambos 0s casos podem ser tratados de forma similar, devendo-se apenas atentar para
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uma alteracdo de sinal devido a orientacdo contraria. Portanto, de forma resumida, &
demonstrado apenas o desenvolvimento considerando-se o primeiro caso.

O primeiro passo da transformacdo de coordenadas se da com a determinacdo de duas
coordenadas paramétricas que tém sua origem no ponto de singularidade no dominio de
integracdo. Esse passo consiste na simples alteracdo da orientagdo de uma das varidveis
paramétrica, ou seja

w=1-7g (4.13)
A transformacdo das coordenadas paramétricas para coordenadas polares é obtida por

w = pcos(0) (4.14)

&=psin(9) (4.15)

Uma vez obtida a transformacdo, é possivel escrever o vetor da distancia entre dois
pontos, um pertencente ao elemento fonte e outro ao elemento campo, como

axp_gNl

R = :

(p.6) {ayp_gNj (4.16)
e seu modulo por
r(p,0)=||R(p,0)||=\/a2p2 +ape+é’ (4.17)
onde
a, =(X, —%,)cos(8)+(x, —x,)sin () (4.18)
a, =(y,—Y,)cos(0)+(y;—y,)sin(0) (4.19)
a =-2(am +am); a=a’+a’; (4.20)

Em adicdo a essas expressdes, faz-se necessario a determinagdo dos seguintes termos que
aparecem nas solucdes fundamentais de elasticidade

or a,pp—em, _or a,p—&m, _

=2 . = —= ) = (4.21)

ox \/azp +aps+e oy \/azp +ape+e
n-m

m-R=a,p-Je N-R=ay,p— ] g; (4.22)
p

sendo

a,=ma,+ma, o,=na +na,; (4.23)

onde J, e J, sdo, respectivamente, os jacobianos das transformagGes paramétricas no
elemento fonte e no elemento campo.

A transformacéo das coordenadas paramétricas para coordenadas polares € ilustrada na
Figura 3, onde se representa o dominio de integracdo no espaco paramétrico.
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P

/s,

Figura 3. Dominio de integragdo no espago paramétrico.

W

Uma forma apropriada para a descri¢do das integrais, no espaco das coordenadas polares,
pode ser feita subdividindo-se o dominio de integracdo em dois triangulos, como ilustrado na
Figura 3. Observando-se os limites de integracdo de cada subdivisdo € possivel reescrever a
integral dupla como somatorio das seguintes integrais

cse(0) %
[ £(p.0)pdpdo+[ [ f(p.0)pdpdo (4.24)

o

o

BN —ol N

Como consequéncia da transformacdo, a singularidade da integral fica em funcdo de
apenas uma das variaveis. Observando-se o esquema da Figura 3, pode-se notar que 0 ponto
de singularidade se localiza na origem das coordenadas paramétricas. Portanto, no caso das
coordenadas polares, a singularidade depende somente da variavel p, tornando a
singularidade independente da variavel 6. Essa propriedade possibilita a utilizacdo do método
semi-analitico, ou seja, as integrais com respeito a p, que demandam um maior cuidado, sdo

calculadas analiticamente. Ja as integrais com respeito a variavel 0, sdo consideradas
regulares e, portanto, podem ser calculadas através de uma simples Quadratura de Gauss.

A seguir sdo demonstrados os resultados para as integrais analiticas com respeito a
variavel p. Nota-se que é necessario apenas o calculo de uma das integrais analiticas, uma
vez que o limite de integracdo pode ser substituido ao final da solucdo. Assim, de forma
generalizada, serdo demonstrados os resultados para integrais com limite de integracdo
simbdlico, ou seja

f (p, 0)pdp (4.25)

o t—y

onde S, € um valor simbdlico que devera ser substituido pelo limite de integragdo
correspondente a cada integral.

Assim como no caso de elementos coincidentes, o calculo analitico da integral
hipersingular resulta em solugGes contendo termos divergentes. Contudo, como mencionado
anteriormente, o cancelamento dos termos divergentes € realizado na etapa de imposi¢do das
condi¢cdes de contorno, sendo suficiente, por ora, demonstrar as solu¢bes em sua forma
impropria.

A primeira integral analisada corresponde a primeira componente do tensor da solucao
fundamental da Eq. (2.8), sendo sua expressdo dada pelas Egs (4.5)-(4.7). Utilizando-se as
expressoes das Eqgs (4.13)-(4.23) as integrais das Eqs (4.6) e (4.7) podem ser reescritas em
termos de coordenadas polares como
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—em ) - —(n-m
I, =lim [ [N, (p.0)1| 2-8 (3pem) (50 =2)(@0p— 2)5) N, (p,0)pdpdo  (4.26)
%% QP Tapste (a2p2+a1p5+52)

. 1 (a,p—em )2
L, =1lim[[N,(p,6 1422 ‘m)-2 N (p,0)pdp (4.27
2 'ﬂgg v ){a2p2+aipe+52[(+ a2p2+aipe+52}(” m) myny” i(p.0)pdp (4.27)

Desenvolvendo-se as integrais, analiticamente, com respeito a variavel p e coletando-se
as solucdes de acordo com a expressdo da Eq (4.5), obtém-se

Parai=1e j=1
S, (4cos 025, cos Osin 9)(a22n -m-23,°’nm, +28,a,a, +28,a,’n-m _8%%&*2) (4.28)
4a,’ |
Parai=1e j=2
S,% cos Osin 0(a,’n-m-2a,’n,m, + 28,002, +28,3,°N-M—8a,a,2,” ) (4.29)
2a,° |
Parai=2¢e j=1
20,0, +n-m(2a°—a,)+2nm a
(-+)+lim| —2* ( - 2) Y V2 Hin(e) (4.30)
£—0 a2
Parai=2¢e j=2
S, (4sin 625, cos sin 0)(a,"n-m-2a,"nm, +2a,a5a, +22,8,'n-M ~Bayar,a,’ (4.31)
3 .

4a,

onde a parte finita da expressao da Eq. (4.30), denotada por (---), foi omitida por ser muito
extensa.

As integrais hipersingulares restantes podem ser obtidas de forma similar. Para o caso das
integrais que envolvem as componentes G|, e G , obtém-se os seguintes resultados

Xy yx !
Parai=1le j=1
S, (4cos 025, cos Osin 9)(a22 (n,m,+n,m )+2a,aan-m —8aQaanay) w3
4a,’ '
Parai=1e j=2
S 7 cos fsin 49(a22 (n,m,+n,m )+2a,aan-m —8aQaanay)
; (4.33)

2a,

Parai=2¢e j=1
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(. ) .)+ lim 8aga,a,a, _(nymx +nxmy)a22 —(2axayn . m)a2
&0 a2

In(e) (4.34)

3

Parai=2e j=2

S, (4sin 6-25, cos sin «9)(a22 (n,m,+n,m )+2a,aan-m —8aQaanay)

4.35
4a,’ (%)
E para a integral envolvendo a componente G,
Parai=1le j=1
S, (4cos 025, cos Osin 9)(a22n ‘M -2a,’n,m, + 28,000, +22,8,n- M -8aga,a,’ ) (4.36)
4a,’ |
Parai=1e j=2
S,? cos fsin Q(azzn -m-2a,’nm, +2a,a,a, +2a,a,’n-m _80‘Qapay2) (4.37)
2a,° |
Parai=2¢e j=1
2a,0,+n-m(2a’—a,)+2nma
(~--)+Iim Q%p ( yz 2) X x72 In(e) (4.38)
£—0 a,
Parai=2¢e j=2
S, (4sin 6-2S cos @sin 9)(a22n -m-2a,°n,m, +2a,a,a, +2a,a,°n-m _gaQapayz) (4.39)
k .

4a,

Por fim, resta demonstrar que é possivel cancelar as partes divergentes das integrais
hipersingulares coincidentes e adjacentes. Para tanto, resta ainda determinar a solucédo
analitica completa dos termos divergentes que surgem do célculo das integrais hipersingulares
adjacentes. A solucdo completa pode ser obtida integrando-se os termos divergentes com
respeito a coordenada 6. Logo, para o termo da Eq. (4.30), a integral restante, com respeito a
0, pode ser determinada analiticamente resultando em

2 . 2 _
- 2090, +n-M(2a,7 —a, )+2n,m a,

e In()d@ =—-1lim
(1-v)2r e>09 a,’ (€) £50

G In(¢) (4.40)
21

(1-v)

Analogamente, para os termos divergentes das Eqs (4.34) e (4.38) as integrais podem ser
calculadas analiticamente obtendo-se o mesmo resultado.

Observa-se que os termos divergentes das integrais hipersingulares adjacentes
correspondem exatamente ao oposto dos termos obtidos no caso coincidente. Esse resultado
possibilita o cancelamento exato dos termos divergentes na etapa da imposi¢édo das condic¢des
de contorno demonstrada a seguir.
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5 IMPOSICAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

Uma consequéncia da utilizacio do MEC Simétrico de Galerkin consiste na
descontinuidade das varidveis nos nos de discretizacdo do contorno. Mais especificamente,
exige-se, em uma primeira analise, que os graus de liberdade de cada elemento sejam
independentes. Essa caracteristica contribui para que um tratamento mais natural e elegante,
em comparacdo ao Método da Colocacdo, possa ser realizado na etapa da imposicdo das
condigdes de contorno. Esta etapa consiste em uma adequada manipulagdo do sistema de
equacOes lineares do problema, demonstrado na Eq. (3.21), de modo que a continuidade no
campo das variaveis de interesse seja imposta.

Para o caso de problemas de elasticidade, exige-se que o campo de deslocamentos seja
continuo ao longo do contorno do problema, enquanto que o campo das forcas de superficie
possa ser considerado descontinuo. De forma a atender estas exigéncias, a manipulacdo do
sistema de equac0es serd feita de acordo com a analise de trés casos, ilustrados na Figura 4.

Figura 4. Imposicéo das condicdes de contorno.

O primeiro caso corresponde a situagéo onde dois elementos consecutivos contém valores
conhecidos de deslocamento e, consequentemente, dois valores desconhecidos de for¢ca no né
de discretizacdo que os conecta. Uma vez que o campo das forcas de superficie € considerado
descontinuo, esta situacdo ndo demanda nenhuma manipulacdo do sistema.

O segundo caso se d& quando dois elementos consecutivos apresentam condicdes de
contorno distintas, ou seja, um apresenta valores conhecidos de deslocamento e o outro
apresenta valores conhecidos de forga. Fica claro que, nesta situacdo, ocorrerdo dois valores
distintos de deslocamento em um mesmo no, um ja previamente conhecido e outro a ser
determinado. Para que seja atendida a condi¢do de continuidade impde-se ao valor da
incégnita de deslocamento o mesmo valor pré-estabelecido pela condicdo de contorno do
elemento adjacente. A estratégia utilizada neste caso é equivalente a imposicao das condicdes
de contorno de deslocamento no Método dos Elementos Finitos. O lado esquerdo do sistema €
manipulado zerando-se as linhas e colunas associadas a incognita de deslocamento, com
excecdo da sua diagonal que recebe um valor unitério. J& ao lado direito do sistema, a posicdo
referente a incognita de deslocamento recebe o valor pré-estabelecido pela condicdo de
contorno do elemento adjacente.

O terceiro caso se deve a situacdo onde dois elementos consecutivos contém valores
conhecidos de forca. A consideragdo de um campo continuo de deslocamentos exige que o0 nd
entre estes dois elementos tenha um valor de deslocamento Unico ou, equivalentemente, que
este nd seja representado por apenas um grau de liberdade comum aos dois elementos. A
manipulagdo do sistema de equagdes, que corresponde a juncao de dois graus de liberdade em
somente um, corresponde a somar-se as linhas e colunas dos graus de liberdade em questao,
reduzindo-se a ordem do sistema de equagBes. E importante ressaltar que esta etapa €
responsavel pelo cancelamento dos termos divergentes obtidos no calculo das integrais
singulares. A soma dos graus de liberdade implica na adicdo das integrais analiticas para
elementos coincidentes e adjacentes, de forma que os termos divergentes, que aparecem com
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sinais opostos em cada expressdo, se cancelam, restando ao fim somente a parte finita das
integrais. Portanto, vale notar que, em termos de implementacéo, as parcelas divergentes das
integrais singulares podem ser desprezadas, sem perda de preciséo.

6 MATRIZ DE RIGIDEZ SIMETRICA

Para acoplar regibes discretizadas pelo MEC com regides discretizadas por outros
métodos numéricos, em especial o MEF, é interessante derivar uma matriz de rigidez para
cada regido. Existem diversas estratégias disponiveis na literatura que fazem tal derivacéo
com o MEC de Colocacgédo, porém todas resultam em matrizes de rigidez nao-simétricas. Ao
se aplicar essas mesmas estratégias no MEC Simétrico de Galerkin, as mesmas também
resultardo em matrizes ndo-simétricas. Logo, varios pesquisadores da engenharia utilizam
diretamente a Eq. (3.21) no processo de acoplamento, garantindo assim a simetria do sistema
final acoplado, porém assumindo o 6nus de manter neste sistema, mais variaveis que as
necessarias, quando comparado com as estratégias que utilizam matrizes de rigidez. Alguns
matematicos desenvolveram uma estratégia tornando possivel obter uma matriz de rigidez
simétrica para regides discretizadas com o MEC Simétrico de Galerkin, que de acordo com o
conhecimento dos autores, ndo foi encontrada a sua utilizacdo em trabalhos na area de
engenharia. Baseando-se nas estratégias desenvolvidas por matematicos, apresenta-se uma
metodologia onde se obtém uma matriz de rigidez simétrica no MEC Simétrico de Galerkin.

O passo-a-passo para obtencdo da matriz de rigidez simétrica no MEC Simétrico de
Galerkin esta esquematizado na Fig. 5. Notar que agora, ambos os vetores t e u,_ além de

conter as varidveis do contorno que ndo foram prescritas, também contém as variaveis na
interface entre as regibes, pois se sabe que em problemas de multi-regido tanto os
deslocamentos como as forgas sdo incdgnitas nas interfaces.

u R R:“ R R’ u
RIIH t 3 t
uu ut u . uu ut u .
- u RY R RG e o
R\ RIH t‘ RJ|“ Rl'l‘ 1
R® |t +R* T =RY| 5+ RY w | RE ¢ HRET=RL| 5+ R |y
(= R “ w4 RY 0 —RY T J l
K u = t

K= R'  — R (R™) R" (—//

tu uu ut

t=|/Ry - R RD' ORI |T-|RL - RE O RD' R B

uu

Figura 5. Etapas para determinar uma matriz de rigidez simétrica para uma regido com o MECSG.
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A metodologia se baseia em isolar do primeiro bloco da Eqg. (3.15) a variavel t e

substitui-la no segundo bloco da Eq.(3.16), desaparecendo-se assim com essa variavel. Essa
manipulacdo resulta finalmente em um sistema de equacdes lineares onde as Unicas incognitas

do problema séo as componentes do vetor u,, ou seja, os deslocamentos nos nos da interface

e nos nos livres do contorno. Aplicando-se esse mesmo procedimento para cada regido
discretizada com o MEC Simétrico de Galerkin é possivel resolver um problema de multi-
regides garantindo apenas a compatibilidade entre os nds das regides. Vale ressaltar que as
inversas explicitadas nas equacdes da Figura 5 ndo sdo calculadas diretamente, mas que séo
calculadas indiretamente resolvendo-se sistemas de equagGes com multiplos lados direitos,
por raz@es claras de eficiéncia. Quanto mais se divide uma regido, decompondo-a em regides
cada vez menores, tais sistemas vdo também ficando cada vez menores, podendo entdo ser
resolvido com meétodos diretos, de forma bastante eficiente. Ja o sistema final de equacdes
fica entdo esparso, além de simétrico, podendo ser resolvido com métodos iterativos com pré-
condicionadores. Essa metodologia é bem conhecida na literatura como Métodos de
Decomposigdo de Dominios.

7 RESULTADOS

De forma a verificar a implementacdo numérica do MEC Simétrico de Galerkin, e sua
precisdo, sdo apresentados os resultados da simulacdo computacional de um problema
bidimensional de elasticidade linear. A solucdo exata do problema em questdo pode ser obtida
através de sua solucdo analitica, atraves da Teoria da Elasticidade, como demonstrado em
(Timoshenko & Goodier, 1951).

O exemplo a ser resolvido consiste de um cilindro com raio interno R, e raio externo R,

sujeito a uma pressdo interna de valor simbdlico P, como ilustrado na Figura 6, onde, devido
a dupla simetria, somente um quarto do modelo € representado.

TR TR TER OFEE 3oy gEn

R

Figura 6 — Cilindro sobre pressédo interna

Assume-se que o cilindro é suficientemente longo de forma que a deformacdo na direcéo
axial possa ser considerada nula, ou seja, considera-se o problema por estado plano de
deformacéo. Os valores numéricos adotados sdo

R =3.0;R,=6.0; P=1.0; E=1.0; v=0.3 (7.1)
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onde E e v sdo, respectivamente, o0 médulo de elasticidade linear e o coeficiente de Poisson
do material. A solucdo analitica para o campo de deslocamentos na direcdo radial € dada por

ur(r,e):clr+% (7.2)

onde C, e C, séo constantes que dependem tanto da geometria quanto das condi¢Oes de
contorno do problema e (r,8) séo coordenadas polares com origem no eixo axial do cilindro.

Sdo apresentados os resultados utilizando-se duas discretizacfes distintas, ilustradas na
Figura 7. A primeira discretizacdo é composta por 20 elementos enquanto que a mais refinada
¢ composta por 30 elementos. Na Figura 8 sdo apresentados os resultados numeéricos,
utilizando-se cada uma das discretiza¢des, assim como o resultado analitico.

6} 6l
5 5
4t 4
g3 §3
2r 2
1 1
or 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(a) cm (b) cm

Figura 7 - Discretizac¢éo do cilindro sobre pressdo: a) 20 elementos e b) 30elementos.

Solug#o analftica
*  SolugBo numérica (20 elementos)

%  SolugHo numérica (30 elementos)

35 | | 1 | | J
3 35 4 45 5 5.5 6
1 (cm)

Figura 8 - Solucédo analitica e numérica do cilindro sobre pressao.
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Uma implementacdo do MEC Simétrico de Galerkin para problemas de Elasticidade 2D

8 CONCLUSOES

Uma das maiores vantagens do MEC Simétrico de Galerkin, em comparacdo com o
Método de Colocacdo, esta relacionada com o sistema de equagfes lineares simétrico
envolvido na determinacdo das incognitas do problema. Essa caracteristica torna possivel
reduzir o consumo de memoria, devido ao armazenamento da matriz do sistema, assim como
a utilizacdo de solvers mais eficientes, especificos para matrizes simétricas, reduzindo o
tempo para a solugdo do sistema de equacdes. Por outro lado, a etapa de construgdo do
sistema exige um maior esforco computacional devido ao célculo das integrais duplas e ao
tratamento das integrais com singularidades fortes e hipersingulares. Vale ressaltar que a
técnica semi-analitica apresentada alivia drasticamente o custo computacional associado ao
calculo das integrais singulares.

Outro beneficio associado ao MEC Simeétrico de Galerkin se da pelo acoplamento com
outros métodos numéricos que também geram matrizes simétricas, como o MEF. O
acoplamento entre 0 MEC e MEF, utilizando o Método da Colocacéo, acaba por deteriorar as
matrizes do sistema final, uma vez que a matriz de rigidez do Método de Colocagdo é nédo
simétrica. Por outro lado, a formulacdo do MEC Simétrico de Galerkin torna possivel a
geracdo de uma matriz de rigidez simétrica de forma que o acoplamento possa ser realizado
sem deterioracdo das matrizes finais do problema.
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