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Resumo. Os métodos multiescala permitem obter de forma eficiente, resultados acurados 

para as equações de fluxo em reservatórios de petróleo muito heterogêneos, em qualquer 

nível de escala. Um desafio para as metodologias multiescala existentes atualmente e, em 

particular, para o Método de Volumes Finitos Multiescala (MsFVM), consiste na modelagem 

do fluxo em reservatórios de petróleo muito anisotrópicos, tendo em vista que, neste método, 

as condições de contorno de localização são tais que apenas os fluxos tangenciais nas inter-

faces dos blocos, na escala mais grossa, são considerados. Em casos mais extremos, com 

elevadas razões de anisotropia, o uso de condições de contorno reduzidas pode gerar campos 

de pressão não monótonos e campos de velocidade oscilatórios, não físicos, que implicam em 

grandes erros nos campos de saturação. No presente trabalho, apresentamos um Método dos 

Volumes Finitos Multiescala Iterativo (I-MsFVM) para resolver o problema elíptico que des-

creve a equação de pressão no escoamento bifásico óleo-água em reservatórios de petróleo 

heterogêneos e anisotrópicos. O processo iterativo é aplicado para obter-se convergência do 

campo de pressão, de forma a minimizar as inconsistências geradas pelo desacoplamento dos 

subdomínios na escala mais grossa. Adicionalmente, comparamos os resultados obtidos por 
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dois Métodos de Volumes Finitos com Aproximação de Fluxo por Múltiplos Pontos (MPFA), 

o MPFA-O ou MPFA-TPS (Triangle Pressure Support) e o MPFA-FPS (Full Pressure Sup-

port) que, em princípio, apresenta propriedades de monotonicidade melhoradas com respeito 

ao método MPFA-O. Para a solução do problema de saturação utilizamos o Método de Pon-

deração à Montante de Primeira Ordem (First Order Upwind Method - FOUM). A fim de 

avaliar as estratégias estudadas, apresentaremos alguns resultados comparando a acurácia e 

a sua robustez frente a alguns problemas benchmark encontrados na literatura. 

Keywords: Métodos Multiescala Para Volumes Finitos, Reservatórios heterogêneos e aniso-

trópicos, MPFA, Escoamento bifásico em meios porosos, Simulação de reservatórios. 

 

 

1  INTRODUÇÃO 

Problemas envolvendo múltiplas escalas representam fenômenos em diferentes escalas 

espaciais e temporais, apresentando complexos mecanismos físicos, o que os torna difíceis de 

serem analisados. A simulação direta de problemas de multiescala é extremamente difícil de 

ser realizada, pois resolver as escalas mais finas requer uma quantidade elevada da capacidade 

de processamento e memória computacional, o que torna o processo proibitivo atualmente 

(Hou e Wu, 1997; Zhou e Tchelepi, 2008; Zhou, 2010;  Møyner,2012). Para possibilitar a 

análise numérica de modelos geológicos mais realistas, métodos de transferências de escalas 

são utilizados, possibilitando solucionar as equações que governam o fenômeno físico consi-

derando um número de graus de liberdade computacionalmente razoável, e mantendo a acurá-

cia desejada. Neste contexto destacam-se as metodologias atualmente denominadas multiesca-

la. O método multiescala consiste em capturar informações da escala fina através da constru-

ção de funções de base, responsáveis pela transferência de informações entre as escalas en-

volvidas, em cada volume de controle, considerando condições de contorno especiais, que 

têm a função de desacoplar os subproblemas definidos em cada volume de controle. Segundo 

a literatura (Lunati et al., 2011; Hajibeygi, 2011; Møyer,2012) através dessa metodologia é 

possível obter soluções numéricas acuradas, com baixo custo computacional, quando compa-

rados ao custo da simulação numérica diretamente na escala mais refinada, em reservatórios 

isotrópicos altamente heterogêneos, que apresentem fraturas e barreiras. 

Aarnes (2003) realizou vários estudos sobre a eficiência dos métodos multiescala, e mos-

trou que para altas razões de anisotropia, as condições de contornos reduzidas geram campos 

de velocidades com recirculações, consequentemente gerando campos de saturação com solu-

ções não-físicas. Lunati e Jenny (2007) tentaram evitar as recirculações existentes, através de 

um termo de correção, recalculando a velocidade de forma que a vazão na interface do volu-

me grosso primal permaneça a mesma, mas a velocidade em cada volume fino sendo corrigi-

da.   

Hesse et al. (2008) mostrou que o método multiescala pode ser análogo aos métodos 

MPFA (multipoint flux aproximation), para problemas isotrópicos homogêneos a matriz de 

transmissibilidade da malha da grossa MsFVM é idêntica à do MPFA-O. De forma geral o 

MsFVM  produz soluções não monótonas para razões de anisotropia diferente de um.  Para 

melhorar essa monotonicidade, Hesse et al. (2008) e Wang et al. (2016) propuseram reduzir o 

estêncil de 9 pontos para 7. Para isso retiram da matriz de transmissibilidade da malha grossa, 

os elementos que trazem as soluções não-monótonas.  
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Hesse et al. (2008) mostrou que seu operador compacto, para problemas homogêneos, 

elimina as oscilações em problemas anisotrópicos quando se utiliza as condições de contornos 

reduzidas clássicas. Wang et al. (2016) melhorou o método proposto por Hesse desenvolven-

do o M-MsFVM (Monótono-MsFVM) e analisando problemas heterogêneos e anisotrópicos. 

Wang utiliza diferentes condições de contorno: as oscilatórias e as lineares. As condições de 

contorno lineares não garantem monotonicidade, mas diminuem o grau de não-

monotonicidade, e as oscilatórias mostraram-se monótonas em todos os casos.  

Lunati et al. (2011) e Hajibeygi (2011) propõem o uso de métodos iterativos para re-

solver problemas anisotrópicos, de forma que eles estimam o valor do fluxo transversal na 

interface dual, e de forma iterativa calculam as condições de contornos reduzidas, porém, 

quanto maior a razão de anisotropia do meio, maior o custo computacional do método.  

Esse trabalho tem como objetivo apresentar um método multiescala iterativo para re-

solver problemas de escoamento bifásico óleo-água em reservatórios muito heterogêneos e 

anisotrópicos, baseado em uma formulação de volumes finitos, garantindo conservação local 

ao final de cada iteração. Foram implementadas duas variantes de Métodos de Volumes Fini-

tos com Aproximação de Fluxo por Múltiplos Pontos (MPFA): o clássico MPFA-O e o 

MPFA-FPS (Full Pressure Support) que, em princípio, apresenta propriedades de monotoni-

cidade melhoradas com respeito ao método MPFA-O. Para a solução do problema de satura-

ção utilizamos o Método de Ponderação à Montante de Primeira Ordem (First Order Upwind 

Method - FOUM). Os resultados obtidos foram comparados com resultados apresentados na 

literatura. 

 

2  FORMULAÇÃO MATEMÁTICA  

Nesta seção são descritas as equações que governam o escoamento bifásico num reserva-

tório de petróleo, considerando escoamentos incompressíveis e meios porosos rígidos (poro-

sidade constante). Assumindo que a velocidade de cada fase obedece à Lei de Darcy, e que 

esta pode ser escrita como, j j jKv p   , onde K  é o tensor permeabilidade absoluta do 

meio, representando uma propriedade da rocha, jp  é a pressão da fase j,  ( / )j rj jk    é a 

mobilidade da fase j, onde rjk é a permeabilidade relativa e j  é a viscosidade da fase. Des-

considerando os efeitos capilares, a conservação da massa para cada fase j pode ser escrita 

como: 

 
 

, ,
j

j j j

S
v q j o w

t


 


   

                       (1) 

onde ϕ é a porosidade do meio, j  é a massa especifica, jS  a saturação, e jq representa um 

termo de fonte ou sumidouro de fluido na fase j , com o e w representando as fases óleo e 

água, respectivamente. 

Ao considerar o meio poroso totalmente saturado, pode-se escrever a equação constituti-

va ou de restrição das saturações como: 

,

1j

j o w

S


  ou  1o wS S                 (2) 
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Utilizando a lei de Darcy e a equação constitutiva, podemos obter a equação da pressão 

como: 

( )v Q               (3) 

com as condições de contorno dadas pela Eq. (4): 

 

 

,        em  0,

,            em  0,
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                       (4) 

Observe que 
o wv v v   é a velocidade total e 

o w     é a mobilidade total, 

o wQ Q Q   é a taxa de produção ou injeção, para um domínio Ω, com fronteira 

D N    , onde 
D  e 

N , são os contornos de Dirichlet e Neumann respectivamente.  

O fluxo fracional da fase j pode ser definido como  j jf , obtendo desta forma a 

equação da saturação da água: 

 w
w w

S
f v Q

t



  
                         (5) 

As equações governantes do escoamento bifásico são resolvidas utilizando-se a metodo-

logia IMPES (Implicit Pressure, Explicit Saturation), ou seja, resolve-se a equação de pressão 

de forma implícita e a equação da saturação de forma explícita, obtendo-se o campo de velo-

cidades através da Lei de Darcy. 

 

2.1 Formulação Numérica: Equação da Pressão  

Nesta secção apresenta-se uma breve introdução sobre as formulações com aproximação 

de fluxo por múltiplos pontos. Para maiores informações consultar os trabalhos de Aavats-

mark et al., (1998) e Edwards et al., (1998). 

O Método de Diferenças Finitas Localmente Conservativo com Aproximação de Fluxo 

por Dois Pontos (Two Point Flux Approximation - TPFA), ainda é o mais utilizado por simu-

ladores comerciais, porém algumas restrições são impostas a esse métodos, tais como: o cam-

po de permeabilidade é restrito a tensores diagonais, as malhas empregadas são geralmente 

cartesianas, etc. Para resolver esse problema foram propostas as formulações com aproxima-

ção do fluxo por múltiplos pontos, referenciadas na literatura como Multi-Point Flux Appro-

ximation (MPFA) Aavatsmark et al., (1998) e Edwards et al., (1998).   

A aplicação desta metodologia requer a consideração das denominadas regiões de intera-

ção, que podem ser obtidas, por exemplo, unindo os centróides das células vizinhas com os 

pontos médios das faces. Assumindo expressões lineares para a variação da pressão nas regi-

ões de interação, obtém-se expressões para as transmissibilidades impondo a continuidade do 

fluxo e da pressão através das subfaces que resultam da intersecção das faces dos volumes de 

controle e as regiões de interação (Fig.1). Como nesse processo surgem mais incógnitas do 
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que equações, normalmente é necessário introduzir considerações adicionais, o que dá origem 

a diversas variantes da metodologia MPFA. 

 

Figura 1 – Região de Interação utilizada nos métodos MPFA-O e MPFA-FPS. 

De forma geral, os esquemas MPFA conseguem diminuir efeitos de orientação de malha 

e melhoram a acurácia da solução, mesmo para os chamados tensores completos. Tal melhoria 

se deve ao fato de obter-se um estêncil estendido, de nove pontos (para malhas quadrilaterais 

em domínios bidimensionais) decorrente da aproximação do fluxo em cada superfície de con-

trole.  Nesse trabalho, foram implementados dois métodos MPFA, o MPFA-O e o MPFA-FPS 

(Full Pressure Support).  

O método MPFA-O  pode apresentar soluções no campo de pressões com oscilações es-

púrias quando o tensor de permeabilidade apresenta elevada razão de anisotropia, ou em de 

malhas computacionais com elevada razão de aspecto. Isso acontece porque o campo de pres-

sões é aproximado por um conjunto de funções lineares definidas em elementos triangulares, 

ou seja, existem regiões onde a pressão é extrapolada, já no MPFA-FPS a aproximação do 

campo de pressões é feita por funções bilineares, que dão suporte completo nas regiões de 

interação, ou seja, tem-se um gradiente de pressão mais robusto, visto que tem-se um grau de 

liberdade a mais, na equação. De forma geral, essa metodologia será aplicada na discretização 

da equação da pressão, e será observada a influência do MPFA na metodologia multiescala.  

 

3  APROXIMAÇÃO MULTIESCALA  

O MsFVM foi originalmente desenvolvido para possibilitar a resolução da equação elíp-

tica da pressão de forma acurada e eficiente, em um espaço transformado, onde o número de 

graus de liberdade é consideravelmente menor do que no espaço original. Esta metodologia 

assemelha-se às metodologias denominadas upscaling, porém, mantendo sempre a conexão 

entre os espaços, e fornecendo soluções viáveis no espaço original. Para um melhor entendi-

mento, considere um domínio   discretizado através de uma malha denominada fina, com 

fn  volumes, que representa o espaço vetorial original. Duas malhas auxiliares são construí-

das, a primeira denominada malha grossa primal com cn  volumes, é criada a partir da aglo-

meração de volumes da malha fina original, e representa o espaço transformado, a segunda é 
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criada através da aglomeração de volumes grossos primais, chamada de malha grossa dual, 

conforme pode ser visualizado na Fig. 2. 

 

 

Figura 2 – Domínio  , volumes malha fina (
f ) - linhas finas e pretas, malha grossa primal 

c

p  - li-

nhas vermelhas, e malha grossa dual 
c

d - linhas tracejadas azuis, e ponto de colocação da malha grossa 

primal p
x  (círculos amarelos). 

 

Deseja-se obter o campo de pressão na malha fina, porém antes é preciso obter a pressão 

na malha grossa, e para isso necessita-se de um operador que transmita informações entre as 

malhas. Portanto, define-se um operador de prolongamento ( opP ) que transmite informações 

da malha grossa para a fina. De forma análoga, define-se um operador de restrição ( orR ) que 

transmite informações da malha fina para a grossa. Esses operadores possuem representações 

de forma matricial de dimensões fn x cn e cn x fn respectivamente. Desta forma, é possível 

obter-se uma formulação totalmente algébrica da metodologia multiescala, facilitando a sua 

aplicação, e a inclusão de novas físicas, como compressibilidade, por exemplo. Na seção a 

seguir, será detalhada esta formulação algébrica 

3.1 Descrição Matemática do MsFVM 

No método multiescala, pode-se definir a pressão no interior do volume fino ( fP ), como: 

f c

opP P P

              

(6) 

onde cP  é a pressão no interior da célula (cell-center) de um volume grosso primal e 

opP é o operador de prolongamento. Para construir o operador de prolongamento é necessário 

resolver um conjunto de funções de base I
i . Essas funções são definidas como soluções de 

problemas elípticos homogêneos, em cada volume da malha grossa dual, como mostra as 

Eq.7-9: 

( ) 0I
iK      em 

c

d                                                                                                        (7) 
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0
I
iK


 

 
    

    em 
c

d                                                                                                      (8) 

( )I p
i Ip x                                                                                                                              (9) 

onde o índice “i” representa o volume de controle da malha fina contido no volume da 

malha grossa dual, “I” é o índice que indica em qual volume de controle da malha grossa 

primal, a função está sendo definida,  indica a componente tangencial do fluxo na fronteira 

do volume da malha grossa dual, e Ip  é a função delta de Kronecker. Note que a condição e 

contorno da Eq. 8, desacopla os subproblemas na malha grossa. 

Portanto o operador de prolongamento é definido por: 

,
( )

i I

I

op i iP x
             (10) 

Assim, como tem-se um operador que transmite informações da malha grossa para a ma-

lha fina, precisa-se de um operador que transmita informações da malha fina para a grossa. 

Este operador é denominado operador de restrição ( orR ), e determina como é realizado o ma-

peamento da malha fina para a malha grossa, sendo definido considerando-se a conservação 

da massa ( iE ). Ou seja, 

   em , 1,...,f

i i fE 0 i n                  (11) 

com fn  representando o número total de volumes na malha fina. 

A equação 11 representa a conservação de massa na malha fina, e desta forma, a equação 

de conservação da massa na malha grossa é dada por:  

0 1
f c

p,Ii

c
i p,I cE    em ,I ,...,n

 

                                                                                           (12) 

onde cn  representa o número total de volumes na malha grossa. 

Sendo assim, o operador de restrição é construído a partir da Eq. 12, juntamente com a 

Eq. 11, resultando 

 
1

1 1
0

f c

i p ,I

or( I ,i ) c ff c

i p ,I

   se 
R    I ,...,n ;i ,...,n

   se 

  
  

 

                                                    (13)
 

Com os operadores que mapeiam as informações entre as malhas fina e grossa definidos, 

é possível resolver um sistema de equações na malha grossa, para obter cP . 

Considerando que a Eq. 3 pode ser escrita, na forma discreta, como: 
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f f fT P Q  , para todo 
f fP      (14) 

onde  fT é a matriz de transmissibilidade da malha fina com dimensão 
f fn n e fQ  é o vetor 

com as informações de termos fontes/sumidouro e/ou quantidades conhecidas das condições 

de contorno da malha fina, de dimensão 1fn  . Assim é possível definir o problema elíptico 

na malha grossa como: 

c c cT P Q ,   
c cP                 (15) 

portanto existe um vetor solução cP  no espaço 
c .  

Ao substituir a Eq. 6 na Eq. 14, e pré-multiplicando toda equação pelo operador de restri-

ção (
orR ) chega-se, a: 

f c f

or op orR T P P R Q
            (16) 

Comparando a Eq. 16 com a Eq. 15 tem-se que: 

c f

or opT R T P                (17) 

c f

orQ R Q  

 E resolvendo a Eq. 15, tem-se: 

 
1

c c cP T Q



             (18)

 

E ainda, usando as Eqs. 6, 17 e 18, a solução para o campo de pressão, obtida através da for-

mulação multiescala é dada por: 

1 1[ ]ms c c f f

op op or op orP P (T ) Q P R T P R Q                  (19) 

 

3.2 Cálculo do Campo de Velocidade 

As condições de contorno reduzidas e o desacoplamento entre os problemas locais acarre-

tam inconsistência da pressão nas fronteiras dos volumes grossos duais, portanto não é possí-

vel obter um campo de velocidade conservativo na malha fina, através da pressão calculada 

pela Eq. 19. Para contornar esse problema, calcula-se novamente a pressão, pP , em cada vo-

lume grosso primal, utilizando condições de contorno de Neumann, sendo o fluxo calculado a 

partir das pressões conhecidas, obtidas pelo método multiescala , msP , nos volumes da malha 

fina localizados nas fronteiras dos volumes primais (Lunati e Lee ,2009; Zhou ,2010; Møyner, 

2012).  
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Com o valor do campo de pressões recalculado pP nas fronteiras dos volumes duais, bas-

ta obter o campo de velocidades (i.e. fluxos), localmente conservativo em todo o domínio. 

Adicionalmente, podem ser realizadas iterações de Jacobi no campo de pressão para garantir a 

consistência da solução, caracterizando um IMsFVM (Iterative Multiscale Finite Volume Me-

thod).  

 

3.3 Métodos dos Volumes Finitos Multiescala Iterativo (I-MsFVM) 

 

Na definição das funções de base, assume-se que não existe fluxo normal ao longo das 

fronteiras dos volumes da malha grossa dual, induzidos por quaisquer termos fonte ou sumi-

douro. O uso dessas condições acarreta uma inconsistência na solução do campo de pressão, o 

que torna o campo de pressão ineficiente para a determinação de um campo de velocidades 

acurado o suficiente para a aplicação na determinação do problema de transporte. Para con-

tornar esse problema, recalcula-se a pressão utilizando as condições de contorno de Neumann, 

afim de obter-se um campo de pressão acurado e eficiente. 

A medida que o meio torna-se anisotrópico, o uso dessas condições de contorno geram 

soluções não físicas, tanto no campo de pressão quanto no de saturação. Atualmente a melhor 

forma de se resolver problemas anisotrópicos, usando os métodos multiescala é usando técni-

cas iterativas. Lunati et al. (2011) e  Hajibeygi (2011) iteram os operadores de prolongamen-

to, melhorando a qualidade da solução nas fronteiras dos volumes duais, e para razões de 

anisotropia médias, tais como (10/1) essas técnicas se mostram viáveis. Para razões de aniso-

tropia altas, o método se torna computacionalmente caro, visto que aumenta demasiadamente 

a quantidade de iterações necessárias, prejudicando a eficiência do método multiescala. 

Nesse trabalho, propõe-se um método iterativo alternativo, recalculando a pressão em ca-

da volume da malha grossa primal, utilizando as pressões anteriormente calculadas pelo 

MsFVM como condições de contorno de Dirichlet, de forma a melhorar a acurácia da solu-

ção. Este método pode ser ilustrado através da Fig. (3), para um problema unidimensional. 

Neste exemplo, considera-se três volumes grossos primais (I=-1,I=0, I=1) e  deseja-se recal-

cular a pressão no volume grosso I=0. Para tal, utiliza-se as pressões calculadas em I=-

1(Pold_lef) e I=1(Pold_rig), que fazem fronteira com I=0. 

 

Figura 3 – Problema unidimensional com três volumes grossos primais (I=-1,I=0 e I=1). 

Dessa forma, recupera-se a consistência da solução, e após a convergência do campo de 

pressão, segundo a tolerância especificada, resolve-se um problema de Neumann, também nos 

volumes da malha grossa primal, para garantir conservação local.  
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A convergência do campo de pressão pode ser bastante lenta, e em cada iteração tem-se 

um campo de velocidade oscilatório na escala fina, ou seja, o fluxo num determinado volume 

fino, que pertence à interface de um volume primal grosso, é muito maior do que o somatório 

do fluxo que atravessa toda a face primal avaliada. Com essa velocidade calcula-se a condição 

de contorno de Neumann, portanto mesmo com um campo de pressão acurado pelo método 

iterativo, o uso deste campo de velocidades para definir as condições de contorno, ter-se-á um 

campo de saturação com soluções não-físicas.  

Observe que, com as iterações nos problemas de Dirichlet, eliminam-se as oscilações do 

campo de velocidade, e com poucas iterações, é possível obter soluções acuradas na pressão e 

na velocidade. Como será apresentado nos resultados, o erro da velocidade pode atingir até 

100%, e com poucas iterações o erro cai para menos de 3%, porém ainda sendo um campo 

não localmente conservativo até que a solução multiescala convirja para a solução de referên-

cia (da escala fina). No momento do desacoplamento do problema de pressão, perde-se a con-

servação existente nas interfaces dos volumes grossos primais, por isso a necessidade de re-

solver um problema de Neunamm para recuperar a conservação. Um dos objetivos deste tra-

balho é desenvolver uma metodologia multiescala que produza campos localmente conserva-

tivos. 

Não é possível utilizar o fluxo calculado na solução multiescala, porque ele é oscilatório.  

Sabe-se que o somatório dos fluxos if  nas nFaces de cada elemento discreto satisfaz a Eq. (21).  

 

1 1

Faces Facesn n

i i

i i

K
f p N Q

 

                                                                                     (21)                                                                                                                                 

Se um problema não é conservativo tem-se que a Eq. (21) se transforma em: 

1

Facesn

i

i

f Q 


              (22) 

onde   é o resíduo da solução iterativa multiescala, que impede que o somatório dos fluxos 

seja conservativo. De forma que, quando a solução iterativa multiescala convergisse para a 

fina,  =0.   

Se em um volume grosso primal, após algumas iterações, tem um   , deseja-se que 

 seja nulo para que o problema seja conservativo, portanto para cada face do quadrilátero 

subtrai-se um percentual desse resíduo, de forma que o resido a ser subtraido numa determi-

nada face ( Face ) seja dado por :  

4

1

,Face fator FaceX onde             (22) 

assim, fatorX é o valor da ponderação que será aplicado em cada face. O ideal é que esse fator 

de ponderação leve em conta as propriedades do meio, por exemplo, em regiões que existam 

barreiras que atravessem as faces grossas primais, a subtração da vazão ou é baixíssima ou 

nula. Nesse trabalho, usa-se uma média geométrica simples, onde 1/ 4fatorX  , ou seja, o erro 

é subtraído igualmente em cada fluxo da face. De forma análoga, cada face do volume grosso 

primal contém vários volumes finos, então quando escolhe-se uma face, faz-se uma nova 
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ponderação do resíduo (
fatorY ) , para cada volume fino, onde 

_Por Elemento fator faceY  , assim 

subtraindo 
_Por Elemento  tem-se um novo fluxo conservativo, dado por:  

, 1 1 2 2 ,( ) ( ) .....Novo Antigo

i face i face facef f f f                          (23) 

Repetindo esse processo para cada volume grosso primal, guarda-se o valor do novo flu-

xo conservativo, que será utilizado para calcular o novo resíduo do próximo volume grosso 

primal. Até que todo o meio esteja conservativo. Com o novo fluxo calculado para cada fron-

teira grossa primal, calcula-se um novo campo de pressão usando as condições de contorno de 

Neumann, desta vez localmente conservativo. 

 

3.4 Cálculo do Erro da Solução Multiescala 

Para avaliar a acurácia do procedimento descrito nesse trabalho, define-se os erros relati-

vo e absoluto em cada iteração, relE  e absE , dados por: 

ms

rel

P P
E

P


             (24) 

ms

absE P P              (25) 

onde P e 
msP são as soluções de referência e multiescala, respectivamente. Também foi 

utilizado o erro médio definido como a média aritmética do erro relativo, definida por:  

1

1
i

N

rel

j

E E
N 

              (26) 

onde N  é a quantidade de elementos da malha fina avaliados. Nesse caso são seleciona-

dos os elementos da malha fina onde deseja-se avaliar o erro médio. 

Por fim, foi utilizada a norma do supremo, ou infinito, dada por: 

 
1:

i
i N

A máx A


           (27) 

onde A  é um vetor de dimensão 1N  . 

 

4  RESULTADOS NUMÉRICOS 

Nesta seção apresentam-se os resultados obtidos considerando-se um escoamento bifásico 

óleo-água, num domínio 2D utilizando a metodologia IMPES. As soluções de referência fo-

ram obtidas resolvendo-se a equação da pressão e saturação diretamente na malha fina, e as 

soluções via método multiescala foram obtidas considerando-se diferentes razões de engros-

samento. Utilizou-se uma formulação de volumes finitos do tipo MPFA-O e MPFA-FPS para 
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a equação da pressão, e para a equação da saturação uma formulação explicita do tipo upwind 

de primeira ordem. 

4.1 Escoamento bifásico numa Configuração de ¼ de Cinco Poços num 

Reservatório homogêneo e levemente Anisotrópico 

Considerou-se uma malha fina com 30x30 volumes, onde simulou-se apenas um quarto 

do domínio de um reservatório com cinco poços, onde as condições de contorno “externas” 

são de fluxo nulo ao longo de todas as fronteiras do reservatório e as condições de internas ao 

reservatório são: pressão prescrita no poço de produção ( 0pp  ), saturação da água Sw = 1.0, 

vazão prescrita no poço de injeção( 1injQ  ), as saturações residuais do óleo e da água no re-

servatório são  0.0or wrS S  , a razão entre as viscosidades das fases é / 4o w    (Fig.4). O 

tensor de permeabilidade absoluta, levemente anisotrópico é dado, por: 

2 1

1 2
K

 
  
             (28) 

 

Figura 4. Domínio bidimensional do ¼ Five Spot. 

 

Neste exemplo, observou-se o comportamento da solução multiescala sem iteração, 

quando tem-se um meio levemente anisotrópico. Neste problema usou-se apenas as formula-

ções de volumes finitos do tipo MPFA-O, para calcular a pressão tanto na malha fina, quanto 

no método multiescala. 

Na Figura 5 observam-se as soluções de referência e multiescala, que foi obtida com uma 

malha grossa primal com dimensão de 3x3, caracterizando um fator de engrossamento de 10. 

É possível visualizar, qualitativamente, que para meios levemente anisotrópicos a solução 

multiescala é acurada. O erro máximo no campo de pressão é de 2.78%. 
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Figura 5. Campo de Pressão – a) Solução de referência; b) Solução Multiescala. 

 

A Figura 6 mostra os campos de saturação para um PVI (Porous Volume Injected) igual a 

0.15. Observa-se que o campo de saturação obtido pela solução multiescala é mais difusivo, 

quando comparado com a solução de referência.  O erro relativo do campo de saturação não 

chega a 1.81%relE  . Na Figura 7 tem-se as curvas de contorno, onde é possível compar a 

frente de saturação, para ambos os métodos,  e perceber que são bastante similares, confir-

mando a boa acurácia da solução. 

 

Figura 6. Campo de Saturação – a) Solução de referência; b) Solução Multiescala. 
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Figura 7 – Curvas de Contorno - a) Solução de referência-Preta ; b) Solução Multiescala-Vermelha 

4.2 Escoamento bifásico numa Configuração de ¼ de Cinco Poços num 

Reservatório homogêneo Com razão de anisotropia 10  

 

Considere o mesmo problema descrito na secção anterior, porém agora considerando um 

tensor de permeabilidade com razão de anisotropia, definido por 10yy xxK K  e 0yx xyK K  . 

Novamente, usou-se apenas a formulação de volumes finitos do tipo MPFA-O, para discreti-

zar a equação da pressão. Neste exemplo mostra-se a solução de referência, a do método mul-

tiescala sem iteração e a do método multiescala iterativo. 

A Figura 9 mostra os campos de saturações para um PVI=0.11, para a solução multiesca-

la e a solução de referência. Percebe-se que os campos de saturações são bastante diferentes. 

O erro no campo de pressão chegou a 60%, e 104% no campo de velocidade. Portanto como 

relata a literatura, a solução multiescala não iterativa, pode gerar soluções não-físicas para o 

campo de saturação. 

       

    

Figura 9. Campo de Saturação – a) Solução de referência; b) Solução Multiescala. 
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A Figura 10 mostra o campo de saturação da solução multiescala iterativa, e as curvas de 

contorno. Observe que o método iterativo é capaz de corrigir as oscilações do campo de satu-

ração, fazendo o erro cair para 2.8%, em apenas 7 iterações.  

  

Figura 10. Campo de Saturação – a) Solução Multiescala Iterativa ; b) Curvas de Contorno; Preta 

Solução de Referência, Vermelha Solução Multiescala Iterativa. 

A Figura 11 mostra a solução iterativa multiescala, e a solução de referência. O erro no 

campo de pressão é de 6.15%.  

 

Figura 11. Campo de Pressão – a) Solução de referência; b) Solução Multiescala. 

 

4.3 Escoamento Monofásico numa Configuração de ¼ de Cinco Poços 

num Reservatório altamente heterogêneo e anisotrópico 

 

Neste último exemplo, comparou-se a influência das formulações MPFA-O e MPFA-

FPS na acurácia da solução multiescala. Para isso, foi resolvido o mesmo problema já descrito 

nessas seções anteriores, porém com um tensor de permeabilidade, anisotrópico e heterogê-

neo, extraído do trabalho do Herbin e Hubert (2008), descrito a seguir:   

 
 

 

2 2

1 1 1 1 2

2 2

1 1 1 1

1
, , com 10

1

y x x y
K x y

x y x y

 


 

   
  

   
     (25) 
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Na Figura 12 observa-se o comportamento do campo de pressão da solução de refe-

rência, observe que para esse caso em particular as soluções MPFA-O e MPFA-FPS são bas-

tante diferentes. 

 

 

(a)                                                                   (b) 

Figura 12. Campo de Saturação - Solução de referência; a) MPFA-O; b) MPFA-FPS 

A Figura 13 apresenta a solução I-MsFVM. Observe qualitativamente que a solução mul-

tiescala obtida pelo MPFA-O não consegue reproduzir fielmente o campo de pressão da solu-

ção de referência, embora o erro usando a norma do infinito seja de 4.1%. Já a solução obtida 

pelo I-MsFVM/MPFA-FPS, apresenta-se em bastante conformidade com a solução de refe-

rência.  

 .    

 

Figura 13. Campo de Pressão -  a) I-MsFVM MPFA-O  ; b) I-MsFVM MPFA-FPS 

As figuras 14 e 15 mostram a convergência do campo de pressão para diferentes passos 

de iterações. No primeiro passo, usando a formulação I-MsFVM/MPFA-O, o erro no campo 

de pressão é de 34,7%, e observe que conforme aumenta o número de iterações, o erro cai, até 

chegar a 4.1% em 30 iterações. Ainda assim a solução I-MsFVM/MPFA-O apresenta-se mui-

to mais difusiva do que a MPFA-O de referência.  Em se tratando da solução I-

MsFVM/MPFA-FPS, o erro no campo de pressão é de 38%, e com apenas 30 iterações é pos-

sível reduzir erro para 4,2%. 
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Figura 14. Campo de Pressão para o I-MsFVM-O-  a) 1 iteração; b) 10 iterações;  c) 30 iterações 

 

 

Figura 15. Campo de Pressão para o I-MsFVM-FPS  a) 1 iteração; b) 10 iterações;  c) 30 iterações 

5  CONCLUSÃO 

Nesse trabalho apresentou-se uma versão de um método de volumes finitos multiesca-

la iterativo capaz de resolver problemas elípticos heterogêneos e anisotrópicos utilizando 

formulações de volumes finitos do tipo MPFA-O e MPFA-FPS. E utilizando um procedimen-

to iterativo alternativo aos encontrados na literatura, efetuando iterações de Jacobi em pro-

blemas de Dirichlet, e ao final resolvendo um problema de Neumann para garantir conserva-

ção local.  Para um campo anisotrópico e altamente heterogêneo foi possível obter um campo 

de pressão acurado o suficiente para obter-se um campo de velocidades consistente e local-

mente conservativo, o que é essencial para a solução do problema de transporte. Embora esses 

resultados sejam preliminares, a solução I-MsFVM/MPFA-FPS apresentou resultados melho-

res quando comparados aos resultados obtidos pelo I-MsFVM/MPFA-O . Portanto os resulta-

dos se mostram bastante promissores. É importante em trabalhos futuros, observar a influên-

cia da razão de engrossamento, e a influência dos métodos MPFA’s na taxa de convergência 

do método multiescala.  
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