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Resumo. O concreto é o material mais utilizado na confec¢do de elementos estruturais para a
construcdo civil no mundo. Devido a sua baixa resisténcia a tracdo ele é reforcado com
barras de ago formando o concreto armado. Elementos lineares de concreto armado sdo
comuns em edificios de miiltiplos pavimentos, pontes, galpoes industriais, entre outros. O
objetivo desse trabalho é utilizar um algoritmo de otimiza¢do para definir a quantidade de
aco e sua posicdo dentro de uma secdo poligonal qualquer de concreto sujeita a flexdo
composta, de forma que, a quantidade de aco seja a minima necessdria para resistir aos
esforcos solicitantes. Para isso, foi implementada uma rotina capaz de fornecer os esforcos
resistentes de uma segcdo poligonal de concreto reforcado com barras de ago utilizando
formulacoes desenvolvidas em dissertacoes e teses do PROPEC-EM-UFOP. As varidveis
continuas de projetos sdo as dreas das barras e os parametros da deformada da secdo.
Através de um processo iterativo, controlando o tamanho do passo a cada iteragdo, o
problema ndo linear de determinacdo dos esforcos resistentes da secdo em relacdo as
varidveis de projeto serd aproximado por um problema linear, o qual terd seu ponto otimo
definido a cada passo usando o método Simplex.
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Otimizagdo de Se¢des Poligonais de Elementos Lineares de Concreto Armado Sujeitas a Flexdo Composta

1 INTRODUCAO

Concreto é um material de construcdo resultante da mistura de aglomerantes, dgua e
agregados em propor¢des adequadas. Dentre suas principais vantagens cita-se: ter baixo
custo; ser molddvel, permitindo grande variabilidade de formas e de concepgdes
arquitetonicas; ter métodos de manuseio e dimensionamento bem difundidos; entre outras.
Devido suas vantagens, o concreto € o material mais utilizado na confeccdo de elementos
estruturais empregado na construcao civil.

As principais deficiéncias do concreto sdo a fragilidade e sua baixa resisténcia a tracdo,
em torno de 10% da sua resisténcia a compressao. Para suprir essas deficiéncias percebeu-se a
necessidade de adicionar ao concreto simples supracitado um material de boa resisténcia a
tracdo e ductilidade, propriedades encontradas no aco. Com esse material composto de
concreto simples e barras de aco, tem-se entdo o concreto armado, onde as barras absorvem as
tensdes de tracdo e o concreto absorve as tensdes de compressao.

De acordo com ABNT NBR 6118 (2014) elementos de concreto armado sdo aqueles cujo
comportamento estrutural depende da aderéncia entre concreto e armadura, € nos quais nao se
aplicam alongamentos iniciais das armaduras antes da materializagcdo da aderéncia.

O sucesso de um projeto de engenharia é alcangado quando € possivel conciliar a
seguranca com um baixo custo em um tempo hébil. Segundo a ABNT NBR 6118 (2014) os
requisitos de qualidade de uma estrutura de concreto sao classificados em trés grupos
distintos, capacidade resistente, desempenho de servico e durabilidade.

A otimizacdo visa alcancar esse sucesso, ou seja, dar a algo o seu rendimento 6timo,
criando-lhe as condi¢des mais favordveis ou dando a elas seu melhor partido possivel, tornar
algo 6timo ou ideal. Neste caso, o sucesso serd posicionar e quantificar as barras de aco em
uma secdo poligonal qualquer de concreto sujeita a flexdo composta, obtendo-se assim, a
quantidade minima de aco para que a se¢do suporte os esfor¢os solicitantes impostos ao
elemento de concreto em andlise.

2 OBJETIVOS

Um projeto estrutural deve garantir de forma primordial € com um custo acessivel que a
estrutura seja capaz de cumprir de maneira eficaz todas suas fun¢des, como, por exemplo,
suportar os carregamentos que a mesma estd imposta. Uma maneira de garantir os objetivos
citados acima com seguranca e economia ¢ fazendo a otimizacdo do produto e/ou servigo.
Segundo Maia (2009), uma grande vantagem de otimizar projetos € o abandono de parametros
baseados na intui¢do ou na experiéncia dos engenheiros, enfatizando a busca por uma solugdo
que atenda as exigé€ncias de projetos otimizando uma fun¢do objetivo, geralmente relacionada
com o custo de producgdo e execuc¢do do projeto.

Visando a otimizacdo de elementos poligonais em concreto armado, o principal objetivo
deste trabalho € utilizar um algoritmo de otimizagdo para definir a quantidade de aco dentro
de uma secdo poligonal qualquer de concreto sujeita a flexdo composta, de forma que a
quantidade de aco seja a minima necessdria para resistir aos esfor¢os solicitantes e garantindo
a seguranca estrutural.

No desenvolvimento desse trabalho foi implementada uma rotina capaz de fornecer os
esforcos resistentes de uma sec¢do poligonal de concreto reforcado com barras de aco. Para
isso utilizou-se formulagdes desenvolvidas em dissertacdes e teses do PROPEC-EM-UFOP
(Caldas, 2004, Muniz, 2005, Silva, 2007).

Neste trabalho utilizou-se a linguagem de programagdo C++ para executar a
implementagdo computacional. Toda implementagdo computacional necessdria para o
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desenvolvimento desse trabalho proposto foi construida usando o software Visual Studio
Community 2015 da Mricosoft disponivel na data dessa publicacio no endereco:
https://www.visualstudio.com/pt-br/downloads/download-visual-studio-vs.aspx.

Através de um processo iterativo, controlando o tamanho do passo a cada iteracdo, o
problema ndo linear de determinacao dos esforcos resistentes da secao em relagdo as varidveis
de projeto serd aproximado por um problema linear, o qual terd seu ponto 6timo definido a
cada passo usando o método Simplex.

3 O METODO SIMPLEX

O método Simplex € um algoritmo iterativo que busca a solucdo que minimiza uma
determinada funcdo objetivo atendendo a especificas restricoes de igualdade e desigualdade.
Foi desenvolvido hd mais de 65 anos por Dantzig e apds a evolucdo dos computadores
tornou-se uma ferramenta poderosa de otimiza¢do no campo da economia, administracdo e
engenharia.

Nesse método, as restricdes e a fung¢do objetivo devem ter relagdes lineares com as
varidveis de projeto, sendo por isso chamado de programacao linear. A programacdo linear é
iniciada e analisada na sua forma padrao dada pela Eq. (3.1) abaixo. Nessa expressdo, ¢ e X
sdo vetores em Nn, b é um vetor em Rm e A é uma matriz m X n.

minc’x sujeitaa  Ax=b,x>0 (3.1

Se o vetor x satisfaz o problema da Eq. (3.1) diz-se que ele € um ponto vidvel. O conjunto
de pontos vidveis forma um poliedro convexo com suas faces dadas por poligonos. Em
problemas de otimizacdo linear o minimo local é sempre o minimo global, caracteristica
atribuida também aos problemas convexos, ja que o problema linear € um problema convexo.

Todo problema de otimizagdo linear com restricdes de igualdade e desigualdade pode ser
facilmente colocado na forma padrio dada pela Eq. (3.1), como pode ser visto em
Vanderplaats (1984), Haftka e Kamat (1985) e Nocedal e Wright (2006).

Bazaraa e Shetty (1993) apresentam em seu livro as condicdes de otimalidade de
primeira ordem de KKT(Karush, Kuhn e Tucker) demonstrando que, se um ponto vidvel x*
de um problema de programacdo linear satisfaz essas condi¢cdes entdo o menor valor que a
funcdo objetivo pode assumir respeitando todas as restrigdes € esse ponto. O método Simplex
gera em seu processo iterativo uma sequéncia de pontos vidveis basicos, parando quando um
desses pontos satisfizer as condi¢cdes de otimalidade de primeira ordem de KKT identificando
esse ponto como o ponto de étimo.

4 ELEMENTOS LINEARES DE CONCRETO ARMADO SOB
FLEXAO COMPOSTA

4.1 Consideracoes Referentes a Otimizacao

O Primeiro passo para executar uma otimizacdo é definir de maneira bem clara a
varidveis de projeto, a funcdo objetivo e as restricdes do problema em questdo. Segundo
Bastos(2004) o projeto estrutural 6timo € obtido a partir de diversas andlises, levando-se em
consideragdo as indmeras possibilidades das varidveis de projeto dentro de um conjunto
vidvel de solucdes condicionado as restricdes de norma e de desempenho.
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4.1.1 Funcao Objetivo

Também conhecida como fun¢do desempenho, é a funcdo que deseja-se determinar o seu
minimo ou o seu maximo. Em problemas deterministicos de otimizacdo estrutural a funcao
objetivo geralmente € o volume ou o peso da estrutura, e as restricdes estdo relacionadas aos
requisitos normativos quanto a tensdes e deslocamentos (Verzenhassi, 2008). Neste caso
como o objetivo € determinar a quantidade minima de barras de acos e suas posicdes para que
a estrutura em andlise resista aos esfor¢os solicitantes com seguranga, deve-se entdo
determinar o minimo da func¢do objetivo, Eq. (4.1).

fx=Y A, (4.1)
i=1

Na Eq. (4.1), n é o niimero de barras, A; sdo as dreas das n barras, e X é o vetor de
incognitas, ou varidveis de projeto, definido no item seguinte.

4.1.2 Variaveis de Projeto

Sdo as varidveis que se alteram durante o processo de otimizacdo. Pode-se descrever um
sistema de otimizacdo por um conjunto de quantidades, neste conjunto pode existir dois tipos
de variaveis, as discretas e as continuas. As varidveis do primeiro tipo podem assumir apenas
valores inteiros, ou seja, indices que sdo associados a descri¢do do problema, como, por
exemplo, o indice que define a posi¢cao de um elemento no vetor cujos elementos definem os
diametros comerciais de armadura para estruturas de concreto armado. Ja o segundo tipo, as
varidveis continuas, podem assumir um valor real qualquer dentro de um determinado
intervalo, como, por exemplo, o didmetro de uma armadura pode ser considerado um valor
real qualquer maior que zero.

Nesse trabalho tem-se como varidveis de projeto o didmetro (ou drea) das barras e os
parametros que definem a deformada da secdo, ou seja, deformacao axial da secdo, rotacao da
secdo no eixo x e rotacdo da sec¢do no eixo y. No algoritmo de otimizacdo essas varidveis sao
consideradas continuas.

4.1.3 Restricoes

Sao funcdes de igualdade ou desigualdade que descrevem situagdes de projeto que devem
ser atendidas. Em problemas de dimensionamento esses critérios sdo definidos por normas
especificas. No caso deste trabalho sdo definidas as seguintes restri¢des: deformacgao limite no
concreto; deformacao limite no ago; esfor¢os internos na se¢ao maiores ou iguais aos esforcos
solicitantes; didmetro das barras (limite inferior e superior); tamanho do passo. Essa tltima
restricdo € definida para que seja vélida a aproximacdo linear usada no método descrito em
secOes seguintes desse trabalho.

e Deformacdes limites

A deformada da se¢do mostrada na Fig. 4.1 em relacdo ao eixo xy € dada pela Eq. (4.2).
Essa mesma deformada pode ser determinada em relacdo a outro sistema de referéncia.
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Considerando o sistema x’y” mostrado na Fig. 4.1 com 1g8=k_ / ky, tem-se a Eq. (4.3) para a

deformada da se¢do, onde £'=€e K '=k senf+k cos6.

g(x,y)

=&+ yk, —xk, (*2)

€y

=e'+y'k’ (4.3)

Para o sistema x’y’ define-se A e h, como sendo a altura dos pontos em relag@o x’ para os
pontos da secdo mais distantes desse eixo. Esses pontos serdo dois dos vértices da secao
poligonal qualquer, a Fig. 4.1 ilustra esses pontos.

Bt

¥ =

Figura 4.1 — Secao poligonal qualquer

Sendo €., e €., as deformacdes limites para o concreto, chegam-se as Eq. (4.4) a (4.7)
para as restri¢cOes referentes as deformacgdes limites no concreto. De acordo com a NBR 6118
(2014) para concreto até C50, tem-se €., =—0,35% e €., =-0,2% . No caso de se¢des
totalmente comprimidas a norma limita que a deformagdo na fibra mais comprimida seja
menor que €., e que a deformacgdo na fibra a uma distancia de 3/7h da fibra mais comprimida

seja menor ou igual a €.,. Essas distancias sdo representadas por /3 e hy nas restricdes dadas
pelas Eq. (4.6) e (4.7).

C(x)=€+k 'h—¢€,2>0 (4.4)
C,x)=¢+k 'h,—¢€,20 4.5)
C,(X)=£+k, 'h—£,20 (4.6)
C,(x)=e+k, 'h,—¢€,>0 4.7)

Definindo hy; e hy,; como sendo a altura das barras em relacdo x’ para as barras na secdo
mais distantes desse eixo, chega-se as restricdes, Eq. (4.8) e (4.9), para a deformacgdo nas
barras mais solicitadas. A NBR 6118 (2014) limita a deformag¢do no aco tracionado ao valor
de 1%.
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C,(x)=0,01—(e+k_'h,) >0 (4.8)
C,(x)=0,01—(e+k,'h,) >0 (4.9)

e Esforcos Solicitantes

O momento obtido a partir da configuracdo das barras analisadas (M) deve ser maior ou
igual ao momento solicitante. As Eq. (4.10) e (4.11) mostra como determinar esses esforcos a
partir de dados dos materiais, da secao poligonal, e da deformada da sec¢ao.

\ (4.10)
My, =006 y)yd,+) 0(x, )54,
7 i=1
\ 4.11)
MRy = J.O-(x7 y)XdA + Zo-(xi 4 yi)xiAvi
A i=1
C.(X) =M, ~M, >0 (4.12)

O esforco axial obtido a partir da configuracdo adotada das barras (Ng) deve ser igual ao
esforco normal solicitante (V). A restricdo dada pela Eq. (4.14) é uma restri¢dao de igualdade,
por isso, nesse texto ela € representada pela letra D, enquanto que todas as outras sdo
restri¢oes de desigualdades representadas nesse texto pela letra C.

" (4.13)
N, = JO'(X, vd, +Zo-(xi’ VXA,
y i=1

D;(x)=Ng—Ng =0 (4.14)

e Restricdo para os diametros das barras

As barras devem ter didmetros menores ou iguais ao diametro definido pelo usudrio e
maior que zero. Sendo x; um elemento do vetor X = (AS1 . A, € k, ky) que definem

sn

as variaveis continuas de projeto, entao:

Cipr(X)=x; (4.15)

_ (4.16)
C'i+n+7 (X) = As_ X 20

Nas Eq. (4.15) e (4.16), z‘{s ¢ a area limite para as barras, ou seja, drea da barra de
diametro dado pelo usudrio, e i = 1,2,...n com n sendo o ndmero de barras.
e Restricdes para o tamanho do passo

Definido o ponto de partida x, serd obtido o préximo ponto que atenda as restri¢des de
projeto e gere uma redugdo na funcdo objetivo a partir da equacgdo iterativa x,,, =x, +d,
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onde d € um vetor que define o passo na dire¢cdo do ponto de 6timo. Para que seja valida a
aproximacao linear usada no método descrito nesse trabalho, deve-se limitar o tamanho do

passo, ou seja, di| <4, comi=1,2, .., n+3. Dessa forma, chega-se ao conjunto de restricdes

dadas a seguir.

Ciznro(X)=4,—-d; 20 (4.20)

4.1.4 Propriedades Geométricas

A identificacdo da secdo serd feita através do seu nimero de vértices e de suas
coordenadas planas. Os vértices devem ser colocados em uma sequéncia contornando a secao
poligonal no sentido anti-horério, como pode ser visualizado na Fig. 4.2 abaixo. As barras de
aco que compdem a armadura do elemento linear de concreto armado sao definidas de forma
pontual no interior da secao.

Figura 4.2 — Definicao do sistema de coordenadas e secdo transversal

4.1.5 Materiais

A identificacdo dos materiais serd feita por meio de suas relacdes tensdo-deformacao.
Essas, por sua vez, serdo definidas através de curvas definidas por um nimero qualquer de
faixas de deformacdo, onde em cada faixa pode ser definido um polindmio de até grau 3 para
a relacdo tensdo-deformagao do material. A Fig. 4.3 abaixo ilustra um grafico para uma curva
possivel de ser representada na metodologia utilizada nesse trabalho. Esta curva pode ser
dividida em um ndmero qualquer de faixas, representada pelos Fi. Para cada faixa serdo
definidos os coeficientes que caracterizardo a curva polinomial a ser considerada e suas
deformacdes limites a direita e a esquerda, representada pelos Li.
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Tensio &

P Polindmios de até grau 3

Ll Lz L3

T T T -'
DA % Ly Lg L, Deformagio

—rf")

Figura 4.3 - Relacdo tensiao deformacao ilustrativa de um material

4.1.6 Relacao Tensao-Deformacao do Concreto

O modelo da curva tensdo-deformacao do concreto que serd usado nesse trabalho é o
modelo fornecido pela NBR 6118 (2014). A Eq. (4.21) abaixo mostra as equagdes analiticas
desse modelo.

0 para £€<0

0,851, 1—(1—ij para 0<e<é€, 4.21)

O-c (8) = c2

0,85f, parae,<€e<E,

0 para €>¢,

Na Eq. (4.21), as tensdes e deformagdes de compressao sao tomadas positivas e as de
tracdo negativas. Os valores adotados para o parametro n sdo definidos abaixo.

para f, <50 MPa: n=2
paraf, > 50 MPa: n=14+23,4[(90~ f,)/100]

n=

Ja os valores para os parametros €., (deformacao especifica de encurtamento no inicio do
patamar pléstico) e €., (deformacdo especifica de encurtamento do concreto na ruptura) sao:

€.y =2.0%0 e €,= 3.5%, para concreto de classe até C50; e &, =2,0%0+0,085%( f, —50)""
e e, =2,6%o+36%0|:(90— £,)/100 ]4, para concreto de classe C55 até C90.

A Figura 4.4 abaixo mostra a curva tensdao-deformacgdo do concreto dada pela Eq. (4.21).
Esta curva compreende concretos das classes até C90. Para classe de concreto até C50 no
intervalo 0 < € < €., a curva € descrita por uma pardbola, sendo, por isso, chamada no meio
técnico de curva pardbola-retingulo. J4 para classes C55 até C90 a curva ndo tem mais a
forma analitica de uma pardbola nesse trecho, jd que o parametro n, definido na Eq. (4.21)
acima, para esses concretos ndo ¢ mais inteiro e igual a dois.
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8(:2 € Ec

cu
Figura 4.4 — Diagrama tensdo-deformacio do concreto

4.1.7 Relacao Tensao-Deformacao do Aco

A relagdo tensao-deformacgdo para o aco que serd usada nesse trabalho é dada pela Eq.
(4.22). Essa equacdo € fornecida pela ABNT NBR 6118 (2014) e vale tanto para as barras de
aco CA25 e CAS50 quanto para os fios de aco CA60, diferenciando entre elas apenas nos
valores da deformacao e tensdo de escoamento. A Fig. 4.5 ilustra o gréifico dessa equacdo.

E¢para —g <€<¢;
‘ (4.22)
o = —f, parag<eg;

f, parae>¢g,

-

————— -1,

Figura 4.5 — Diagrama tensido-deformacio do aco

4.1.8 Esforcos Resistentes

Elementos lineares, também chamados de elementos de barra, sob ac¢do conjunta de
flexdo e for¢a axial centrada estdo sujeitos a uma distribuicdo de tensdo normal em uma sec¢ao
transversal imagindria qualquer. A partir dessa distribuicao de tensdo pode-se determinar os
momentos fletores, Mg,, Mg, € 0 esforco normal Ng, os quais sdo definidos como esfor¢os
resistentes da secdo transversal em andlise. Estes sdo descritos segundo um sistema de
coordenadas xyz com origem em um ponto qualquer do plano que contém a secdo. Os
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esfor¢os resistentes sdo obtidos por integracdo das tensdes normais ao longo da secdo
transversal.

Em termos de solucdo analitica do problema, a origem do sistema local de referéncia nao
interfere no resultado. No entanto, segundo Caldas (2004), a utiliza¢do da origem do sistema
de referéncia local coincidente com o centroide plastico da se¢do mostra-se mais adequada
quando se trabalha com secdes assimétricas observando-se menores problemas de

convergéncia em métodos iterativos quando essa metodologia é empregada dentro de um
programa de anélise de elementos finitos de barra.

5 FORMA PADRAO DO METODO SIMPLEX

O problema de otimizacdo serd dado por:

min f(x) sujeitoa C,(x)>0 comi=1,.,me D;(x)=0 (5.1)

Na Equagao (5.1), m = 13+4n é o nimero de restricdes de desigualdade, com n sendo o
nimero de barras na se¢do. Substituindo a funcdo objetivo e as restricoes do problema ndo
linear, mostrado na Eq. (5.1), por suas expansdes em série de Taylor truncada no termo de
primeira ordem, tem-se o problema linear de otimizacdo dado na Eq. (5.2).

rrhinVTf(xk)d sujeito a VI C;(x,)d =-C,(x,) e V'D,(x,)d=-D,(x,). (5.2)

Na equacdo acima, i varia de 1 até m (nimero de restricdoes de desigualdade) e V indica a
derivada da expressao a qual antecede em relac@o as varidveis de projeto (n+3). d refere-se ao
passo do processo incremental de solu¢do do problema nao linear.

Colocando o problema linear da Eq. (5.2) na forma padrao do método Simplex, tem-se:

ng‘anTf(Xk) -V fx) 0y, h*

~lv'cl],., -l el
_ [VTD]lxp 0 }d* = { 0 } (5.3)

v'cl,,
v o]

Ixm

sujeito a l:

Ixp

T
~ . T _T - .
Na expressao acima, d* = [d+ d uT} ,onde d" e d” sdo dois vetores com p = n

+ 3 componentes (nimero de varidveis de projeto), u € um vetor com m componentes
(nimero de restri¢des de desigualdade), I,,x,, € uma matriz identidade de ordem m, e 01y, € um
vetor linha com m termos nulos. Para maiores detalhes de como chegar nessa forma padrao
consultar Vanderplaats (1984), Haftka e Kamat (1985).

As derivadas em relagdo a funcdo objetivo e as restricdes C;(X), com excegdo das
restricdes devido aos esfor¢os solicitantes, sdo obtidas de forma analitica derivando estas
expressdes em relacio a X, =A,, ... ,X, =A,, X, =€, X,,=k e X,3=k, Ji as
derivadas em relacdo aos esforcos solicitantes sdo obtidas usando o método aproximado das
diferencas finitas.
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6 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Neste trabalho utilizou-se a linguagem de programa¢do C++ para executar a
implementacdo computacional com a metodologia de programacdo orientada a objetos
(POO). Pode-se dizer que esse tipo de representacdo fornece um modo intuitivo de ver o
processo de programagdo, isto €, modelar objetos do mundo real, seus atributos e seus
comportamentos (Deitel e Deitel, 2001).

A seguir sdo descritas as linhas de raciocinio para obter uma resposta otimizada do
problema de defini¢cdo da armadura de aco longitudinal de se¢des transversais poligonais de
concreto sujeitas a esforcos combinados de flexdo e carga axial.

6.1 Algoritmo

Nessa secao € descrito o algoritmo para definir » e X que minimiza a func¢do objetivo f(x)
definida na secdo 4.4.1 desse trabalho.

Passo 1 - Definir a se¢do transversal, propriedades mecanicas dos materiais, didametro da
armadura e esforcos solicitantes (M,, M, e N;). Conforme mostram as Fig. 4.2,4.3 ¢ 6.1.

Ay

Figura 6.1 — Sistema local de coordenadas

Passo 2 - Deve-se determinar um ponto de partida que atenda a todas as restricoes de
projeto. Esse ponto € necessdrio para iniciar o processo iterativo de busca do ponto de 6timo
usando aproximacoes lineares para as restri¢des e fungao objetivo a cada passo.

Passo 2.1 - Inserir o maximo de barras possiveis em uma camada na linha que define o
cobrimento da secdo. A Fig. 6.2 ilustra uma se¢do hipotética com o contorno mais externo
possivel todo preenchido por barras. Deve-se respeitar o espacamento entre barras definido
pelo usudrio.

Figura 6.2 — Secdo transversal com o maximo de barras possivel
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Passo 2.2 — A partir de uma deformada pequena que atenda as restricdes de deformacdes
limites, iniciar processo incremental iterativo para definir uma nova configuragdo para a
deformada que mantenha as restricdes de deformagdes satisfeitas e satisfagca também as
restri¢cdes devidos aos esfor¢os solicitantes. Caso ndo consiga definir essa nova configuragao
para a deformada deve inserir mais uma camada de barras respeitando afastamento necessario
entre as barras e retornar ao passo 2.1.

Passo 3 - Definir uma nova configuracdo das barras que minimize a funcao objetivo f(x).
A seguir é mostrado um detalhamento desse passo.

Passo 3.1 - Definir m = n. Onde m € uma variavel inteira que controla a quantidade de
barras de um determinado diametro, dado pelo usudrio, fixadas na secdo poligonal. n é o
nimero de barras obtidas no passo 2.

Passo 3.2 - Calcular os didmetros das m barras que minimizam a fun¢ao objetivo f(x)
respeitando todas as restrigoes definidas no item 4.1.3.

Neste passo sera utilizado o método Simplex, descrito no item 3 desse trabalho, em
conjunto com um algoritmo de programacdo sequencial (permite a solu¢do do problema nao
linear através de um processo iterativo aplicado em uma sequéncia de problemas lineares)
para definir uma nova configuracdo das barras que minimize a fun¢do objetivo. Dentre as
restricdes do problema tem-se as restricdes que definem limites superior e inferior para as
areas das barras, sendo o limite inferior o valor zero, e o limite superior o valor da drea de
uma barra de didmetro definido pelo usudrio.

Passo 3.3 — A nova configuracdo das barras obtida no passo anterior, tende a manter os
diametros das barras que contribuem de forma mais significativa para os esforcos resistentes
da sec¢ao e a reduzir até o limite inferior os didmetros das barras que pouco contribuem. Fixar
as barras que mantiveram o didmetro limite, ou muito préximo dele, e retirar as barras que
tiveram seu didmetro zerado, ou muito proximo de zero. A Fig. 6.3 ilustra a retirada de umas
barras e a fixacdo de outras.

Figura 6.3 — Secido transversal com as barras com didmetro limite demarcadas
Passo 3.4 - Das barras que ndo foram excluidas ou fixadas no passo 3.3, verificar a que
possui maior drea e fixa-la para o diametro estabelecido pelo usudrio. Reduzir m de acordo
com as barras fixadas e retiradas.

Passo 3.5 - Se m > 0 voltar ao passo 3.2. Caso contrdrio, ir para o passo 4.

Passo 4 - Encerrar o procedimento iterativo com o ponto de 6timo dado pela tdltima
configuragdo de barras tendo todas elas o0 mesmo diametro que foi definido pelo usuério.
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O algoritmo apresentado usa o método simplex no passo 3.2 para alterar as dreas da secao
transversal das barras e a deformada da secdo de forma a minimizar a funcdo objetivo, nesse
caso essas varidveis sdo continuas. No entanto, o algoritmo também fixa os didmetros de
algumas barras eliminando-as do conjunto de varidveis e retorna o processo de otimizagao em
busca de um novo ponto até que todas as barras sejam fixadas. Nesse processo, o nimero de
barras estd sendo variado, portanto, pode ser considerado como uma varidvel discreta do
problema.

Vale ressaltar que todas as figuras utilizadas para representar o método sdo meramente
ilustrativas.

7 EXEMPLO

Nesse exemplo serd determinada a menor quantidade de aco longitudinal para que a
secdo retangular da Fig.7.1 consiga resistir a um esfor¢co combinado de uma carga axial de
compressao de 120kN e um momento de 20kNm. A carga axial estd atuando no centro
geométrico da secdo e 0 momento sobre o eixo x tracionando a parte inferior da secao
retangular.

30cm

=R

+ 20cm k
Figura 7.1 — Secao retangular sob flexdo composta reta

O exemplo acima sera resolvido utilizando as equacdes de equilibrio da se¢do transversal,
Eq. (7.1) e (7.2), e utilizando o programa desenvolvido neste trabalho.

7.1 Resolucio através das equacoes de equilibrio

As equagdes de equilibrio 7.1 e 7.2 foram desenvolvidas considerando armaduras
concentradas em um ponto e distribui¢do constante da tensdo na regido comprimida. Para que
essa ultima consideracdo dé resultados satisfatérios, a regidao comprimida da secdo € reduzida
em 20%.

Fd = O’ 680—cbdﬂx +A€lo-s1 +A€20-SZ (7 1)
Md = O’ 680—cbd2ﬁx (1_0’ 4ﬁx ) +A€lo-s1 (d _d,) _(d _h/2) F;i (72)

Nas Eq. (7.1) e (7.2), F; é o esforco axial atuando no centro geométrico da se¢dao
retangular e deve ser considerado positivo quando for de compressao, Ay; € a armadura no
lado comprimido por M, e Ay, € a armadura no lado tracionado, o, € a tensdo na fibra mais
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comprimida do concreto, o, € a tensdo no a¢o no lado comprimido por M, e 65, € a tensdao no
aco no lado tracionado.

Buscando uma solucdo otimizada em termo da quantidade de aco, serd verificada a
possibilidade de dimensionamento da sec¢do considerando armadura apenas na regido
tracionada por My, ou seja, serd tomado Ag; nulo.

Verificando o dimensionamento nos dominios 2b, 3 ou 4 (NBR 6118, 2014) e adotando

A,; =0, tem-se como incégnitas A,> e B.. Nos dominios em andlise tem-se que £, >0,2%, e,
portanto, O, = f.s. Substituindo esses valores na Equacdo 6.2 e sendo, M, =20kNm,

d =26,5cm, h=0,3cm, b=0,2cme f,q= 25MPa/1,4, obtém-se ,Bx= 0,2170 que pertence ao
dominio 2b [0,1667; 0,2593], como considerado de inicio.
Sabe-se que para o dominio 2 tem-se £, =1% e, portanto, O,, =—f o (0 sinal negativo

deve-se ao fato desse esforco normal ser de trac@o). Substituindo na Equacdo 6.1 obtém-se
uma area de aco Ay = 0,450m2.

7.2 Resolucao através do programa desenvolvido

O algoritmo implementado nesse trabalho para anélise de se¢des poligonais de concreto
armado sujeito a flexdo composta obliqua, comeca inserindo uma quantidade de armadura no
contorno da secdo respeitando o cobrimento da armadura em relagdo ao contorno externo € o
espacamento entre as barras, esses dados sdo definidos pelo usudrio. Nesse exemplo foram
considerados cobrimento e espacamento de 3,0cm. Sendo assim, a secdo serd composta
inicialmente por 16 barras de 10mm como mostra a Fig. 7.2. A Tabela 7.1 a seguir mostra as
coordenadas dessas barras considerando centroide da sec¢do coincidente com a origem do
sistema de referéncia adotado.

200

AL

e o (e @
100
] ]
50
] ]
450 A0 50 i 50 130 150
50
] ]
100
¢ & (e @

300
Figura 7.2 — Secdo com barras longitudinais

Tabela 7.1 — Coordenadas das barras

bl b2 b3 b4 bS5 b6 b7 b8
x (mm) -22 22 65 65 65 65 65 65
y(mm) | -115 -115 -115 -69 -23 23 69 115
b9 b10 b11 b12 b13 b14 b15 b16
x (mm) 22 -22 -65 -65 -65 -65 -65 -65
y(mm) 115 115 115 69 23 -23 -69 -115
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O préximo passo do algoritmo consiste em determinar uma deformada para a secado de tal
forma que as restricdes do problema sejam satisfeitas. Caso isso ndo seja possivel deve ser
inserida mais uma camada de barras na se¢@o e o processo deve ser repetido. Partindo de uma
deformada pequena para a secdo, tem-se as restricOes referentes as deformagdes limites
atendidas. Para se ter uma deformada que atenda também as restricdes referentes aos esforgos
solicitantes € utilizado um processo iterativo onde pequenos passos sdo dados nas varidreis da
deformada na inten¢do de variar gradativamente os esforcos resistentes, até que esses atendam
as restri¢des referentes aos esforgos solicitantes, sem deixar de atender as demais restricoes.
Isso pode ser conseguido obtendo um ponto possivel bdsico para o problema de otimizacao
linearizado como discutido em secdes anteriores desse trabalho. Depois desse processo o

algoritmo encontra as varidveis ¢ =3,76x10", k. =-390x10° e ky =0 que definem a

equacgao da deformada da secdo.

A Figura 7.3 mostra a variacdo dos pardmetros da deformada da secdo com as iteragcdes
do processo descrito no pardgrafo anterior. Na Fig. 7.3, € ¢é a deformacdo axial da secdo
transversal no ponto coincidente com a origem do sistema de referéncia, k, e k, sdo as

rotacdes da secdo em relagdo aos eixos x e y, respectivamente. No eixo horizontal do grifico
mostrado na Fig. 7.3 estd indicado o nimero de iteragdes necessdrias para se ter a deformada
que satisfaca todas as restrigdes.

0 100 200 300 400 500 600 F00
-1.00E-05
-3.00E-05
-5.00E-05
-7 .DOE-05

-9.00E-05

-1.10E-04

=5.00E-04
-1.00E-03
=1.50E-03
-2.00E-03
-2 50E-03
-3.00E-03
=3.50E-03

-4.D0E-03
Figura 7.3 — Variacio da deformada no processo iterativo

A Figura 7.4 a seguir mostra a variacdo dos esforcos na secdo transversal com as
iteracdes do processo descrito anteriormente. Os esfor¢os iniciam com os valores de M, = -
0,3kNm, M, = 0 e N = -10,9kN, apds 200 iteracdes o esforco normal atinge o valor de
solicitacdo mantendo esse valor nas iteracdes seguintes. Por volta de 700 iteracdes todos os
esforcos atingem os valores de solicitagdo, definindo assim um ponto dado pelas 16 barras de

10mm, mostrada na Fig. 7.2 anterior, e deformada da se¢io com &=3,76x10",
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k. =-390%x10" e k, =0, parAmetros para as varidveis de projeto que atende todas as

restri¢des de projeto, ou seja, ponto de partida X para definicdo dos préximos pontos, através
da equacdo iterativa Xx4+; = X¢ + d, que atendam as restricdes e reduza o valor da funcdo
objetivo. O nimero de iteragdes mostrados nas Fig. 7.3 e 7.4 nao refere-se as iteracdes do
algoritmo simplex (passo 3.2) na definicdo do ponto possivel bdsico, e sim nas iteracdes
referentes ao passo 2 do algoritmo dado no item 6.1 desse trabalho.

0 100 200 300 400 500 600 700

0.0 T
Wy

-5.0

-10.0
\N

-20.0

-20.0 \

-40.0 \

-60.0 \

-80.0

-100.0
\ N
-120.0

Figura 7.4 — Variacao dos esforcos na secao no processo iterativo

Ap6s a definicdo do ponto de partida xo € determinado d resolvendo o problema de
otimizacdo descrito na sec¢io 4.2 desse trabalho. Dentre o conjunto de restricdes do problema
encontra-se as restricoes que limitam o tamanho do passo d para que seja valida a
aproximacao linear para a func¢do objetivo e restrigdes do problema. A Fig. 7.5 a seguir
mostra a variacdo da drea de cada barra ao longo do processo iterativo.
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Figura 7.5 — Variacdo da area das barras no processo iterativo

Como as 16 barras tem inicialmente diametro de 10mm, observa-se da Fig. 7.5 que as
curvas de reducdo das dreas de todas as barras partem do mesmo ponto. Apds 90 iteracdes
somente quatro barras tem drea ndo nula, bl, b2, b3 e b16. Essas barras sdo as quatro barras
no lado inferior da secdo retangular, como pode ser comprovado da Tabela 7.1 e Fig. 7.2.

A Figura 7.6 a seguir mostra a reducdo da fun¢do objetivo durante o processo iterativo. O
eixo vertical dessa figura nos dd a drea de aco em m’ ap6s um determinado nimero de
iteracdes. O valor final da soma das dreas de aco das quatro barras obtido pelo processo
iterativo apresentado nesse trabalho € de 0,46cm’.
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Figura 7.6 — Variacao da soma das areas das barras no processo iterativo
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A Figura 7.7 a seguir mostra a variacdo das restricdes referentes as deformacdes limites
na fibra mais comprimida e na barra mais tracionada durante o processo iterativo. Por questio
de ilustragdo no grafico as deformagdes de compressdo na fibra mais comprimida foram
tomadas com seus valores absolutos. Observa-se da figura que as deformagdes para o ponto
de partida eram bem menores que a deformacao limite para o aco (1%) e concreto (0,35%).
Durante o processo iterativo as dreas de aco vao reduzindo, a deformada da secdo vai
aumentando, e as restri¢des, por forca do método implementado, sdo todas atendidas, no
entanto a folga que as restricdes de desigualdade tinham no inicio vao diminuindo com o
avango nas iteracdes, como pode ser evidendiado na Fig. 7.7.
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o 20 40 60 g0 1000 120 140 160 180 200 220 240

Figura 7.7 — Variacio das restricoes referentes as deformacdes no processo iterativo

Como pode ser observado nessa secdo, a drea de aco minima obtida usando as equagdes
de equilibrio (0,45cm?) e o programa implementado nesse trabalho (0,46cm?) sdo
praticamente coincidentes. A pequena diferenca deve-se ao fato de que no programa
implementado a variacdo da tensd@o normal na segdo transversal é representada conforme
diagrama tensdao deformacdo do concreto definido pela NBR6118 (2104), enquanto que nas
equacdes de equilibrio essa variagdo € considerada constante reduzindo a drea comprimida em
20%.

8 CONCLUSOES

Nesse trabalho foi utilizado um algoritmo de otimizagdo para definir a quantidade de aco e
sua posicdo dentro de uma secdo poligonal qualquer de concreto sujeita a flexdo obliqua
composta, de forma que, a quantidade de aco seja a minima necessdria para resistir aos
esfor¢os solicitantes. Através de um processo iterativo, controlando o tamanho do passo a
cada iteracdo, o problema nido linear de determinacdo dos esforcos resistentes da secdo em
relac@o as varidveis de projeto € aproximado por um problema linear, o qual teve seu ponto
o6timo definido a cada passo usando o método Simplex. Como observa-se do exemplo
apresentado, o método implementado nesse trabalho junto com o algoritmo Simplex trabalhou
satisfatoriamente para a conclusdo dos objetivos desse trabalho. O nimero de iteragdes
elevado no processo se deve a linearizacdo do problema, no entanto, verificou-se que o tempo
computacional para andlise de cada iteracdo € baixo, uma vez que a cada passo € resolvido um
problema linear.
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