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Resumo. Boa parte dos sistemas mecdnicos sofrem com incertezas que surgem a partir da
imprecisdo dos dados ou da natureza dinamica do problema. Diferentes métodos tém sido
utilizados para lidar com a propagacdo de incertezas, entre eles o Hipercubo Latino e o
Polinomio do Caos. O método do Hipercubo Latino permite obter a funcdo densidade de
probabilidade do processo aleatorio a partir da amostragem sobre pontos do dominio do
processo. Por sua vez, o método do Polinomio do Caos permite separar as componentes
estocasticas e deterministicas da resposta aleatoria a partir do uso de polinomios ortogonais
condizentes com a distribui¢do de probabilidade das variaveis aleatorias que representam as
incertezas. Este trabalho analisa os métodos Hipercubo Latino e Polinomio do Caos para a
quantificagdo de incertezas em sistemas do tipo massa-mola-amortecedor com/sem ndo
linearidades, aléem de considerar as respostas em func¢do da frequéncia e do tempo. A analise
dos métodos a partir de simulagcoes numéricas mostra que o Polinomio do Caos é uma boa
escolha para lidar com incertezas, mesmo em sistemas ndo lineares.

Palavras-chave: Propagacdo de incertezas, Hipercubo Latino, Polinomio do Caos, Sistema
Massa-Mola-Amortecedor.
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1 INTRODUCAO

O estudo de sistemas mecanicos ¢ de grande importdncia para as engenharias,
principalmente quando o comportamento dindmico do sistema ¢ afetado por efeitos de
incertezas e nao linearidades. Torna-se entdo necessario considerar esses efeitos, os quais
podem surgir a partir da imprecisdo ou incompletude dos dados, ou da natureza dindmica do
problema. Assim, buscam-se respostas robustas (isto é, um projeto robusto) que sejam
capazes de representar a realidade do sistema sendo projetado mesmo sobre condi¢des de
mudanga.

Entre os métodos empregados para a quantificacdo de incertezas, tem-se os baseados em
amostragem, como a simulagdo de Monte Carlo e de Hipercubo Latino, que buscam gerar
amostras de valores aleatdrios associados a um dado dominio. Apesar desses métodos serem
faceis de aplicar, eles acabam sendo caros computacionalmente, uma vez que ¢ preciso um
numero grande de amostras para obter uma convergéncia aceitavel na pratica. O Hipercubo
Latino possui uma taxa de convergéncia geralmente melhor do que a do Monte Carlo.

Olsson et al. (2003) fizeram um estudo de vdrias técnicas de amostragem aplicados a
problemas de engenharia, em que destaca a eficiéncia do Hipercubo Latino. Robert e Casella
(2011) apresentaram uma revisao do estado-da-arte sobre o Monte Carlo, em particular, com o
uso de cadeias de Markov. Santos (2014) discutiu varios métodos de amostragem inteligentes,
com destaque para a comparagao entre aqueles que podem ser incorporados no Monte Carlo
para melhorar a sua convergéncia. As comparagdes ocorrem para a resolucdo de problemas
relacionados a confiabilidade de estruturas. Viana (2014) fez uma discussdo generalizada a
respeito do Hipercubo Latino, mostrando que ¢ crescente o nimero de artigos envolvendo o
uso deste método, além de levantar cinco questdes sobre o seu uso, que incluem: o motivo
dele ser bastante empregado, suas deficiéncias e como ele vem sendo melhorado com o
emprego de métodos de otimizagao.

Por outro lado, existem métodos que ndo sdo baseados em amostragem e tratam as
incertezas por meio de aproximagdes. Uma abordagem consiste em descrever as incertezas
usando a expansdo de Karhunen-Loeve em termos de variaveis aleatorias. Apesar desta
expansdo reduzir a dimensionalidade do espaco aleatorio, ela requer o conhecimento da
funcdo de covariancia associada as incertezas. Lira Junior (2012) empregou a expansao de
Karhunen-Loeve para descrever campos de permeabilidade de pocos de producdo de 6leo e
relata o seu alto custo computacional, de forma que ¢ preciso usar a técnica da matriz de
nucleo para obter resultados satisfatorios.

Ghanem e Spanos (1991) apresentaram uma descricdo detalhada da expansdo de
Karhunen-Loeve, mas focaram no desenvolvimento do Polindmio do Caos para a base de
polindmios ortogonais de Hermite, com aplicagdo em diferentes problemas de mecénica. Xiu
e Karniadakis (2002a) generalizaram o Polindmio do Caos para a familia de polindmios
ortogonais de Askey, de forma que as varidveis podem seguir outras distribuigdes de
probabilidade. Uma aplicagdo para a resolucao de equagdes diferenciais parciais elipticas com
incertezas foi feita por Xiu e Karniadakis (2002b), em que se aplicou a projecdo de Galerkin
para uma expansao em Polindmio do Caos.

No caso de sistemas em que se busca a resposta dindmica, Gerritsma et al. (2010)
propuseram uma forma de lidar com o Polindmio do Caos para considerar a dependéncia do
tempo. Com isso, os autores conseguiram melhorar a convergéncia do método quando se
busca uma resposta para longos intervalos de tempo. Kewlani et al. (2012) consideraram o
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Polindmio do Caos no estudo da resposta dindmica do movimento de um veiculo com
pardmetros incertos ou com incertezas oriundas do terreno. Os autores compararam as
respostas via simulacdo por Monte Carlo e para o Polindmio do Caos generalizado.

Aplicagdes envolvendo o Polindmio do Caos para sistemas ndo lineares com incertezas
foram feitas, por exemplo, por Lucor e Karniadakis (2004), que estudaram osciladores nao
lineares sujeitos a excitagdes aleatdrias. Os autores consideraram osciladores de Duffing com
forca externa sujeita a diferentes tipos de incertezas, em que uma comparagdo com o sistema
deterministico ¢ realizada. Guerine et al. (2016) consideraram o Polindmio do Caos com a
base de Hermite para lidar com o comportamento dindmico ndo linear de um sistema de
engrenagens com atrito. Os autores assumiram que o coeficiente de atrito ¢ um parametro
incerto, de forma que um sistema de oito graus de liberdade precisa ser resolvido.

Algumas desvantagens estdo associadas ao emprego do Polindmio do Caos, como o
rapido crescimento da dimensionalidade do problema, que depende do niimero de varidveis
aleatodrias, e da maxima ordem usada para a expansdo. A literatura tem apontado que uma boa
representacdo das incertezas geralmente exige muitas varidveis aleatorias independentes,
enquanto sistemas ndo lineares precisam de uma expansdo com muitos termos, isto ¢, ordem
alta para os polindmios (Lucor e Karniadakis, 2004).

Este trabalho apresenta e aplica o método do Hipercubo Latino e a expansdo em
Polindmio do Caos, com a base de polindmios de Hermite e considerando a obtencdo dos
coeficientes da expansdo pela proje¢do de Galerkin, para lidar com a propagacao de incertezas
em sistemas do tipo massa-mola-amortecedor. Para tanto, dois casos s3o avaliados, o primeiro
para um sistema linear que considera a massa e a rigidez como parametros incertos, em que se
busca a resposta do sistema no dominio da frequéncia. O segundo caso considera o sistema
com ndo linearidade e incertezas na mola, tal que se busca a resposta dindmica, em func¢ao do
tempo.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. A se¢do 2 traz uma descricdo do método
de Hipercubo Latino, enquanto a se¢do 3 descreve o método do Polindmio do Caos mostrando
a diferenga da versdo original, com base em polindmios de Hermite, com a versdao
generalizada, que considera qualquer polinomio da familia de Askey. A se¢do 4 mostra como
aplicar o Polindmio do Caos em sistemas massa-mola-amortecedor para dois casos, 0
primeiro para a resposta no dominio da frequéncia e a outro para a resposta no dominio do
tempo. As simulagdes numéricas para cada caso sdo feitas na se¢do 5, em que se compara as
solucdes deterministicas/numéricas com as do Hipercubo Latino e do Polindmio do Caos para
uma andlise da sensibilidade dos pardmetros incertos. Conclusdes e diregdes para trabalhos
futuros sao dadas na se¢ao 6.

2 HIPERCUBO LATINO

O método do Hipercubo Latino (HL) foi discutido inicialmente em McKay et al. (1979),
como uma alternativa mais eficiente ao método do Monte Carlo (MC) ¢ outros similares. O
HL busca realizar a amostragem de variaveis aleatorias a partir de uma estratificagdo, que
consiste em dividir o dominio das variaveis em intervalos de igual probabilidade chamados de
estratos.

Enquanto o MC exige um grande niimero de pontos da amostra para representar com
precisdo as varidveis, uma vez que os pontos sdo gerados aleatoriamente e de forma
independente, o HL gera pontos de forma aleatéria controlada. Em outras palavras, no HL
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faz-se a sele¢do aleatoria de um ponto da amostra por estrato evitando que todos os pontos
venham de uma mesma regido. Quando existe mais de uma variavel, os pontos sdo gerados
para cada uma e depois combinados aleatoriamente visando respeitar um ponto por estrato.
Segundo Chrisman (2014), se o HL requer p pontos da amostra para atingir uma dada
precisdo, no MC € preciso ao menos p~ pontos para atingir a mesma precisao.

A Fig. 1 exemplifica o caso em que no MC ocorre a concentragdo dos pontos em uma
determinada regido do espago amostral, enquanto no HL ha uma cobertura mais homogénea e
controlada do espago, com um ponto por estrato, o que permite uma convergéncia mais rapida
(Viana, 2015). A Figura 1(b) ¢ um exemplo de constru¢do do quadrado latino, que ¢ um plano
de projecdo uniforme com uma amostra por estrato. No caso multidimensional, tem-se a
divisdo do espago em hipercubos com a constru¢do dos chamados hipercubos latinos, similar
ao feito para o quadrado latino (Forrester et al., 2008).

Em linhas gerais, no método HL, ao considerar que hé n varidveis aleatérias X;, Xo, ..., X,
(espago n-dimensional) e seja requerido p pontos da amostra (resulta nos p estratos) por
variavel, gera-se uma primeira matriz, chamada de H, de ordem p x n, em que cada coluna de
H representa uma permutacao aleatoria de /, 2, ..., p.
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(a) Monte Carlo (b) Hipercubo Latino

Figura 1. Amostragem para duas variaveis aleatdrias.

Uma segunda matriz, chamada de R, também de ordem p x n, ¢ criada contendo niimeros
aleatorios entre (0,1) que foram gerados segundo alguma distribui¢cdo, sendo comum utilizar a
distribuicdo uniforme. Torna-se interessante que a geracdo de R leve em consideracdo uma
funcdo densidade de probabilidade que esteja de acordo com a distribui¢do utilizada para
representar a variavel aleatéria, podendo assim ser utilizada uma distribuicdo normal, log-
normal, gaussiana, beta, gama, Weibull, entre outras, em substitui¢ao a distribui¢dao uniforme.

Com as matrizes H e R, obtém-se a matriz L = (1/p)(P — R). A partir da matriz L, pode-se
gerar as amostras x; da varidvel aleatoria JX; utilizando a fungdo Fx_jl, que € a inversa da
funcdo de distribui¢do acumulada de probabilidade da varidvel amostrada (Ketson, 2014), ou
seja:
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xij = Fet(Lij) €Y

em que L; ¢ o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz L. A Fig. 2 traz um
exemplo das matrizes H, R e L para n=2 ¢ p=4 dada uma distribuicdo Gaussiana, que ¢ a
normal com média zero e variancia igual a um.

Embora o HL seja um método que traz boa uniformidade para representar uma variavel,
ele comega a ter problemas quando o niimero de variaveis aleatérias aumenta. O principal
problema ¢ manter a uniformidade de preenchimento do espago, isto ¢, realizar uma
amostragem homogénea do espaco a fim de garantir um ponto por hipercubo. Uma forma de
contornar esse problema ¢ buscar a maximiza¢do da minima distancia entre os pontos e
reduzir a correlagdo entre os pontos, porém ndo ¢ uma tarefa trivial de ser alcangada em
termos de otimizacdo (Viana, 2015).
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Figura 2. Aplicacio do Hipercubo Latino para duas variaveis com quatro pontos.

3 POLINOMIO DO CAOS

O método do Polindmio do Caos (PC) foi proposto inicialmente para resolver equagdes
diferenciais estocdsticas. Atualmente, a expansdo em PC tem também sido aplicado para
resolver sistemas mecanicos com modelagem estocéstica, em especial, quando ha a presenca
de incertezas. A expansdo em PC permite criar uma relacdo robusta entre a resposta do
sistema e as variaveis aleatorias, uma vez que pode determinar a média e o desvio padrao da
resposta aleatoria.

O PC foi definido com base em uma expansao dos polindmios de Hermite para processos
estocasticos de segunda ordem (isto €, aqueles com variancia finita) em termos de varidveis
aleatérias gaussianas ortonormais independentes considerando o espago de Hilbert L’.
Segundo Xiu et al. (2003), o PC com base em polindmios de Hermite ¢ também chamado de
PC Homogéneo, dado o seu desenvolvimento na teoria do caos homogéneo de Wiener.
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Apesar do PC homogéneo ser utilizado também para lidar com processos envolvendo
outros tipos de polindmios ortogonais, a sua convergéncia nesses casos ¢ lenta. Por isso, uma
versao generalizada do PC foi proposta envolvendo o uso de bases de polindomios ortogonais
do Esquema de Askey, resultando no chamado PC Generalizado ou PC de Wiener-Askey
(Schoutens, 1999).

No PC generalizado as varidveis aleatorias podem seguir a distribui¢do uniforme (requer
polindomios de Legendre), beta (polinomio de Jacobi), exponencial (polindmio de Laguerre),
gama (polindmio de Laguerre generalizado), entre outras. Também ¢ possivel considerar
variaveis discretas com a distribuicdo de Poisson (polindmios de Charlier), binominal
(polindmio de Krawtchouk), hipergeométrica (polindmio de Hahn), etc (Xiu et al., 2003).

Partindo de Ghanem e Spanos (1991), faz-se adiante o desenvolvimento do PC
homogéneo, utilizando a base de polindmios de Hermite, para dado um processo estocastico
de segunda ordem. Para a resposta do sistema representada por um processo estocastico X(w),
em que w representa um evento aleatorio, a expansao em PC ¢ dada por:

XW) = aoly + 500y a1y (8, () + B2 By iy, (8, (W), &, W) +
A Ty B Gy (8, W), 6, (W), &, (W) ) +
S Ty B B @iy, T (&, W), &, W), 6, (W), &, (W) ) + -+ )

em que Os @;;  representam os coeficientes da expansdo; Fp(fl- o Si, ...,Ein) representa o

polindmio do caos de ordem p e de dimensdao n = oo, que € ortogonal em termos das variaveis
aleatorias gaussianas independentes dadas em & = (fi S, Ein). Por conveniéncia, omite-
se o argumento w das variaveis em ¢&.

A Eq. (2) pode ser rescrita a partir de uma indexag@o baseada em termo resultando em:
X(w) = 220 a;9;($) (3)

em que existe uma bijegdo entre os termos [}, com @;, assim como entre @; € 0s NOVOS
coeficientes @;.

Os polindémios em ® = {®;, D,, ...} formam uma base ortogonal completa em termo das
variaveis aleatorias independentes em &, de forma que produto interno coincide com o valor
esperado E no espago de Hilbert, isto ¢:

(P, @5) = E[P, &5] = [, & (H)s(H)p(§)dé (4)

em que p(§) representa a fungdo peso e C ¢ o suporte (intervalo de ortogonalidade). Os
polindmios sdo ortogonais quando o produto interno ¢ nulo, isto é, a integral resultard em zero
parar # s.

A funcdo peso assume a forma da funcdo de distribuicdo de probabilidade das variaveis
aleatorias § sendo consideradas. No caso particular do PC homogéneo, em que o C representa
o intervalo (—oo, 0), a fungdo peso dos polindmios ortogonais de Hermite ¢ dada por (Xiu et
al., 2003):

1 Lt
P ==’ (5)

que também representa a funcdo densidade de probabilidade de varidveis aleatdrias gaussianas
n-dimensionais, como € o caso de ¢.
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Na expansdo do PC homogéneo, o polindmio do caos I},, de ordem p e dimenséo n, €
obtido calculando-se o polinomio de Hermite n-dimensional (Ghanem e Spanos, 1991), isto é:
1,1 n 1.1
— (1 [ 556 ¢ g —§'¢
LGLEs &) = D () (e e ™) (6)

que pode ser rescrito como um produto de # polindmios em uma Unica variavel, considerando
que ®, = 1, a saber (Lira Junior, 2012):

Fp(flifZ "-'En) = &,(§1)P,(&2) ---Cbn('fn) = d’j(f) (7)

E importante destacar que, no caso da expansio do PC generalizado, as varidveis
aleatdrias em & ndo sdo necessariamente gaussianas. Neste caso, faz-se a escolha de uma base
de polindmios ortogonais (esquema de Askey) de acordo com a distribui¢do de probabilidade
das variaveis aleatdrias consideradas. Logo, o produto interno na Eq. (4) deve considerar a
funcdo peso, na Eq. (5), definida de acordo com a base de polindmios usada, e da mesma
forma para o intervalo representado pelo suporte C.

Os coeficientes @; na Eq. (3) sdo obtidos seguindo a Eq. (8), calculados a partir da
projecdo de Galerkin (Cunha, 2010), que consiste na projecao da resposta com relagdo a cada
polindmio da base ® por meio do produto interno, além de considerar as propriedades de
ortogonalidade, isto ¢:

4 = X@©, 2,8 _ Jo X®2;p@®dg
T ERe0i®), () (@;(8), @)

(8)

uma vez que somente para i = j o produto interno (372, ®;(§), ®;(§)) ¢ ndo nulo. Observa-
se que o numerador depende da resolugdo de uma integral n-dimensional em §, enquanto o
denominador pode ser resolvido analiticamente.

Do ponto de vista aplicado, a Eq. (3), que contém uma expansdo infinita, ¢ substituida
por uma finita, a0 mesmo tempo que se usa um nimero finito de variaveis aleatorias. Assim, a
expansdo finita em PC passa a ser:

X(w) = X7, 4;9;(8) €))
em que N representa o niimero de termos da expansdo dado um polindmio de ordem méxima

p ¢ adimensdo de & sendo n < oo. O valor de N ¢ obtido por:

N="RE g (10)

nip!

Segundo Ghanem e Spanos (1991), grande parte dos problemas mecanicos que envolvem
variaveis aleatdrias podem ser escritos como:

(L—1IWw)X(w) = Fw) (11)
em que L é a componente deterministica ¢ II(w) é a componente aleatoria do sistema,
enquanto X (w) ¢é a resposta relacionada com a excitagdo F(w).

Por sua vez, a componente aleatoria, que contém as incertezas, pode ser escrita como
(w) = a(W)R, em que R representa a parte deterministica. O processo a(w) pode ser
expresso na forma de uma expansdo de Karhunen-Loeve, isto ¢é:

a(w) = 221 §i(w)g; (12)

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Hipercubo Latino e Polinomio do Caos para Sistemas Massa-Mola-Amortecedor com Incertezas

sendo g; fungdes deterministicas associadas a covariancia do processo a(w). Pode ser
conveniente, em situagdes em que a covariancia ¢ desconhecida, representar a(w) por uma
expansdao em PC usando a Eq. (3).

A resposta aleatoria X(w) na Eq. (11), expressa por uma expansdo em PC n-dimensional
finita de N termos, ¢ dada por:

X(W) = jyzoxj(pj(fbfz "'an) (13)

Os coeficientes x; na Eq. (13) podem ser obtidos a partir da substitui¢do das Egs. (12) e
(13) na Eq. (11), em seguida multiplicando o resultado por cada ®; ¢ tomando a média, além
de considerar as propriedades de ortogonalidade dos polinomios em @. Assim, chega-se em:

X ( QAL+ X7y XN % (6P, &) R = F(®,)  parar =0,1,..,N (14)

que resulta em sistema de N+/ equagdes para obter os coeficientes x;. Os coeficientes
(¢;@;, @,.) podem ser obtidos analiticamente pela Eq. (4), ou numericamente, por exemplo,

j p p q p p
usando o método da quadratura, enquanto R=); R;g;.

Ap0s a resolugdo do sistema na Eq. (14), as estatisticas da resposta X(w) do sistema, isto
¢, a sua média (ou valor esperado) e variancia, sdo expressas respectivamente por:

Ux = Xo (15)
a7 = X1 X} (P7) (16)

Por fim, tabelas contendo os polindmios do caos de até¢ quarta ordem (p=4) e até quatro
dimensdes (n=4 variaveis aleatérias), para a base com os polindmios de Hermite, podem ser
encontradas em Ghanem e Spanos (1991).

4 APLICACOES EM SISTEMAS MASSA-MOLA-AMORTECEDOR

Com o intuito de mostrar o desenvolvimento da expansdao em PC para o estudo das
incertezas, além de analisar a sua eficacia frente ao HL, faz-se adiante a aplicagdo em
sistemas mecanicos do tipo massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade. Sistemas desse
tipo sdo comuns durante a descricdo e representagdo de mecanismos complexos da
engenharia, bem como podem ser estendidos para representar outros sistemas reais.

Na andlise, o primeiro caso considera a resposta no dominio da frequéncia para um
sistema linear, em que a massa e a rigidez sdo pardmetros incertos. O segundo caso ja
considera um sistema nao linear, com a ndo linearidade presente na mola, e as incertezas
presentes nos coeficientes de rigidez, em que se busca a resposta no dominio do tempo.

4.1 Resposta no Dominio da Frequéncia

Seja um sistema massa-mola-amortecedor, sem atrito entre o corpo € o chdo, sujeito a
uma forg¢a externa conforme ilustra a Fig. 3, em que u(t) representa o deslocamento na
dire¢do horizontal, m ¢ a massa do corpo, ¢ € o coeficiente de amortecimento, k ¢ a rigidez da
mola e F ¢ a forca de excitagdo externa.
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Figura 3. Sistema massa-mola-amortecedor com deslocamento na horizontal.

Observando o digrama de corpo livre na Fig. 3, tem-se que a equagdo de movimento do
sistema ¢ dada por:

mii + cu + ku = F, cos wt 17)

Assumindo a solugdo da Eq. (17) na forma exponencial u(t) = Ue'®t, chega-se na
resposta (Inman, 2013):

(—w?*m + wci + k)U = F, (18)

Assume-se que a massa ¢ a rigidez da mola estdo sujeitas a incertezas e, assim, sdo
representadas em termos de varidveis aleatdrias gaussianas independentes. A partir da Eq.
(12), os parametros incertos podem ser descritos na forma de uma expressdo de Karhunen-
Loeve finita, em que se assume apenas uma variavel, resultando respectivamente em:

Mm=m+X_§9; =m+&oy, (19)
k=k+3Y1,&9 =k + &0 (20)

em que m e k representam as médias assumidas iguais aos respectivos valores nominais m e
k; g1 = o, € g, = 0y s30 0s respectivos valores do desvio padrao para a massa e a rigidez; e
&, e &, sdo as respectivas varidveis aleatdrias para a massa e a rigidez.

Substituindo as Egs. (19) e (20) na Eq. (18) e organizando conforme a Eq. (11), tem-se:
[(—w?*m + wci + k) + (—w?0,,¢;, + 0,&,)]U = F, 21)

Para a resposta do sistema representada por uma expansdo finita com n=2 variaveis
aleatérias e um polindmio do caos de ordem maxima p=2, logo N=3, tem-se:

U = Z]S'=O uj¢](€1, 52) == uO¢0 + u1¢1 + uzq)z + u3d)3 + u4¢4 + usq)S (22)
em que os polinomios de Hermite bidimensionais, obtidos pela Eq. (6), sdo @, = 1, &, = &,

b, =¢, O;3=82—-1, &, =&&, e P = &% — 1, com as propriedades (®y) = 1, (D,) =
(@y) = (P3) = (Py) = (P5) = 0,(DF) = (PF) = (D) = (PF) = 1 e (P3) = (P2) = 2.

A partir da Eq. (14), escrevem-se as N+/=6 equagdes algébricas para obter os
coeficientes u; da Eq. (22). Em outras palavras:
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(U(PEIL + X7, Z?‘:o u;(§;Pj, Po) R = Fp(PDy)
ul{ @)L + iy oo i {6i®), P1) R = Fo(®,)
U (PF)L + Ziz=1 215'=0 uj(fi(pj: ®,) R = Fo(P,)
us(PIL + g Xioo i {6i®), P3) R = Fo(®s)
U (PZL + X7, Z?:o (&P, Py) R = Fop(Dy)

\us(PE)L + X7, Z?‘:o w;{§; P, Ps) R = Fo(Ps)

sendo os coeficientes L = —w?m + wci + k, R = —w?0p, + 0y, ¢ 0s (§;P;, P,) calculados

pela Eq. (4) considerando a funcdo peso na Eq. (5), que resulta no seguinte sistema:

(uOL + (ul + uZ)R = FO
ulL + (uO + 2“3 + U4_)R = 0
uzL + (uO + Uy + Zus)R == O

(23)

24
<u3L+2u1R=O (24
U4L + (u1 + uZ)R =0
\usL + 2u,R =0
Logo, os coeficientes sdao dados por:
( _ Fo(L?>-6R?)
Yo = 7 (2—sr?)
u., — PR
17 [2_gR?
_ —FR
Uz = 2 gr2
9 __ 2FyR? (25)
Us = Lz—sr?)
U, = 2FyR?
47 L(12-8R?)
_ —2FyR?
\Us = L(~L2+8R2)
A média e a variancia da resposta aleatoria sdo expressas respectivamente por:
Ly = U (26)
ol =u? +us +2ud + ui + 2u 27)

4.2 Resposta no Dominio do Tempo

Considera-se agora a aplicagdo da expansdo em PC homogéneo para um sistema
dindmico nado linear com o intuito de analisar a sua resposta dindmica, isto ¢, em func¢do do
tempo. Para tanto, seja o sistema massa-mola-amortecedor da Fig. 3 em que a mola apresenta
caracteristicas ndo lineares da forma f, = uk — k,u?, sendo k o coeficiente de rigidez linear e
k, o respectivo coeficiente da parcela ndo linear. A equagdo ndo linear de movimento ¢:

mii + cu + ku — kyu? = F, cos wt (28)

Assume-se que os pardmetros associados a rigidez possuem incertezas e, assim, sdo
representados por varidveis aleatdrias gaussianas independentes. Similar ao caso anterior, 0s
parametros incertos sdo expressos na forma de uma expressdo de Karhunen-Loeve finita
usando uma variavel aleatoria por parametro, o que resulta em:

k=k+Y_1&9=k+ &0, (29)
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]~<1 = E1 + Z?:z $ig;i = ky + fzak1 (30)

em que k e k, representam as médias e sdo tomadas iguais aos respectivos valores nominais;
g1 = Ok € g, = Oy, representam os respectivos valores do desvio padrdo; € §; € &, sdo as

variaveis aleatorias para k e k;, respectivamente.

A resposta dinamica do sistema nao linear na Eq. (28) ¢ representada por uma expansao
em PC homogéneo finita, em que se assume n=2 variaveis aleatérias e um polindmio de
ordem maxima p=2, o que resulta em N=5. Em outras palavras, tem-se:

u(t,&) = 220w ()P (61, &) = ug@p + Uy Py + U, @, + Uz Py + U Dy + usDs (31)

Substituindo as Eq. (31) na Eq. (28), isto ¢, propagando as incertezas pelo sistema, chega-
se em:

. . 2
M Y50 W@ + ¢ Xioo @) + (k + §100) (X0 @) — (k1 + &200, ) (B0 wi @) =
Fy cos wt (32)

Segundo Lucor e Karniadakis (2004), faz-se a projecdo da Eq. (32) sobre o espago
aleatorio considerando a base de polindmios ortogonais de Hermite em @®. Em outras
palavras, faz-se o produto interno com cada polindmio da base, usando da Eq. (4), a fim de
obter um conjunto de N+/ equacdes ndo lineares para o movimento do sistema, isto ¢, para
r=0, 1, ..., 5, tem-se:

5 5
ky
u +—u + m((pz)leu (fl _WZ);Ujul(d)jq)l,@r)-F
i j -0 I=
_mle;lrz) ?:1 Z?:OZ?:Oujul(fi¢j¢l;(pr> =( @ 2)COS wt) (D)) (33)

Embora o conjunto de equacdes obtido a partir da Eq (33) seja acoplado, ele ¢
deterministico, uma vez que a aleatoriedade do sistema foi deslocada para a base de
polindmios ®. Diante disto, as equacdes resultantes podem ser resolvidas por métodos de
integracao numérica, como por exemplo Newmark implicito ou Runge-Kutta de quarta ordem
(Kewlani et al., 2012).

Para a resolu¢do pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, escreve-se a Eq. (33),
para cada , em um conjunto de equagdes de primeira ordem em termos de Uy, (t) = 1, ¢
U, (t) = ii,, a saber:

( Ul,r = UZ,r

. k
Uy = _%Uz,r ——Uir— (£ 2 12 0 Up,j{&i®j, @) +

3_0 210 Us jU1{ P <pb<p)+ k1 Z 1 X520 X0 Us, jU1,1(&:®; Py, D) +

\ +( (®2)cos wt) (D))

(34)

+ m(qbz)

A média e a variancia da resposta (deslocamento da massa) no tempo ¢ sdo expressas
respectivamente por:

Py (t) = ug = Uy (35)
o5 () = uf +us + 2ui + uf + 2u¢ = U, + U, + 2U%5 + UZ, + 2U7s (36)
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5 SIMULACOES NUMERICAS

A avaliagdo da resposta dos sistemas massa-mola-amortecedor considerados na se¢do 4 ¢
feita adiante para uma codificagdo usando o software Matlab®. Para tanto, analisa-se a média
(valor esperado) e o desvio padrio retornado pelo Polindmio do Caos com relagdo ao
Hipercubo. No caso particular da média, considera-se também a resposta deterministica do
sistema, isto ¢, sem incertezas.

5.1 Resultados para a Resposta no Dominio da Frequéncia

A aplicagdo envolvendo o sistema massa-mola-amortecedor com resposta deterministica
na Eq. (18) considera que a massa e a rigidez sdo parametros incertos. Os demais parametros,
isto €, amortecimento e forga, sdo considerados deterministicos. Os valores adotados para os
parametros (no SI) estdo listados na Tabela 1.

Tabela 1. Parametros adotados para o sistema massa-mola-amortecedor.

Parametro Média (ou Nominal) Desvio Padrao
Massa [kg] 100 {2, 3,8, 10}
Rigidez [N/m] 2000 {34,57, 110, 151}
Amortecimento [Ns/m] 170 -
Forga [N] 1500 -

Os valores do desvio padrao foram gerados para um intervalo de variagdo entre 0,5% a
10% do respectivo valor médio/nominal e tomando apenas a parte inteira do resultado. A
primeira analise (A1) considera o desvio padrdo da massa fixo em 2 kg, enquanto o desvio
padrdo da rigidez ¢ variado seguindo os valores da Tabela 1. De forma similar, a segunda
analise (A2) adota o desvio da rigidez fixo em 34 N/m, enquanto o desvio padrdo da massa
varia conforme a Tabela 1.

As Figs. 4 e 5 trazem, respectivamente, os resultados apenas da parte real para as analises
Al e A2, em que a frequéncia w varia no intervalo de [3, 6] Hz, o qual inclui a frequéncia de
ressonancia. Os resultados sdo apresentados para o Polindmio do Caos, com a média da
resposta na Eq. (26), sendo comparada com a resposta deterministica na Eq. (18) e a
simulacao por Hipercubo Latino para 1.000 amostras. No caso do desvio padrao do Polindmio
do Caos, obtido na Eq. (27), tem-se a comparagdo apenas com o Hipercubo Latino.
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Figura 4. Resposta (média e desvio padrio) do sistema massa-mola-amortecedor para Al.

Os resultados nas Figs. 4 e 5 mostram que a solu¢do deterministica U comega a divergir
do valor médio (PC), dado pelo Polindmio Caos, e da amostragem pelo Hipercubo Latino
(HL) quando o desvio da rigidez aumenta e o da massa tem um valor pequeno (veja, por
exemplo, nas Figs. 4c e 4d). De forma similar, quando o desvio da massa aumenta e o da
rigidez permanece pequena, tem-se que as solugdes comecam a divergir (observe as Fig. 5c e
5d). Note que em ambas as situagdes, o desvio padrdo da resposta aumenta
consideravelmente, principalmente proximo da frequéncia de ressondncia do sistema.

Nas Figs. 4 e 5 ainda ¢ possivel observar que a solugdo U ¢ proxima da PC e HL apenas
para pequenos valores do desvio padrdo da massa e da rigidez (veja as Figs. 4a, 4b, 5a e 5b).
Observe que o desvio padrao da resposta tem pouca dispersdo nestes casos.

Em termos da resposta dada pelo PC e HL, ambos os métodos retornam respostas bem
similares para o valor médio (com pouca dispersdo) em todos casos. Por outro lado, para o
valor do desvio padrdo, as respostas passam a ter diferengas visiveis para os casos de maior
variabilidade no desvio padrao da rigidez (nas Figs. 4c e 4d) e da massa (nas Figs. 5c e 5d).
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De forma geral, ao fixar o desvio padrdo da massa (rigidez) em seu valor mais baixo e
variar o desvio da rigidez (massa), tem-se que desvio padrao obtido pelo PC e amostrado pelo
HL tende a aumentar, enquanto a solu¢do deterministica comega a divergir do valor esperado
dado pelo PC. Além disso, os métodos PC e HL também comegam a divergir para variagdes

mais altas dos parametros incertos, mostrando que o sistema em estudo ¢ mais sensivel para a
massa.

=% &=
——pC ——pcC ——pC ——rc
u

Média
Desvio Padréo

3 35 4 a5 5 55
frequéncia [Hz]

frequéncia [Hz]

(@)on, =2e0, =34

—S—HL

u

04

——HL
——FC

oar

——HL
——FC

Média
Desvio Padréo

(c)o, =8¢0, =34

(d) o, =10e 0, = 34

Figura 5. Resposta (média e desvio padrio) do sistema massa-mola-amortecedor para A2.
5.2 Resultados para a Resposta no Dominio do Tempo

No caso do sistema massa-mola-amortecedor, com resposta ndo linear, representado pela
Eq. (28), tem-se que os coeficientes da rigidez linear e ndo linear sdo considerados parametros
incertos. Por outro lado, a massa, o amortecimento e a for¢a sdo pardmetros deterministicos.
Os valores adotados para cada pardmetro (no SI) estdo na Tabela 2.

Os valores do desvio padrao foram gerados considerando uma variagao entre 0,5% a 10%
do respectivo valor médio/nominal, em que apenas a parte inteira do resultado é considerada.
A primeira andlise (B1) considera o desvio padrao k; = 7, enquanto o desvio padrdo de k
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varia de acordo com os dados da Tabela 2. De forma similar, a segunda anéalise (B2) adota
k = 34, enquanto o desvio padrdo de k; varia conforme a Tabela 2.

Tabela 2. Parametros para o sistema massa-mola-amortecedor nao linear.

Parametro Média/Nominal Desvio Padrao
Massa [kg] 100 -
Rigidez k [N/m] 2000 {34,57, 110, 151}
Rigidez k; [N/m] 520 {7,22,40, 51}
Amortecimento [Ns/m] 170 -
Forga [N] 1500 -
w [Hz] 4,1029 -

Os resultados apenas da parte real para as analises B1 e B2 sao reportados nas Figs. 6 e 7,
em que o tempo t varia no intervalo de [0, 10] segundos. Os resultados sdo apresentados para
o Polindmio do Caos, com o valor médio da resposta na Eq. (35) sendo comparada com a
resposta deterministica dada pela resolugdo da Eq. (28) com o método de Runge-Kutta (RK)
de quarta ordem. As condigdes iniciais adotadas para a resolugdo foram u(0) = u,(0) =
0,01 e u(0) = u,(0) = 0,1, para r=0,1, ..., 5.

As solu¢des no dominio do tempo apresentadas nas Figs. 6 e 7 mostram que o PC
converge para o RK apenas para pequenos valores de tempo, em praticamente todos os casos
analisados para o valor médio. Todavia, os valores encontrados para o desvio padrdo sdo
diferentes, em particular com o desvio padrdo da resposta aumentando a medida que a
variabilidade de cada rigidez aumenta (veja, por exemplo, as Figs. 6¢, 6d, 7c e 7d).

E possivel notar que a partir de ¢ >/, a solugio dada pelo PC oscila com amplitude
limitada superiormente por um valor proximo de 2,5, enquanto a solu¢do dada pelo RK fica
com amplitude méaxima proxima de 1,5. Os casos apresentados na Fig. 7 mostram que a
amplitude da oscilagdo tende a diminuir a medida que o desvio padrdo da rigidez ndo linear
k; aumenta. As solucdes ainda mostram que a rigidez ndo linear impacta mais na resposta do
sistema se comparada a rigidez linear £.
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Figura 6. Média e desvio padrio do sistema massa-mola-amortecedor nio linear para B1.

O desempenho do PC pode ser melhorado ao aumentar a ordem méaxima assumida para a
expansdo, ao passo que pode ser conveniente adotar mais varidveis independentes para
representar as variaveis incertas. Todavia, os resultados apresentados estdo de acordo com a
literatura, uma vez que Gerritsma et al. (2010) discutiram que o PC tende a ter um
comportamento ndo regular para respostas sobre intervalos de tempo longos. Além disso, os
autores ainda enfatizaram que aumentar a ordem maxima significa adiar a ndo convergéncia
do PC, além de exigir mais tempo computacional para computar os coeficientes e montar as

equacoes.
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Figura 7. Média e desvio padrio do sistema massa-mola-amortecedor nio linear para B2.

6 CONCLUSOES

Com o objetivo de lidar com as incertezas em sistemas mecanicos, este trabalho
considerou a aplicacio do método do Polindmio do Caos em sistemas massa-mola-
amortecedor forcados em que a massa e/ou a rigidez da mola sdo parametros incertos. Em
particular, foram analisadas uma aplicacdo para a resposta no dominio da frequéncia e outra
no dominio do tempo.

Com base nos experimentos numéricos realizados, pode-se concluir que o Polindmio do
Caos fornece resultados condizentes com variabilidade assumida para os pardmetros incertos,
uma vez que o valor esperado da resposta aleatdria tende a diferir da resposta deterministica a
medida que o desvio aumenta para um dos pardmetros, enquanto permanece baixa para o
outro. O resultado ¢ ainda mais perceptivel quando o desvio padrio da resposta € observado,
mostrando que a massa ¢ mais sensivel do que a rigidez, dado o sistema com resposta no
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dominio da frequéncia. Da mesma forma, a rigidez ndo linear ¢ mais sensivel do que a linear
para o sistema com resposta no dominio do tempo.

Assim, a expansdo em Polindmio do Caos permite propagar as incertezas para a solugao
do sistema, de forma que a aleatoriedade ¢ transferida para a base de polindmios ortogonais
empregada, que neste caso foram os polindmios de Hermite, enquanto a parte deterministica
contém os coeficientes que descrevem as estatisticas da resposta aleatoria (média e desvio
padrdo). No caso do Hipercubo Latino, torna-se possivel realizar a amostragem da resposta
utilizando uma quantidade razoavel de pontos, uma vez que os experimentos mostraram que a
resposta amostrada ficou proxima da retornada pelo Polindmio do Caos.

Trabalhos futuros consideram investigar com mais detalhes o Polindmio do Caos
dependente do tempo para sistemas com resposta no dominio do tempo, uma vez que a
resposta tende a divergir da deterministica para longos intervalos de tempo. Outra linha de
investigacdo consiste em analisar a sensibilidade dos pardmetros incertos em sistemas
mecanicos ndo lineares de alta ordem.
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