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Resumo. Neste estudo é realizada a implementacdo computacional de um modelo numérico
capaz de simular a propagacao de fissuras em meio fragil, isotropico e bidimensional. A
resposta mecanica da estrutura € determinada a partir do método dos elementos de contorno
(MEC). A formulacdo dual é utilizada, na qual sdo utilizadas a formulacdo singular e
hiperssingular do MEC. E proposto um esquema de remalhamento automatico para a criacéo
de novos elementos e modificacdo de elementos interceptados durante a propagacéo de
fissuras. O sistema de equac6es lineares € modificado a medida que ha alteracdo da malha
da estrutura. Nas anélises de fratura fragil, os fatores de intensidade de tensdo séo
calculados a partir da integral J. Dois exemplos sdo mostrados para a avalia¢éo da eficacia
do modelo proposto. O primeiro aborda um problema com resposta analitica conhecida. O
segundo trata de um problema de propagacdo em modo misto. Os resultados obtidos pelo
modelo proposto sdo comparados com os fornecidos pelo software Franc2D. Foram obtidas
excelentes correspondéncias entre os resultados determinados neste trabalho com os valores
de referéncia.

Palavras-chave: Mecanica da Fratura Elastico-Linear, Propagacdo de fissuras, Integral J,
Método dos elementos de contorno dual.
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1 INTRODUCAO

Até o século XVIII, os principais materiais utilizados na composi¢éo das estruturas eram
a alvenaria e a madeira. Pelo fato desses materiais apresentarem reduzida resisténcia a tragéo,
0s projetos eram concebidos de tal forma que as solicitagdes predominantes sobre o0s
elementos estruturais fossem de compressdo. Com a revolugdo industrial, principalmente a
partir de meados do século XIX, houve um aumento no uso do ferro e do aco na composicao
das estruturas, especialmente para suportar esforcos de tragcdo. Todavia, essa nova concepgao
estrutural foi acompanhada de diversos acidentes, muitos dos quais com origem na
propagacéo de descontinuidades material (fissuras). Os ineficientes processos de manufatura a
época favoreceram a existéncia de vazios intrinsecos a constituicdo dos materiais. Quando as
descontinuidades eram solicitadas a esforgos de tragdo, elas coalesciam e propagavam,
causando degradacao mecanica e resultando nos acidentes observados.

A investigagdo das novas formas de colapso deu origem a uma area do conhecimento, a
Mecanica da Fratura, cujo objetivo principal é determinar a resisténcia residual de estruturas
com a presenca de fissuras. Atualmente, apesar dos avancgos tecnoldgicos observados nos
processos de manufatura, nenhum processo é capaz de produzir materiais livres de vazios.
Além disso, materiais naturais que sdo utilizados para fins estruturais, como madeiras e
rochas, apresentam descontinuidades inerentes a sua composicao e, portanto, sao passiveis de
terem reducgdo de resisténcia devido a fendmenos de fratura. Outros processos, como a
corrosdo em metais e sua degradacdo mecanica, favorecem a introducdo de fissuras nas
estruturas. Aliado a isso, 0 aumento da resisténcia dos materiais nos ultimos anos conduz a
elementos cada vez mais esbeltos, que sdo mais susceptiveis aos efeitos negativos do
fraturamento. Dessa forma, o desenvolvimento de estudos no campo da Mecanica da Fratura
se tornam imprescindiveis para a correta avaliacdo da resisténcia mecanica das estruturas e,
consequentemente, para projetos mais seguros e eficientes.

Os primeiros trabalhos no ambito da Mecénica da Fratura se deram no inicio do século
XX e foram intensificados apds a Segunda Guerra Mundial, dos quais se destacam os estudos
de Griffith (1920), Westergaard (1939) e Irwin (1957). Grande parte desses estudos teve
como objetivo a investigacdo da fratura em materiais com comportamento fragil, nos quais a
zona de processos inelasticos na ponta da fissura apresenta pequena dimenséo em relagéo ao
comprimento da descontinuidade material. Irwin (1957) relacionou o campo de tensdes no
entorno da ponta da fissura nesses materiais a novas grandezas, denominadas fatores de
intensidade de tensdo (FIT). A partir dai, um critério de propagacao fragil de fissuras foi
estabelecido, no qual a solicitacdo, dada pela combinacdo dos FIT, é comparado a tenacidade,
ou resisténcia ao fraturamento do material. Esse é um dos fundamentos da Mecénica da
Fratura Elastico-Linear (MFEL), que analisa a fratura em materiais frageis. Apesar de nao ser
adequada a analise de fratura de materiais com ductilidade ndo desprezivel, os conceitos
abordados pela MFEL fornecem subsidios para analises ndo linear de fratura e para analises
de fadiga.

Para as analises no ambito da MFEL, € necessaria a determinacdo dos FIT na ponta da
fissura. Para alguns problemas com geometria e carregamento mais simples existem solucdes
analiticas, que podem ser encontradas em handbooks, tais como Tada et al. (1985) e
Murakami (1987). Para problemas com maior complexidade, os FIT podem ser obtidos a
partir da sobreposi¢do ou particularizacdo de problemas ja conhecidos. Os FIT podem ser
ainda determinados experimentalmente, como nos trabalhos de McNeill et al. (1987) e Roux e
Hild (2006), nos quais a técnica de correlacdo de imagens foi empregada. Entretanto, no caso
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de problemas com geometria, condi¢cGes de contorno e composi¢do complexos, os FIT so
podem ser obtidos de forma viével a partir da utilizacdo de métodos numéricos.

A analise numeérica de problemas de fratura foi intensificada a partir da década de 1970,
concomitante aos avangos na area da computacdo. O método dos elementos finitos (MEF),
pela sua maior difusdo entre os pesquisadores, € o mais aplicado nas analises de fratura e
alguns dos trabalhos que ajudaram seu desenvolvimento nesse campo foram o de Chan et al.
(1970) e Barsoum (1976). Diversos softwares foram desenvolvidos para analises de fratura
com a utilizagdo do MEF. Um exemplo é o Franc2D (Wawrzynek e Ingraffea, 1994),
desenvolvido por membros da universidade de Cornell/EUA.

Todavia, o0 MEF classico, cujas aproximacdes sdo realizadas por meio de fungbes
polinomiais, ndo é eficaz o suficiente para a representacdo da concentracdo de tensdo que
ocorre nas pontas das fissuras. Dessa forma, uma malha muito refinada € necessaria nessas
regibes para a adequada representacdo dos campos singulares, gerando um enorme aumento
no custo computacional. Além disso, no caso de analises de propagacdo, outra dificuldade
surge no processo de remalhamento que deve ser realizado a medida que a fissura cresce.
Uma alternativa a estas deficiéncias do MEF classico é a utilizacdo do método dos elementos
finitos generalizados (MEFG), cujos fundamentos estdo baseados nos conceitos de particdo da
unidade (PU) (Melenk e Babuska, 1996). O método prevé o enriquecimento das PU com
funcOes especiais que contém as propriedades da resposta esperada para o problema em
analise. No ambito da Mecénica da Fratura, o MEFG foi originalmente empregado no
trabalho de Belytschko e Black (1999), no qual os autores propuseram um método para
analises de propagacdo sem grandes alteraces na malha a partir do uso de funcdes de
enriquecimento descontinuas.

Outros métodos numéricos que sdo empregados nas analises de estruturas fissuradas
como alternativa ao MEF classico s&o os conhecidos métodos sem malha (MSM). Tais
métodos se baseiam em informacgdes apenas dos nés da estrutura (Belytschko et al., 1996).
Essa propriedade constitui uma vantagem dos MSM para analises de propagagdo, uma vez
que poucas alteracGes no modelo s&o necessarias a medida que a fissura cresce (Belytschko et
al., 1994).

Outro método amplamente aplicado na modelagem de problemas de fratura é o método
dos elementos de contorno (MEC). Uma grande vantagem do MEC € a reducdo da dimenséo
da malha, uma vez que apenas o contorno da estrutura é discretizado. Isso simplifica o
remalhamento durante as analises de propagacdo, j& que novos elementos sdo apenas
adicionados nas novas faces de fissura criadas. Além disso, devido & auséncia de malha de
dominio, as concentracfes de tensdo que surgem nas pontas das fissuras sdo naturalmente
representadas com precisdo pelo método. Um dos grandes empecilhos para a difusdo do MEC
refere-se ao custo computacional para a construcdo do sistema de equacdes, determinado a
partir da integracdo numérica de nacleos singulares. Todavia, com 0s avangos recentes na
computacdo, computacdo em paralela em especial, o tempo despendido nas analises vem
sendo cada vez menor, favorecendo a aplicagédo do MEC.

Uma das primeiras aplicacdes do MEC em problemas de fratura foi feita por Cruze e Van
Buren (1971). Os autores utilizaram a simetria do problema analisado para modelar apenas
parte da estrutura e uma face da fissura a fim de evitar o mau condicionamento do sistema de
equacdes que ocorre quando a mesma formulacdo integral é aplicada a ambas as faces da
descontinuidade. Porém, essa metodologia é limitada a problemas com um eixo de simetria
coincidente com o eixo da fissura. Outras formulag6es do MEC foram desenvolvidas para
analises de fratura, tais como a utilizacdo de solugdes fundamentais que consideram a
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presenca de descontinuidades (funcbes de Green) e a técnica de sub-regides. Entretanto, essas
formulagdes apresentam limitacGes quanto a geometria da fissura e a restricbes em analises de
propagacdo. Uma técnica mais eficiente para analises de propagacdo € o método dos
elementos de contorno dual (MECD), no qual a formulacdo integral em deslocamentos
(singular) e a formulacdo integral em forcas de superficie (hiperssingular) sdo aplicadas
separadamente & cada uma das faces. O desenvolvimento dessa técnica foi inicialmente
proposta por Hong e Chen (1988). Os autores mostraram como obter a equacdo integral para
forcas de superficie a partir da derivacdo da equacdo integral para deslocamentos e a
aplicacdo da Lei de Hooke generalizada. O MECD foi aplicado com éxito em problemas de
fratura em Portela (1992), Portela et al. (1993), Mi e Aliabadi (1995), dentre outros.

Por suas vantagens, o MECD foi utilizado neste trabalho, cujo objetivo principal é o
desenvolvimento de um modelo computacional para a realizacdo de analises de fratura fragil
em meios isotrépicos bidimensionais. Alguns exemplos sdo mostrados para demonstrar a
precisdo dos resultados obtidos. O primeiro trata de um problema com resposta analitica
conhecida, que é comparada com a resposta numérica determinada pelo cédigo desenvolvido.
Ja o segundo aborda um problema de propagacdo em modo misto. A resposta obtida é
comparada com os resultados determinados via Franc2D. O cédigo desenvolvido nesta etapa
da pesquisa sera base para um modelo mais completo capaz de simular problemas de fadiga e
de propagacéo linear e coesiva em meios multifissurados ndo homogéneos.

2 MECANICA DA FRATURA ELASTICO-LINEAR

Os primeiros trabalhos que avaliaram a influéncia de descontinuidades materiais na
resisténcia mecanica de estruturas empregaram os conceitos da Teoria da Elasticidade. Dentre
esses trabalhos estd o de Inglis (1913), no qual o autor obteve expressbes para a distribuicéo
do campo de tensGes no entorno de furos elipticos em chapas de dimens@es infinitas
submetidas a tracdo uniforme. Além disso, Inglis (1913) observou que quando o furo é
degenerado a uma fissura reta a tensdo em sua extremidade assume valor infinito. Isso foi
utilizado como justificativa pelo autor para explicar a influéncia destrutiva das fissuras nos
materiais. Entretanto, tal resultado foi questionado, uma vez que indicava que materiais
fissurados falhariam mesmo com aplicacdo de carregamentos de pequena magnitude.

Buscando responder o paradoxo criado a partir do trabalho de Inglis (1913), Griffith
(1920) sugeriu um critério baseado em um balango energético para avaliar a estabilidade a
propagacdo das fissuras. Segundo Griffith (1920), se a energia de deformacdo liberada
durante uma variacdo do comprimento da fissura superasse a energia necessaria para
formacgdo de novas superficies, haveria propagacdo instavel da fissura. Esse critério foi
adequado apenas para materiais frageis, como vidro, mas subestimou a resisténcia ao
fraturamento de materiais com algum grau de ductilidade.

Irwin (1957) analisou o campo de tensdes em regime elastico linear na vizinhanca da
ponta de uma fissura a partir de uma mudanca de variavel nos modelos analiticos de
Westergaard (1939), que avaliara 0 mesmo campo a partir de funcdes de tensdo com varidveis
complexas. Irwin (1957) obteve o mesmo carater singular do estado de tenséo na ponta obtido
por Inglis (1913). Entretanto, ele observou que o campo de tensdes nesta regido para materiais
com comportamento fragil pode ser completamente descrito pelos FIT. No caso de um
problema bidimensional, de uma fissura presente em um meio infinito solicitado a esforgos de
tracdo perpendicular ao eixo da fissura e cisalhamento, as componentes de tensdo
circunferencial e de cisalhamento podem ser escritas conforme a Eqg. (1) e a Eq. (2),
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respectivamente. A Fig. 1 esquematiza essas componentes de tensdo em relacdo a
coordenadas polares.
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Figura 1 - Componentes de tensdo na regido proxima a ponta da fissura.

Ki e Kii presentes na Eq. (1) e na Eq. (2) representam os FIT dos modos de solicitacdo de
abertura e deslizamento, respectivamente (Fig. 2). Para problemas bidimensionais, como 0s
que serdo tratados neste trabalho, toda solicitagdo na regido da ponta da fissura pode ser
decomposta em uma combinacao desses dois modos basicos.

Figura 2 - Modos bésicos de solicitagio da ponta de um problema bidimensional de fratura. A esquerda:
modo | ou de abertura; & direita: modo Il ou de deslizamento.

A partir dos valores de Ki e Kii, um fator de intensidade de tenséo equivalente (Keq) pode
ser determinado a partir de um critério de propagacéo de fissura. Neste trabalho sera utilizado
o critério da maxima tensdo circunferencial (Item 2.1). O fator equivalente assim obtido pode
ser comparado com a resisténcia ao fraturamento, ou tenacidade do material (Kic) para
verificar a estabilidade a propagacao da fissura.

2.1 Critério da maxima tensao circunferencial

O critério da maxima tensdo circunferencial foi proposto por Erdogan e Sih (1963) e
assume que a fissura ira crescer na direcdo perpendicular a direcdo de maximo oyy. Portanto,
essa tensdo serd uma tensao principal e a componente de cisalhamento org associada seré nula.
Assim, igualando a Eq. (2) a zero, a seguinte relacéo ¢ obtida:
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1| K, K,
6, =2atan{=| —=+.,|/| — | +8 3
P 4] Ky [K..) ®)

sendo & o angulo que fornece a direcdo de propagacéo da fissura. O seu valor se encontra no
intervalo [-n/2, ©/2].

A expressao de ogy mostrada na Eq. (1) pode ser reescrita conforme a Eq. (4).

oo 27r = COS (g]{K. cos? (gj—g K..sen(@)} (4)

O primeiro termo da Eq. (4) possui unidade equivalente a do FIT. Portanto, esse termo é
definido como Keq. Assim, a Eq. (4) pode ser reescrita conforme a Eq. (5).

0 (0) 3
Keg =cos(5]{K. cos (Ej—z K..sen(@)} (5)

Substituindo o valor de & obtido via Eq. (3) na Eq. (5), pode-se determinar o valor critico
de Keq. Tal valor é comparado a Kic para verificar a estabilidade a propagacéo da fissura.

2.2 Integral J

Rice (1968) prop6s um método para a determinacdo da taxa de liberacdo de energia em
materiais elasticos a partir de uma integral, denominada integral J, ao longo de um caminho
fechado arbitrario que engloba a ponta da fissura (Fig. 3). O caminho se inicia em um ponto,
em umas das faces da fissura, e termina em um ponto na face oposta da fissura. A integral J é
independente do caminho para corpos homogéneos, com comportamento elastico, sem a
presenca de forcas de volume e sujeitos a um campo de deformacgbes bidimensional. A
expressdo da integral J obtida por Rice, considerando o sistema cartesiano em relagdo a ponta
da fissura, € mostrada pela Eq. (6).

S u= (u,,u,)
fissura

P=(P1:P2)

r

Figura 3 - Contorno ao redor da ponta da fissura para o calculo da integral J.
J :.[F(Wnl— pju;1)ds (6)

onde W é a densidade de energia de deformacdo dada por j:"' o,ds; , Pi S840 as componentes

da forga de superficie dadas por aijni, uj sdo as componentes do vetor deslocamento, n1 € a
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componente do versor normal na diregcdo x1 e ds é o comprimento infinitesimal ao longo do
contorno T'.

Rice mostrou que para materiais elasticos a Eq. (7) é vélida, sendo G a taxa de liberagdo
de energia.

J=G (7)

Entretanto, para a grande maioria dos materiais empregados na pratica ocorrem processos
plasticos na zona a frente da ponta da fissura. Nesse caso, a igualdade na Eg. (7) ndo é mais
verificada, visto que a integral J passa a ser dependente do caminho. Todavia, a taxa de
liberacdo de energia ainda pode ser aproximada pela integral J desde que a zona de processos
inelasticos a frente da ponta da fissura seja pequena em comparagdo a regido interna ao
contorno.

Decomposi¢do dos modos

A determinacdo dos FIT em modos mistos de solicitacdo pode ser realizada a partir
decomposicdo dos campos elésticos nas componentes simétricas e antissimétricas (Fig. 4 e
Fig. 5, respectivamente), conforme Kitagawa et al. (1978). Tais componentes podem ser
expressas a partir dos campos de deslocamento (u e u’) e de tensdo (o e o') escritos em
relacdo ao sistema cartesiano posicionado na ponta da fissura, conforme a Eq. (8) e a Eq. (9).

u| 1 futu u'| 1 u-u -
up| 2 (U2 —U; uy | 2 (U2 +U3

I I
on o +0oh on o1 —On
| i 1] i
O =—102+02 02 ZE O» —02 9)
! !
61'2 O12 —O12 0'12 O12 + 012

A aplicacdo da Eqg. (8) e da Eq. (9) leva a seguinte decomposicao dos campos elasticos:
uj =Uuj +uj (10)
Gij = O'i} +Gi}| (11)

Substituindo a Eq. (10) e a Eqg. (11) na Eqg. (6) e a desenvolvendo algebricamente, séo
obtidas as componentes da integral J, dadas por:

M =jr(van1— p'uff)ds (12)

onde M denomina o modo analisado.
Os moédulos dos FIT podem entéo ser obtidas por:

K, =+E'J' Ky =+E'J" (13)
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Figura 4 - Componentes simétricas dos campos elasticos.
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Figura 5 - Componentes antissimétricas dos campos elasticos.

O fator K, é sempre positivo e pode ser diretamente obtido a partir da Eq. (13). J& o valor
de Ku pode assumir valores negativos e, portanto, a Eq. (13) fornece apenas sua magnitude.
Para determinar o sinal dessa grandeza, o valor do deslocamento diferencial entre as faces da
fissura em relacdo ao eixo x1 pode ser utilizado. Caso o deslocamento da face superior seja
maior que o deslocamento da face inferior, o valor de Ky é positivo. Caso contrario, Ki
assume valor negativo.

Implementagéo computacional da integral J

Para a implementacgéo da integral J, inicialmente é criado um caminho, arbitrado como
circular, que engloba a ponta da fissura. Tal caminho se inicia em um dos pontos de colocacgéo
pertencente a malha de elementos de contorno de uma das faces da fissura e termina no ponto
de colocacdo simetricamente posicionado na face oposta. Ao longo do trajeto séo definidos
pontos internos localizados em posi¢des simétricas em relacdo ao eixo da fissura (Fig. 6). O
caminho da integral J pertence a um dominio homogéneo e ndo cruza com nenhuma outra
descontinuidade material.

Apds a analise elastica via MEC, os campos de deslocamento e de tensdo de cada um dos
pontos que definem o caminho de integracdo sdo obtidos e a determinacdo da integral J é
calculada em uma fase de pds-processamento. Os campos elasticos sdo rotacionados para um
sistema cartesiano referenciado a ponta da fissura e, em seguida, sdo decompostos com a
aplicacdo da Eq.(8) e da Eqg. (9). Caso exista um ponto interno no eixo da fissura (x2 = 0), 0
seu simétrico serd o proprio ponto. Nesse caso, a decomposicao pode ser feita considerando
ambas as componentes envolvidas nas transformaces mostradas pela Eq.(8) e pela Eq. (9)
iguais as componentes dos campos elasticos no ponto.
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e Ponto de colocacdo

o Ponto interno

Figura 6 - Defini¢do do caminho para calculo da integral J.

Na sequéncia sdo definidos elementos para realizacdo da integracdo numérica via
guadratura de Gauss-Legendre. Assim, a integral J fica dada por:

nelem npg

=3 (W (&) - B (E)utt (6 - P (Gt (&) Jac(Ew() | (14)

e=l n=l

onde nelem é o numero de elementos utilizados na discretizacdo do caminho, npg € 0 nimero
de pontos de Gauss utilizados para a realizacdo da integracdo numérica em cada elemento, &
é a n-ésima coordenada adimensional do elemento, w é o0 peso associado a cada uma das
coordenadas adimensionais e Jac é o jacobiano da transformacdo do espaco adimensional &
para o espaco real e pode ser calculado por:

dx ? dX2 ? "
Jac(&,) = (—1] + (—J (15)
do & do gn

As coordenadas xi podem ser aproximadas pelas funcées de formas ¢ e coordenadas x;
de cada um dos nés j de um elemento como:

X, (£) = x'¢,(&) (16)

Dessa forma, as derivadas das coordenadas reais em relacdo a coordenada adimensional
sdo dadas por:

Xi,.g (5) = Xij¢j,5 (5) (17)
J& a componente n1 do versor normal ao caminho de integracdo pode ser calculada por:
X34,.:(£)
Jac(¢)

Por fim, as derivadas dos deslocamentos em relagdo a dire¢do x1 presentes na Eq. (14)
podem ser obtidas conforme exposto a seguir. A derivada u{; corresponde a deformacéo &1
e pode ser determinada com a aplicacdo da Lei de Hooke generalizada. J& para a avaliacdo de
uz}, inicialmente a componente uy' € derivada em relacéo a & utilizando a regra da cadeia:

n(s)= (18)

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Modelagem numérica da propagacao de fissuras em meios frageis bidimensionais utilizando o método dos
elementos de contorno

M M M
Up s =Upa X - +U 5K, - (19)

O termo uy, corresponde a deformacio &) e também pode ser avaliada com a aplicagio
da Lei de Hooke generalizada. As derivadas das coordenadas xi sdo obtidas conforme a Eq.
(17). Ja para a avaliacdo da derivada presente no primeiro membro da Eg. (19), o
deslocamento u}' pode ser aproximado pelas funcdes de forma do elemento de maneira
semelhante as coordenadas na Eq. (16). Em seguida, a expressdo pode ser derivada em relacédo
a &, resultando em:

M

Uy = uzj i.& (20)
Substituindo a Eq. (17) e a Eq. (20) na Eq. (19) e isolando uy}; obtém-se:
o (E) ulg, (&) 23 (£)(X8,.:(9) o

X9, :(£)

Com isso, é possivel realizar os somatdrios da Eq. (14) e determinar o valor da integral J.
Em seguida, com a aplicacdo da Eq. (13), os FIT podem ser calculados.

3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL

Dentre as formulagdes do MEC para a abordagem de problemas de fratura, o MECD seja,
talvez, a técnica mais popular. Esta técnica é reconhecidamente robusta para andlises de
propagacdo de fissuras com caminho de crescimento arbitrario. Esse tipo de andlise foi
originalmente implementado de forma eficiente no trabalho de Portela (1992) baseado na
teoria desenvolvida por Hong e Chen (1988). O MECD é capaz de representar com precisao
as faces da fissura durante a propagacdo e fornece boas respostas para 0s campos elasticos na
regido proxima da ponta, o que € essencial para a correta avaliagdo dos FIT.

O termo dual provém da utilizacdo tanto da formulacdo em deslocamento quanto em
forca de superficie do MEC. A formulacdo em deslocamentos (Eq. (22)) é utilizada
considerando como pontos fonte f os pontos de colocacdo do contorno externo da estrutura e
de uma das faces da fissura.

ciuj +]f»r p;u;dT ={~Fu{} p;dT (22)

onde uj e pj representam as componentes de deslocamento e de forcas de superficie nos pontos
de colocagdo da estrutura, p; e u; sdo as componentes das solugbes fundamentais da

elastostatica e ¢ representa o termo livre e vale &;/2 para pontos fontes localizados em

contornos suaves, sendo ¢; o delta de Kronecker. Neste trabalho s&o utilizados elementos

descontinuos quando ha descontinuidade geométrica e nas faces da fissura e, portanto, os
pontos fonte sempre estdo em contornos suaves. O traco nas integrais da Eq. (22) indica que
elas devem ser avaliadas no sentido de Valor Principal de Cauchy (VPC).

Ja para os pontos de colocacdo da outra face da fissura, a formulacdo em forcas de
superficie é utilizada de modo a obter um sistema de equagdes bem condicionado. Tal

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



H.C. Andrade, E.D. Leonel

formulacéo é determinada a partir da diferenciacdo da Eq. (22), sendo obtida uma equacéo
integral em termos de deformacGes. Em seguida, com a aplicacdo da Lei de Hooke
generalizada e da formula de Cauchy, a equacdo integral hiperssingular é assim determinada:

¢/ p'+n, :fr Spudr =n/ {F Dy, p,dl (23)

onde n, sdo as componentes do versor normal & superficie no ponto fonte f, Six e Dy S&o
solugBes fundamentais obtidas a partir de p; e uj, respectivamente, e ¢/ representa o termo
livre e também vale &;/2 para ponto fonte localizado em contorno suave. O duplo traco na

integral com nicleo Sj indica que ela deve ser avaliada no sentido da Parte Finita de
Hadamard (PFH).

As equacdes integrais mostradas pela Eq. (22) e pela Eq. (23) podem ser resolvidas
numericamente a partir da quadratura Gauss-Legendre utilizando os pontos de colocacao
correspondentes como pontos fonte. Para tanto, os deslocamentos e forcas de superficie
dentro de cada um dos elementos utilizados na discretizacdo da estrutura sdo aproximados por
funcdes de forma. No cddigo desenvolvido neste trabalho sdo utilizados elementos
isoparamétricos cujas funcdes de forma sdo compostas por polinbmios de Lagrange que
podem apresentar qualquer ordem de aproximacdo, isto é, elementos de alta ordem estdo
disponiveis.

Cuidado especial deve ser tomado durante a integracdo do elemento que contém o ponto
fonte ou do elemento correspondente na face oposta da fissura. Nesses casos, as integrais se
tornam impréprias e devem ser avaliadas no sentido de VPC ou PFH, conforme a formulacéo
adotada. Neste trabalho, para a avaliacdo numérica dessas integrais, € utilizado o método de
subtracdo de singularidades (Aliabadi, 2002). Ademais, por condi¢des de equilibrio de forgas
de superficie, aos coeficientes de influéncia relacionados as forgas de superficie do ponto de
colocacéo correspondente na face oposta da fissura, deve ser adicionado um termo livre igual
a é}j /2 .

A partir da integracdo numeérica considerando determinado ponto de colocacdo como
ponto fonte, duas equacdes, relacionadas as duas direcdes do espaco de analise, sdo obtidas.
Ao final da integracdo utilizando todos os pontos de colocacdo como pontos fonte, o seguinte
sistema global de equacdes é determinado:

Hu =Gp (24)

onde H e G sdo matrizes 2Nx2N que armazenam os coeficientes de influéncia. u e p séo
vetores coluna 2Nx1 que contém, respectivamente, os valores de deslocamentos e forcas de
superficie nos N pontos de colocacao da malha.

Aplicando as condi¢Ges de contorno em deslocamento e em forca de superficie e
reorganizando o sistema mostrado na Eq. (24) a partir da troca de colunas das matrizes H e G,
o sistema linear mostrado pela Eq. (25) é obtido:

AX=F (25)

onde A é a matriz composta pelas colunas das matrizes H e G que sdo coeficientes dos
valores incognitos do contorno, X € o vetor coluna que contém os valores incognitos do
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contorno e F é o vetor coluna resultante da multiplicacdo da matriz de coeficientes de
influéncia pelos respectivos valores conhecidos no contorno.

4 TECNICA DE SOLUCAO NUMERICA

Ap0s a construcdo das matrizes de influéncia H e G a partir da integracdo numerica da
Eq. (22) e/ou da Eq. (23) para todos os pontos de colocacdo, a fase de aplicacdo do
carregamento é iniciada. No inicio da analise, todos os pares de pontos de colocacéo nas faces
das fissuras apresentam deslocamento relativo impedido. Dessa forma, tanto deslocamento
quando forca de superficie sdo incognitos para cada um dos pontos de colocagédo, fazendo
com que o sistema mostrado pela Eq. (24) seja indeterminado. Para que o problema admita
solucdo Unica, as equacdes de compatibilidade entre os deslocamentos e forcas de superficie
dos pontos de colocacdo pares séo utilizadas. Assim, a fase de carregamento é iniciada com a
aplicacdo de um incremento das condi¢bes de contorno conhecidas e solucdo do sistema
resultante com forma mostrada pela Eq. (25), sendo obtidos os valores incdgnitos do
problema.

Na sequéncia, os valores dos deslocamentos e forcas de superficie determinados pela
solucdo do sistema sdo acrescentados a variaveis acumuladoras. A partir dos valores
acumulados de forcas de superficie, as for¢as normais a superficie da face da fissura (pn) nos
pontos de colocacdo sdo determinadas. Se para determinado par de pontos de colocagédo essa
forca é positiva, significa que ha uma forca de tracdo entre as faces da fissura, o que é
considerado impossivel. Quando isso ocorre, 0s deslocamentos relativos sdo liberados e a
forca de superficie do par é definida como nula (Fig. 7a). Em seguida, as varidveis
acumuladoras sdo decrementadas do Ultimo incremento e o passo de carregamento €
reaplicado. No decorrer da andlise, a abertura, ou COD (crack opening displacement), dos
pares de pontos de colocacdo também € monitorada a partir dos valores acumulados de
deslocamento. Um valor de COD negativo implica que hé interpenetracdo material, 0 que ndo
¢ admitido. Quando isso ocorre para algum par, o deslocamento relativo entre os pontos de
colocacdo é restringido (Fig. 7b), simulando uma condigdo de atrito perfeito, e o Gltimo
incremento de carregamento € novamente aplicado.

Piopy >0 P -
COD <0

v
A

e — A

4
A

(a) (b)

Figura 7 - (a) Deslocamento relativo liberado pela existéncia de esforgo de tracéo entre as faces e (b)
deslocamento relativo impedido devido a COD negativo.

A aplicacdo de passos de carga é feita até se atingir a magnitude total do carregamento
prescrito ou até que ocorra a propagacdo de alguma das pontas. Para o segundo caso é
simulada a fase de reaplicacdo. Nessa fase, inicialmente sdo definidos o &ngulo de propagacéo
e 0 comprimento de crescimento da ponta. Tal comprimento é determinado a partir de um
valor padrdo definido pelo usuéario e é proporcional a razdo do Keq da ponta e do Kegmax na
estrutura. Em seguida, ao longo do caminho de propagacdo séo definidos pontos internos nas
mesmas posic¢des dos pontos de colocacdo que fardo parte da malha das novas faces da fissura
(Fig. 8). Na sequéncia, os estados de tensdo nesses pontos internos sdo determinados. Tais
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estados sdo rotacionados para a obtencdo das tensdes que atuam em planos paralelos as faces
gue serdo criadas. Como o material nessa regido é degradado de forma fragil com a
propagacao da fissura e, portanto, ndo é mais capaz de suportar esforgos, os vetores de forca
de superficie correspondentes aos estados de tensdo nas faces sdo reaplicados sobre 0s novos
pontos de colocacéo criados. A reaplicacdo dos esforcos nas novas faces criadas € feita em
passos incrementais. Ao final de cada incremento, do mesmo modo explicado anteriormente,
séo verificados pn nos pares com deslocamento relativo restringido e o COD nos pares com
deslocamento relativo liberado.

o " oS N ’Y: o/\A ‘Y 0 P
5" ] e <: ii w S

Figura 8 - Defini¢ao das forcas de superficie reaplicadas sobre os pontos de colocacdo das novas faces de
fissura criadas durante a propagacéo.

Para a realizacdo da fase de reaplicacdo € necessaria a atualizacdo das matrizes de
coeficientes de influéncia, uma vez que ha mudanca na malha de elementos de contorno com
a adicdo de novos elementos nas novas faces de fissura criadas. Ademais, 0 comprimento de
fissura adicionado pode interceptar um elemento preexistente. Nesse caso, o elemento original
é modificado e um novo elemento é criado (Fig. 9a).

A cada novo ponto de colocagdo criado duas novas linhas e colunas séo adicionadas as
matrizes H e G a partir do calculo da Eq. (22) ou Eq. (23), dependendo da formulacéo
adotada. As linhas correspondem a influéncia do novo ponto de colocacdo nos demais. As
colunas representam a influéncia inversa. Além disso, as linhas e as colunas referentes ao
elemento cruzado devem ser alteradas para representar os pontos de colocacdo do elemento
modificado. A Fig. 9b mostra o esquema de alteragcdo das matrizes H e G com a adicéo e
modificacdo de elementos na malha da estrutura.

Malha

interceptada ' —~ = .

f
p
fo
Malha da fissura {
ol o
(@ (b)

Figura 9 - (a) Esquema de remalhamento na intersecéo de algum elemento durante a propagacéo de uma
fissura. (b) Alteragdo das matrizes H e G com a criagé@o e modificacao de elementos.

5 EXEMPLOS

5.1 Exemplo 1- Chapa tracionada. Comparacdo com resultado analitico

A primeira parte deste exemplo busca analisar um problema de fratura com resposta
analitica conhecida, que servira como base para a comparacdo dos resultados obtidos
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numericamente. Ele consiste de uma chapa tracionada com a presenca de uma fissura
horizontal, conforme mostrado pela Fig. 10. O mddulo de elasticidade longitudinal E do
material é considerado igual a 1000 uF/uL? e o coeficiente de Poisson v é tomado como nulo.
O problema é analisado como um estado plano de deformacdo. Sao avaliados tanto o fator de
intensidade de tenséo para o0 modo I (Ki) quanto o deslocamento vertical (Av) no ponto central
do topo da estrutura.

Figura 10 - Problema analisado no exemplo 1.

A partir dos resultados obtidos por Isida (1971), as respostas para Ki e Ay para uma
estrutura com relacdo h/b = 1,8 se aproximam das respostas para uma tira de altura infinita.
Portanto, para minimizar o erro associado as dimensdes da estrutura, neste exemplo é tomada
uma relacdo entre h e b igual a 3. Além disso, o valor de b é adotado igual a 3 uL. As
respostas analiticas para o problema de uma tira de altura infinita podem ser obtidas em Tada
et al. (1985). Para Ki tem-se que:

Ki =&\7a0R (%)) (26)

onde o fator adimensional F1 é dado por:

A ()| -o0m(3g) ~o0s(3g) | o

J& Av é obtido por:

_2ho 4o a
b 22T Ao (o

sendo E'= E/ (1—v2) por se tratar de um estado plano de deformacao e o fator F2 dado por:
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A forca distribuida aplicada é tomada como & =10 uF/uL. O semi-comprimento ao da
fissura é variado de 0,1b até 0,9b, com passo de 0,1b. Na discretizacdo da estrutura, sdo
utilizados 48 elementos quadraticos. A fissura é discretizada com elementos de aproximacao
cubica com comprimento igual a 0,15 uL. Assim, uma fissura com comprimento 2ao = 0,2b =
0,6 uL é discretizada com quatro elementos cubicos em cada uma de suas faces. Ja 0 caminho
para célculo da integral J é discretizado com 5 elementos com aproximagdo cubica, 0 que
corresponde a utilizacdo de 14 pontos internos nas proximidades de cada uma das pontas.

Para cada um dos casos, os valores de Ki e Ay sdo obtidos a partir do cddigo
implementado. Os resultados adimensionais determinados sdo mostrados na Tabela 1. Nela
também estdo indicados os respectivos valores analiticos e 0s erros relativos das respostas
numeéricas.

Tabela 1 - Resultados para exemplo 1

K AE
alb %\/ﬁ : Aba

Analitico  Numérico Erro (%) | Analitico Numérico Erro (%)
0,1 1,006 1,012 0,644 1,508 1,508 0,014
0,2 1,024 1,029 0,403 1,532 1,533 0,030
0,3 1,058 1,061 0,351 1,574 1,575 0,054
0,4 1,109 1,113 0,340 1,638 1,640 0,089
0,5 1,186 1,190 0,337 1,731 1,733 0,129
0,6 1,303 1,307 0,316 1,864 1,867 0,158
0,7 1,487 1,490 0,199 2,062 2,065 0,143
0,8 1,814 1,810 0,266 2,380 2,380 0,006
0,9 2,577 2,559 0,676 | 3,000 2,985 0,507

Como pode ser observado, tanto os valores obtidos para Ki quanto para Ay sdo muito
proximos aos valores analiticos, com erros inferiores a 1%. Isso demonstra a eficacia do
codigo implementado para analises de problemas no &mbito da MFEL.

A segunda parte deste exemplo consiste na aplicagdo de um deslocamento vertical
prescrito para cima no topo da chapa mostrada na Fig. 10 em substituicdo a forca. O
deslocamento prescrito tem magnitude igual a 0,2 uL e é aplicado em dez passos
incrementais. A relacdo carga equivalente x deslocamento no topo da estrutura é determinada,
bem como o caminho de propagacéo da fissura, cujas pontas estdo solicitadas exclusivamente
ao modo de abertura. A carga equivalente é calculada a partir integragdo do carregamento
vertical aplicado ao longo do topo da estrutura.

O comprimento inicial da fissura é tomado como 2ao = 0,60 uL. O incremento no
comprimento da fissura durante a propagacgéo é tomado como 0,70 uL. Os demais parametros
utilizados séo os mesmos descritos na primeira parte deste exemplo.
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A Fig. 11 mostra o comportamento da carga vertical aplicada sobre a estrutura com a
variacdo do deslocamento vertical no topo. Como pode ser observado, quando o deslocamento
é igual a 0,18 uL ha a propagacao fragil da fissura. A fratura fragil é caracterizada pela queda
abrupta da carga equivalente. Essa reducdo se deve a redistribuicdo de esfor¢os que ocorre a
medida que a fissura propaga. O ultimo incremento de deslocamento vertical imposto (de 0,18
uL a 0,20 uL) é dado com a estrutura separada em duas metades. Dessa forma, h4 apenas um
deslocamento de corpo rigido, sendo praticamente nula a carga equivalente aplicada.

70
60 -
50 A
40 -
30 A
20 A
10 ~

0 -
-10

Carga equivalente (uF)

0 0,05 0,1 0,15 0,2
Deslocamento (uL)

Figura 11 - Variacao da carga equivalente com o deslocamento vertical no topo da estrutura.

O histérico de evolucdo do comprimento da fissura durante sua propagacdo até a
separacdo completa das metades da estrutura é exibido pela sequéncia mostrada pela Fig. 12.
Como pode ser observado, o cddigo computacional implementado é capaz de representar
eficientemente a propagacdo e a situacdo de separacdo e o deslocamento de corpo rigido das
metades. Essa Ultima caracteristica advém da utilizacdo da formulagdo do MEC para a anélise
do problema mecanico.

Figura 12 - Representacao da propagacéo da descontinuidade.
5.2 Exemplo 2 — Chapa furada. Comparacdo com Franc2D

O segundo exemplo busca comparar a resposta obtida pelo modelo numérico
implementado neste trabalho com a resposta fornecida pelo programa Franc2D para um
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problema de propagacdo em modo misto. O problema analisado consiste de uma fissura de
borda presente em uma chapa com dois furos e tracionada ao longo do eixo horizontal,
conforme indicado pela Fig. 13. Como propriedades do material sdo adotados modulo de
elasticidade E = 1000 uF/uL? e coeficiente de Poisson v = 0,25. O problema é analisado como
estado plano de tensdo. A forca de superficie aplicada tem magnitude & =10 uF/uL.

0,6D 0,8D 0,6D

I 01D -

N / -,
D - —> O

N f _

~ —>
v 01D ¢ | % R

‘ 11D o< 0,9D R
2D

Figura 13 - Problema analisado no exemplo 2.

A dimensdo D é igual a 1 uL e o didmetro das aberturas ¢ € igual a 0,4 uL. O
comprimento inicial da fissura ao é igual a 0,05 uL. O incremento no comprimento da fissura
durante a propagacdo é tomado como 0,025 uL. As faces da fissura sdo discretizadas com
elementos de aproximacdo quadratica com comprimento igual a 0,025 uL. Dessa forma, a
cada propagacao da fissura sdo adicionados dois novos elementos a malha referentes as duas
novas faces criadas. A discretizacdo do contorno externo é realizada com 24 elementos
guadraticos, enquanto cada uma das aberturas sdo discretizadas com 8 elementos quadraticos.
Sé&o utilizados 5 elementos com aproximacao cubica para o calculo da integral J.

Os historicos de valores de K e de Ku sdo determinados em fungdo do comprimento da
fissura tanto a partir do codigo desenvolvido quanto a partir do Franc2D. Os resultados séo
mostrados na Fig. 14 para Ki e na Fig. 15 para K.
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Figura 14 - Variagéo do fator K; com o comprimento da fissura.
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Figura 15 - Variagéo do fator Kii com o comprimento da fissura.

Como pode ser observado pelo grafico apresentado na Fig. 14, ha uma excelente
correspondéncia entre os valores de K; obtidos pelo programa desenvolvido neste trabalho e
pelo Franc2D. Tal correspondéncia é verificada desde o comprimento inicial de fissura até o
comprimento final simulado, proximo a 0,9 uL.

Ja na Fig. 15, é observada uma oscilacdo nos valores de Ki obtidos pelo MEF via
Franc2D a partir de um comprimento de fissura proximo a 0,5 uL. Por outro lado, os
resultados obtidos para Ku pelo MEC a partir do programa desenvolvido neste trabalho
apresentam variagdo mais suave. Entretanto, ainda assim existe boa correspondéncia entre 0s
historicos obtidos por ambos os codigos.

A boa correlacdo entre os valores dos FIT ainda pode ser observada a partir da
comparagdo entre os caminhos de propagacdo da fissura. A relacdo entre Ki e Ki define o
angulo de propagacéo (Eg. (3)) e, consequentemente, o caminho pelo qual a fissura cresce. A
Fig. 16 mostra os caminhos de propagacgéo determinados tanto para o programa desenvolvido
quanto pelo Franc2D.

MEC = = Franc2D

Figura 16 - Representacédo do caminho de propagacéo.
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A partir da Fig. 16 é verificada uma excelente correspondéncia entre os caminhos de
propagacdo obtidos por ambos os codigos computacionais. Tal correspondéncia esta baseada
na boa correlacdo existente entre os valores determinados para Ki e para Ki, conforme
mostrado pela Fig. 14 e pela Fig. 15, respectivamente.

6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi proposto um modelo numérico para a analise de problemas de fratura
fragil em meios isotropicos bidimensionais. O método utilizado foi baseado no MECD, de
modo a simular de maneira eficiente a propagacdo de fissuras no dominio da estrutura. O
coédigo desenvolvido é capaz de simular a intersecdo dos elementos de fissura com outros
elementos da malha. Ele também considera, por meio de uma andlise simplificada, o contato
entre as faces da fissura a partir de um modelo de atrito infinito.

No primeiro exemplo avaliado, foi observada uma excelente correspondéncia entre as
respostas do modelo proposto e os valores analiticos. Além disso, na segunda parte do
exemplo, foi obtida uma resposta tipicamente fragil para o problema, como era esperado. Ja
para 0 exemplo de propagacdo em modo misto, os resultados determinados foram muito
similares aqueles obtidos via Franc2D. Ademais, 0s caminhos de propagacdo obtidos por
ambos 0s programas praticamente coincidiram.

O cddigo até o momento implementado sera estendido para a simulagdo do fenémeno de
fadiga e propagacéo coesiva em meios multifissurados ndo homogéneos.
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