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Resumo. A fratura mecanica de pecas estruturais de concgepor natureza um processo
incerto sendo muitas vezes observadas discrepaneigsificativas de resultados
experimentais sob condigbes de ensaio, em teatémticas. Essas incertezas podem ser
representadas a partir de modelos mecanicos egioods No entanto, a calibracdo desses
modelos baseada em dados experimentais nem sempna éarefa facil. Neste trabalho é
apresentado um procedimento para a calibracdo demodelo estocastico de fratura nao-
linear em pecas de concreto. O modelo mecanicoraterd é baseado no método dos
elementos de contorno e no modelo coesivo de &aflrés diferentes leis coesivas foram
adotadas na calibracdo do modelo estocastico. @ddmentos sobre calibragdo Bayesiana
de modelos sdo apresentados e um recente métodonoherdo “Calibracdo Bayesiana
utilizando confiabilidade estrutural” é discutido aplicado em um problema de fratura de
vigas de concreto. Através desse meétodo € posgigelkificar o ajuste entre os resultados
experimentais e os resultados do modelo calibradosiderando as trés leis coesivas.
Portanto é possivel afirmar qual das leis resulému um melhor ajuste do modelo estocastico
apos a calibragdo. Para viabilizar o custo compitaal do procedimento, redes neurais
artificiais foram utilizadas para a meta-modelagdmproblema.

Palavras-chave: Calibracdo Bayesiana, Método dos elementos deocont Modelo coesivo
de fratura, Redes neurais artificiais
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1 INTRODUCAO

A utilizacdo de conceitos da mecanica da fratutecaga a analise de confiabilidade de
componentes estruturais € uma abordagem interegsaisté capaz de proporcionar projetos
estruturais mais robustos. Engenheiros civis emal gstdo cientes de que o comportamento do
concreto na situacdo de fratura € afetado portezas. Portanto, para uma abordagem mais
realista do problema, faz-se necessario levar emacas incertezas, as quais podem ser
representadas por modelos mecanicos estocasticasliBracdo de modelos mecéanicos
estocasticos a partir de resultados experimentais per extremamente custosa em termos de
tempo de processamento (Beck & Katafygiotis, 1988nhdo assim a eficiéncia e precisdo dos
modelos deterministicos a partir dos quais saodgsras modelos estocasticos calibrados é
também de extrema importancia. O Método dos Elemsatd Contorno dual (MEC dual) é um
método numeérico que vem sendo aplicado com suegsgaroblemas de fratura nas ultimas
décadas (Chen & Hong, 1999; Portela, Aliabadi, &k 1992; Cisilino & Aliabadi, 1999).

As principais vantagens do MEC dual para os proatede fratura sdo a necessidade de malha
apenas no contorno e a boa precisdo na avaliaggng®s de tensdes com elevados gradientes
(Leonel, Venturini, & Chateauneuf, 2011). No comtedla mecéanica da fratura néo linear,
formulacdes do MEC baseadas no Modelo Coesivo akeifar(MCF) de Hillerborg, Modeer,

& Petersson (1976) tem sido aplicadas para repi@sarZzona de Processos de Fraturamento
(ZPF) em diversos materiais quase-frageis, comoaso do concreto (Saleh & Aliabadi, 1995;
Leonel & Venturini, 2010; Oliveira & Leonel, 2013pe acordo com o MCF, a resisténcia
residual do material na ZPF é representada podésnsoesivas atuando nas faces de uma
fissura ficticia (posicionada a frente da fisswal )} no sentido de fechar a mesma. As tensdes
coesivas sdo funcdes da abertura da fissura eicitais relacdes sdo denominadas na literatura
de leis de amolecimento ou ainda leis coesivasnsideracao dessas funcdes torna o problema
nao linear sendo, portanto necessério utilizaatgjras numéricas para a resolucéo do sistema
algébrico.

A obtencéo dos parametros das leis coesivas a gartibservacdes experimentais € até os
dias de hoje uma tarefa desafiadora, especialnpraedo incertezas estdo envolvidas. A
calibracdo de modelos baseada em observa¢fes regpais tem recebido consideravel
atencdo ao longo dos ultimos anos (Friswell & Mstiead, 1995; Datta, 2002; Calvi, 2005;
Hills, et al., 2008). Diversas metodologias paracpder a calibragdo Bayesiana de modelos
foram apresentadas na literatura (Ching & Chen,720Beck & Zuev, 2013; Straub &
Papaioannou, 2015). Em geral, a estratégia utdizamhsiste em uma analise inversa onde a
estatistica Bayesiana (Beck & Katafygiotis, 1998idfygiotis & Beck, 1998) é utilizada para
levar em conta as incertezas. Para isso é neaefsdniular hipoteses estatisticas as quais sao
testadas e subsequentemente confrontadas com evagi®es experimentais. A reposta do
procedimento de -calibracdo Bayesiana pode serpmetada como uma medida de
adequabilidade das hipdteses estatisticas assuraeidaselacdo aos dados experimentais
disponiveis (Jaynes, 2003). Essa medida € denoa@aadencia e corresponde a constante de
normalizac&o da distribuicdo estatistica postelo@r parametros do modelo coesivo, obtida ao
final do processo. No presente trabalho é propostaestratégia para a calibracdo Bayesiana
de modelos de fratura para materiais quase-fragsisiodelos a serem calibrados sdo baseados
no MEC dual e os dados experimentais disponiveiscaévas de forca-deflexdo obtidas de
ensaios de vigas de concreto submetidas a flex&oésmpontos. Trés diferentes leis coesivas
foram testadas e a partir da evidencia foi posslggrminar qual delas foi a mais plausivel
para descrever as curvas experimentais disponiRg@sa o modelo mais adequado, a
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distribuicao posterior, ou seja, a funcao de distgdo conjunta de densidade de probabilidades
dos parametros do modelo coesivo, foi apresentadidada.

2 CALIBRACAO BAYESIANA DE MODELOS MECANICOS

2.1 Calibracao Bayesiana utilizando confiabilidade estrtural

Engenheiros estruturais tem que lidar muitas vezms informacfes incompletas e
incertezas em relagdo a parametros mecanicos. éna@gsio da resposta experimental das
estruturas pode prover informacdes adicionais paralise as quais podem ser utilizadas para
calibrar modelos estruturais estocasticos. A cai#io bayesiana de modelos € baseada no
teorema de Bayes (Bayes, 1763) por meio do quaksiyel incorporar novas informacdes a
modelos mecéanicos estocésticos a partir de obsmsaexperimentais. Para modelos
estruturais o teorema de Bayes é apresentado ddack & Katafygiotis, 1998; Katafygiotis
& Beck, 1998):

p(D|6, M)p(6|M)

(1)
p(D|M)

p(6|D, M) =

sendof = [91, ...,HNp] 0 conjunto de parametros incertos do modelo edfooa®/, € o

namero total de paramento®, representa as informacdes provenientes das okées/a
experimentais & € o modelo estrutural utilizado.

A distribuicéo a priorp(6|M) reflete o conhecimento inicial (Na auséncia deeplzs;6es
experimentais) que se tem em relagcdo aos paramet@dos do modelo. Adotou-se nesse
trabalho apenas distribuicGes a priori uniformesdependentes. A funcéo de verossimilhanca
p(D|6, M) expressa a correspondéncia entre as informac@esimentaisD e a resposta do
modeloM dada a distribuicdo a priori dos parametios

Para definir a funcdo de verossimilhanca é nedesadotar um modelo de distribuicao
estatistica para as informacdes experimentais. fdsepte trabalho adotou-se modelos de
destruicbes normal e lognormal. A distribuicdo post p(8|D, M) dos parametro8 € o que
se procura para a calibracdo do modelo estocastmudicionada as informacods, a
distribuicdo a priori e ao modeld adotado. A distribuicdo posterior é utilizada pareostrar
valores plausiveis para os parametros estruture&tos. Finalmentey(D|M) representa a
constante de normalizagdo, denominada evidence,gguante que a distribuicdo posterior
integre a unidade.

A determinacédo da evidencia envolve a avaliacadedema integral multi-dimensional, o
que inviabiliza a determinacéo direta da distriBaiposterior. Sendo assim, para resolver o
problema da calibracdo baysiana, algoritimos nwogrde simulacdo estocatica podem ser
utilizados. Entre esses algoritimos, a “Calibrag@ayesiana utilizando Confiabilidade
Estrutural” (CBCE), proposta por Straub & Papai@an(R015), apresenta um procedimento
para a geracado de amostras da distribuicdo pastpréonao involve diretamente a avaliacao
da evidencia.

A CBCE pode ser entendida como extensdo de proeettincldssico de aceitacao/rejeicdo
de amostragens da distribuicdo a priori. Nesseegioento, primeiramente € necessario
introduzir uma variavel aleatéria auxili@runiformemente distribuida no intervd@®, &,,,4 1,
onde:
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$max = m;iX p(DIB, M)p(0|M) (2)

No procedimento, as amostr@) e ¢ dos paramentos e da nova variavel séo geradas
utilizando simulagéo de Monte Carlo a partir desdrdiuicdes a priori uniformes. A amostra
[6W, &¥] é entdo aceita caso:

St(k) < p(D|0("),M)p(0(k)|]v[) 3)

A Caso contrario a amostra é rejeitada. Ao finapdiresso, todas as amostras aceitas sao
realizagcOes da distribuicdo posterior. A Figuralasira esse processo de aceitacdo/rejeicéo
para um problema genérico envolvendo apenas uné@ghaleatoriad. A linha sélida preta
representa o terma(D|0, M)p(B|M), as cruzes representam as amostras aceitas atos po
cinza as amostras rejeitadas.

No entanto, utilizando o procedimento classico akbtacdo/rejeicdo, o qual é baseado em
simulacao de Monte Carlo bruta, a grande maiosad#ostras geradas séao rejeitadas. Portanto,
para conseguir alguns pontos da distribuicdo postenecesséario gerar um grande namero de
amostras, o que pode acarretar em um elevado castputacional (Visto que os modelos
estruturais numéricos tém que ser avaliados age@gao de amostras).

Com a CBCE esse problema é contornado uma vez preblema de calibracédo bayesiana
€ encarado como um problema de confiabilidade tesalu Nessa abordagem, as amostras
aceitas sao associadas com amostras no dominiallte de problemas de confiabilidade
(Amostras que satisfaze EQ.3), e as amostras testamom amostras no dominio de
sobrevivéncia. Nesse caso, a equacdo de estade pode ser escrita como uma funcéo das
variaveis aleatorias e 8, dada por:

9(0,8) =& — p(D|6, M)p(0|M) (4)

Dessa maneira, qualquer técnica de confiabilidattataral pode ser utilizada para resolver
o problema. Quando a CBCE é utilizada, amostradisiabuicdo posterior, i.e., amostras no
dominio de falha, sdo geradas a partir de técdieasnostragem inteligente, as quais permitem
reduzir significativamente os custos computacionais

Conforme sugerido por Straub & Papaioannou (20&@5)roblema de confiabilidade é
solucionado utilizando simulacdo de subconjunto @uBeck, 2001). As simulacbes séo
realizadas no espaco normal padréo, onde as varideatérias sdo independentes e com
distribuicdo normal com média zero e desvio padnditario. Para transformar as variaveis
aleatorias para o espaco normal padrdo € utilizattansformagdo composta utilizando o
modelo de Nataf (1962) uma vez que distribuicd@sgaussianas sao consideradas.

A amostragem por simulagéo de subconjunto é baseadacomposi¢do do espaco normal
padrdo em eventos intermediarios de falha. Um otmjde regides intermediarias de falha &
entdo definido como sendo uma cadeia de evéfjtasE, O --- O E,,, ondeE; representa o
préprio espaco normal padrad,ge € o dominio de falha final procurado definido p6#, ¢) <
0. A Figura 1b ilustra os eventos intermediariogapaco normal padréo.
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Figura 1. (a) processo de aceitacdo/rejeicdo (b) &wos intermediarios da simulacdo de subconjuntos

A probabilidade de falh@z, ou probabilidade associada a aceitagdo de umatamia
distribuicéo a priori, pode entdo ser determinagdaréir da simulagéo de subconjuntos como:

m-—1
pr = PED | | Pl (5)

sendoP(E;) a probabilidade associada a um eveltoe as probabilidades condicionais
P(E;,1|E;) sao obtidas a partir do algoritmo Metropolis-litag modificado. Para mais
detalhes sobre a simulagéo de subconjuntos, cangult& Beck (2001), Au & Beck (2003),

Zuev, Beck, Au, & Katafygiotis (2012).

No caso do presente trabalho foram utilizadas apdrsdribuicées a priori uniformes e
independentes e a eviden@éD|M), apresentada na Eq. 1, pode ser obtida a partir da
probabilidadep; como:

p(DIM) = $maxPr (6)

sendopr a probabilidade de aceitagcdo de uma amostra,iadaocom a equacao de estado
limite Eq. 4 e determinada a partir de simula¢asudeonjuntos.

2.2 Calibracao Bayesiana para selecao de modelos

A calibracdo bayesiana também pode ser utilizadagaelecdo do modelo mecanico mais
apropriado para reproduzir estatisticamente odtaelns experimentais (Beck & Yuen, 2004).

Considerando o conjunto de modeMs= [Ml, v My, ] € possivel reescrever o teorema de
Bayes como:
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p(D| M) p (M | M)

(7
p(D| M)

p(Mle, M) =

Considerando que a priori todas as classes de o®dab igualmente plausiveis, tem-se
uma distribuicao a priopi(M, | M) = 1/N,. O termap(D|M;,) é a constante de normalizacao.
Para determinar qual o modeM, mais apropriado ndo € necessario obter a distébui
posterior p(M;|D, M). Isso porque a adequabilidade dessa distribuigho rasultados
experimentais depende apenas da constdM¢M, ), a qual é igual a evidencia associada a
calibracdo dos parametr@sconsiderando a classe de modedp:

p(D|0, M )p(8| M)
p(D| M)

Portanto, para determinar a classe de modelo rdaiguada, a calibracdo Bayesiana dos
parametro® € avaliada individualmente para cada modelo e quadidlidade desses modelos
€ medida quantitativamente através da evidep€ia|M;). Quanto maior for o valor da
evidencia, mais proximo o modelo estara de repilio@dutendéncia estatistica dos resultados
experimentais.

p(8|D, M) = (8)

3 MODELO MECANICO PARA AS ANALISES DE FRATURA

O modelo mecanico de fratura a ser calibrado éadaseo Método dos Elementos de
Contorno dual (MEC dual) e no Modelo Coesivo deuwea(MCF). O MEC dual é utilizado
para a discretizacdo das fissuras ao passo quenpocamento de fratura quase-fragil é
imposto pelo MCF. O modelo de fratura sera detaltsageguir nos proximos topicos.

3.1 Método dos elementos de contorno dual

Na formulacdo MEC dual, duas equacdes integraspi@adentes sao aplicadas nos pontos
de colocacéo coincidentes das duas faces opostasmaealada fissura. A primeira equacéo
integral, ou equacao integral de deslocamentose msdrita para um corpo elastico com
contornol’ como:

— , 9

6 (fe)y ()[R (f.c)y(c)d =]y (fc)p(c)d ®)
r r

sendou; e p, as componentes de deslocamentos e forcas de isigp@i um ponto do

contornol’, f o ponto fonte para a colocacdo da equacao intege&l um ponto campo no

contorno.g; € o termo livre que surge das integrais singuldeeformulacdo, o qual é igual a

o, /2 para contornos suaves,ly e B; sdo as solugbes fundamentais de Kelvin para os

deslocamentos d forcas de superficie dos problataasoestaticos (Brebbia & Dominguez,
1989).

Uma equacao integral escrita em termos de deforesgudde ser obtida diferenciando a Eq.
(9) e considerando as relagBes cinematicas de cdesénmtos/deformacdes infinitesimais.
Aplicando a lei generalizada de Hooke a essa equagdossivel obter uma representacéo
integral para as tensdes. Finalmente, impondo diledgo de Cauchy para as tensées no
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contornol” € possivel escrever a segunda equacao intedizhdd na formulacdo MEC dual,
i.e., equacao integral de forcas de superficie:

%pi(f)“?ﬁk(f,C)Q(C)a”:mj R (f.c) p(c) a’ (10)

r

Na Eq. (10),/7. sdo as componentes do verganormal ao contornd. Os novos nucleos

integraisS,, e D, contém respectivamente as derivaligse U, das solugdes fundamentais

ij |
de Kelvin junto com as propriedades elasticas dna As expressdes para os nuclegs

e D, foram apresentadas no trabalho de Hong & Chers{198

As formulagdes convencionais do MEC podem ser abtidilizando separadamente a Eq.
(9) ou a Eq. (10). A equacao integral adotada &oetninsformada em um sistema de equacdes
algébricas através da discretizacdo do contornelementos isoparamétricos e da imposi¢ao
da equacao integral em todos os nds dos elemetrangs da técnica de colocacdo. Tal
procedimento, quando utilizado para discretizaufias nos solidos, gera equagdes linearmente
dependentes devido a coincidéncia dos pontos decagido nas faces das fissuras. Para
contornar esse problema a formulacdo MEC dual mopie a equacdo integral de
deslocamentos, Eq. (9), seja utilizada para osogate colocacdo em uma das faces da fissura
e a equacao integral de forcas, Eg. (10), sejaadé na face oposta. Dessa maneira o sistema
final resulta linearmente independente e pode glicisnado. Nos pontos do restante do
contorno a colocacdo € imposta utilizando a Eq.\V8)o que essa equacdo apresenta
singularidades menos severas. Para tratar as aigegingulares adotou-se o método da
subtracao de singularidade. J& as integrais resggufaram calculadas utilizando a quadratura
de Gauss-Legendre.

3.2 Modelo coesivo de fratura

Em se tratando de materiais frageis, ZPF é peqoendiciente para que seu efeito possa
ser desprezado das anélises mecanicas. Nessetop@terecanica da fratura elastica linear
pode ser adotada. No entanto, quando a ZPF ndai&stemente pequena, efeitos mecanicos
ndo lineares aparecem e nao podem ser negligescil®ses casos € necessario utilizar
conceitos da mecéanica da fratura nédo linear. Gl sdo geralmente observadas em
concretos, rochas, madeiras, compdsitos poli riske diversos outros tipos de materiais 0s
quais séao classificados como quase-frageis.

Para representar os efeitos mecéanicos da ZPF nesiamquase-frageis, o MCF pode ser
adotado (Hillerborg, Modeer, & Petersson, 1976x9deabordagem, a degradagdo mecéanica €
representada por uma fissura ficticia posicionaérente da fissura real conforme ilustra a
Figura 2a. A resisténcia residual do material éasgntada por tensdes coesivas agindo nas
faces da fissura ficticia no intuido de fecha-EraRmpor o modelo é necessario conhecer uma
lei coesiva que relacione as tensdes coesivas sainesturas das faces da fissura ficticia. Essas
leis podem ser obtidas a partir de resultados erpetais por meio de analises inversas
conforme ilustra a Figura 2b. No entanto, sua d@teacdo nem sempre € uma tarefa facil,
especialmente quando o comportamento estocasticvatlea do concreto € levado em
consideragéo.
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Figura 2. (a) Modelagem da ZPF, (b) Obtencéo dasisecoesivas a partir de resultados experimentais

As leis coesivas sao definidas geralmente a pdéirdois parametros do material: A
resisténcia a tracad e a energia de fratui@; . A lei coesiva mais comumente encontrada na

literatura relaciona linearmente as tensdes cogsta as aberturas da fissura fictici .
Quando a aberturAu é nula, a resisténcia residual € igudl.&or outro lado, a resisténcia
residual cai para zero no caso da aberfiiraser maior que um valor criticfu,, .

Alternativamente, Au eg,podem também ser relacionados por uma lei expoalenci
conforme ilustrado na Figura 3a. Novamente apermgias parametrosf, e G, sé@o

necessarios. Uma outra lei coesiva comumente aalétadei bilinear conforme ilustra a Figura
3c. Para esse tipo de modelo coesivo sdo necesséaioe dois parametros para definir o ponto

de inflexdo: f, =a.f e Au' =bAuy,, ondea e bs&o, respectivamente, as razog f, e
AU'/Au,,, as quais devem estar entre zero e um. De acorddOtiveira & Leonel (2013) e

Leonel & Venturini (2010) as seguintes razdes podemutilizadasa=1/3 e b=2/9 para
materiais cimenticios conforme ilustra o0 modelosoazda Figura 3b.

oA oA c A

o(Au) :flef‘-f"fG"-m

w5

\

Au

(a)

Figura 3. Leis coesivas: (a) Lei exponencial, (b)dL bilinear: 2 parametros (c) Lei bilinear: 4 paranetros

No presente estudo, os trés modelos coesivos apmdss na Figura 3 sdo considerados
para serem calibrados com base nas respostasmegptais dos corpos de prova de concreto
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testados a fratura. Nas analises de calibracaes essdelos sdo denominados, respectivamente
como, lei exponencial, lei bilinear com dois par&oe incertos e lei bilinear com quatro
parametros incertos.

3.3 Equacdes algébricas do problema de fratura coesiva

A discretizacao do contorno externo e das fissemaslementos e a imposicéo das equacdes
integrais por colocacdo gera o classico sistemagiecdoes dos elementos de contorno
apresentado na Equacéao (11).

Hu=Gp (11)

Em queu e p séo vetores que contém, respectivamente, os deséotos e as forgas nos
pontos de colocagéo do contorno e das faces dadis& matrizH € construida a partir das
integrais dos nlcleos, e S, ao passo que a matr@ € construida considerando os nucleos

U, and D, . Os pontos de colocacao podem estar localizadds ta face esquerda, “e”, ou

direita, “d”, da fissura ou ainda no contorno extefc”. Considerando a divisdo do sistema de
acordo com a localizacéo dos pontos fontes € peigsi@screver a Eq. (11) como:

H ccuc + H ceue + H cd ud = Gcc pc + Gce pe + ch pd (12)

Os deslocamentos e forgas na Eg. (12) sdo a pora@scritos no sistema de coordenadas
globais. Para introduzir o MCF nas equacdes alggébg interessante transformar os termos da
Eq. (12) relacionados a fissura para um sistentdelenadas locais definidos em termos das

direcbes normal, /}”, e tangencial,t, a ambas as faces da fissura. Sendo assim, o0s
deslocamentos e forcas sao separados em compomenteais, u,,, p;,, € componentes
tangenciais,u;, Py, com a facef =e d, conforme ilustrado na Figura 4. Além disso,

impondo as condi¢des de contorno para o contorteorexdo problema, as equacgdes algébricas
podem ser reescritas conforme apresentado na Ey (3
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elementos de fissura
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Figura 4 Variaveis no sistema de coordenadas locaiss fissuras

AcCXc+Hce7ue7+H cetuet+H Cd7U1’+H ch dt= (13)
G, Py + G P+ G TPy +G Pyt F

sendoH_ " ,H_.",G,"e G," compostas por componentes He e G multiplicados pelos
termos da matriz de rotagéo do sistema de coordsngdé um vetor que contém os valores
incognitos no contorno externd,® é composta por colunas #e° e G.° associadas com 0s
valores incognitos & € o vetor que contém a contribuicdo dos valoresqgoitos no contorno.
A condicao de equilibrio de forcas nas faces dasifas coesivas impde que =-p,, = p,

e P, =—Pq4 = P,. Portanto, o sistema de equagoes apresentado. {a3gode ser reescrito
como:

AfX +H MUy +H fu+H Tu, +H U= (14)
(Gcm _ch”) pr] +(Gc8t_cht) pt+ Fc

No intuito de incluir o MCF nas equacgfes algébrieagecessario introduzir o conceito de
abertura da fissura, ou COD (Crack Open Displac&medeslizamento da fissura, ou CSD
(Crack Slide Displacement). Vetores contendo os @Q@I3 CSD podem ser definidos a partir
dos vetores de deslocamentos em coordenadas |ewar®: COD=-u, -u, €
CSD =u,, +u, (Ver Fig.4). No caso eléastico, ou seja, antesigkuffa coesiva se propagar,
tem-seCOD =CSD =0 e, portanto, a fissura é assumida como fechadandpua maxima
tensdo circunferencial na ponta da fissura feclsagh@rar a resisténcia a tracdo do material
descontinuidades de deslocamento passdo a sevad@ser ou seja, a fissura pode abrir e
deslizar. Nesse caso, a resisténcia residual go lda trecho da fissura correspondente a ZPF

€ representada por tensdes coesip@éCOD) gue de acordo com o modelo sédo associadas
com as abertur&0D . As tensbes normais na ZPF devem entdo satiséazer coesiva
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adotada, ou sejap, = p. (COD) e as tensdes tangenciais séo assumidas como pufas,

guando a fissura abre representando um comportarperfeitamente fragil ao cisalhamento.

Introduzindo entéo as condi¢cfes impostas pelo maresivo quando a fissura se propaga,
o0 sistema de equacdes algébricas que deve seros@do para obter a resposta do problema
pode ser expresso conforme a seguir.

ASX H(HT=H " )u, =H 7COD+(H #~H Yu + (15)
H,“CSD-(G,” -G.") p; (COD)~F, =0

O sistema de equacdes descrito em Eq. (15) € néarldevido a dependéncia entre as
variaveis p. e COD. O sistema n&o linear pode ser solucionado atrdeésma estratégia

incremental-iterativa descrita em Cordeiro & Leo(#016) a qual se baseia na reaplicacédo
sucessiva do excedente de tensdo nas faces deafigsuespondentes & ZPF. A estratégia
incremental além de reduzir os erros numéricos leithas na resolucdo do sistema néo linear
também permite a obtencdo das curvas de forcasvdeflexao as quais serdo utilizadas para
a calibracdo do modelo de fratura estocastico.

4 METAMODELAGEM VIA REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

O problema de confiabilidade estrutural intrinsiesute relacionado a calibragdo Bayesiana
descrito no topico 2.1 requer uma analise de sicAolae Monte Carlo do problema de fratura
ndo-linear. Mesmo utilizando um modelo mecanicoiefite para a analise de fratura, realizar
a simulacdo de Monte Carlo utilizando diretamentenodelo € extremamente custoso
computacionalmente. Para contornar esse problartiizacéo de Meta-modelos pode reduzir
significativamente o custo computacional da simddae viabilizar a analise de calibracéo
Bayesiana. Meta-modelos sdo capazes de represantplificadamente modelos de alta
complexibilidade e, uma vez calibrados adequadampetmitem descrever o comportamento
do modelo com reduzido custo computacional. Paaiaracdo do meta-modelo é necessario
um conjunto de realiza¢cdes do modelo a ser reprdoymara um conjunto amostras de seus
parametros de entrada.

A qualidade de ajuste da resposta do meta-modelelegéo ao modelo detalhado pode ser
mensurada a partir do coeficiente de determinaéao qual pode ser expresso como:

Ndata Ngata
. , (16)
TZ:l_Z()’i—Yi)Z/Z()’i—Y)Z
i=1 i=1

sendoyi os valores de resposta obtidos pelo modelo origihakpresenta a média desses
valores gJ; sdo os valores obtidos com o meta-modelo calibi@danto mais proximo de um
for valor der?, melhor sera a previsdo do meta-modelo.

Para validar a qualidade de ajuste dos meta-maqdeiuwes estratégia muito comum é deixar
de usar algumas das realiza¢cdes do modelo origumahte o processo de calibragem. Portanto,
calibra-se 0 meta-modelo com algumas das realisagdsubsequentemente calcular-se o
coeficiente de determinacdo entre as respostaseda-modelo calibrado e as respostas do
modelo original deixadas previamente de lado. EEsteatégia permite de maneira geral
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quantificar a relevancia do meta-modelo e, portaoiadotada no presente trabalho. O meta-
modelo utilizado para simular o modelo coesivo dgufa € baseado em Redes Neurais
Artificiais (RNA). Para as analises via redes neyratilizou-se o software COSSAN-X
(Patelli, et al., 2012), o qual é baseado na h#xti® Fast Artificial Neural Network (Nissen,
2003).

A utilizagdo de meta-modelos € muito comum em m@mobls de confiabilidade estrutural
(Bucher & Bourgund, 1990). Logo, a ideia de utilizan meta-modelo para melhorar a
eficiéncia da CBCE é uma extensdo natural. O piowado tipico pode ser descrito em trés
etapas: (i) exploracdo dos intervalos de amostrag@snparametros do modelo a partir de
observacdes experimentais; (ii) calibracdo e vefidado meta-modelo para garantir que as
principais caracteristicas do modelo original sapturadas com precisdo; (iii) realizar a
simulacéo de Monte Carlo utilizando o meta-modelmaés do modelo afim de reduzir custos
computacionais.

5 APLICACAO

O objetivo desse exemplo é obter as distribuicstepiores (8|D, M) e identificar qual
dos modelos coesivad?, melhor representou os resultados experimentaifatera em
concreto. Os resultados experimentais foram obpdoZimmermann et al. (2014) para pecas
de concreto submetidas a um teste experimentabpaddo de fratura por flexdo em trés
pontos. J& os resultados numéricos para a obtelasagdistribuicdes sado obtidos com as redes
neurais calibradas a partir dos modelos mecanieodratura coesiva. Por fim, apds a
determinacao do modelo mais adequado, a respelisivéiouicdo posterior dos parametihé
testada para avaliar como 0 a resposta modelo mecéaibrado se adequa as observacdes
experimentais.

5.1 Descricdo dos testes experimentais de referéncia

O teste padronizado de flexdo em trés pontos EN14G005) foi realizado
experimentalmente por Zimmermann et al. (2014) spé@mes de concreto de classe de
resisténcia C25/30 com entalhes iniciais no cethitr@do das pecas. Dois diferentes tipos de
mistura que resultaram na mesma classe de ressstimconcreto foram testados pelo autor.
No entanto, no presente trabalho apenas uma dagasifoi considerada. Os testes de flexao
em trés pontos foram realizados em 5 corpos deapapds 176 dias de cura resultando em 5
curvas experimentais de for¢a versus deslocamk@semo mantendo as condi¢gées de ensaio
fixas para os corpos de prova, significantes vadagoram observadas nas curvas de forca-
deflexdo, o que € comum acontecer em ensaios des gkt concreto. Para reproduzir
numericamente as variacoes estatisticas observedasurvas experimentais € necessario
calibrar um modelo estocastico de fratura. Sendimnaa calibracdo Bayesiana foi aplicada ao
modelo de fratura de elementos de contorno e g&getie modelos foi aplicada para determinar
qual das leis coesivas adotadas resultou em unmaomagbroximagédo para o comportamento
incerto da flexdo em trés pontos.

5.2 Calibracéo dos modelos

Nos modelos estocasticos de fratura coesiva, astézas foram abordadas apenas em
relagdo ao médulo de elasticidaile aos parametros de resisténcia a fratura. Talogtoos
parametros, como as dimensdes por exemplo, foramsidarados como deterministicos. A
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Figura 5 a seguir apresenta as dimensfes e tandbéondicdes de contorno fixadas para o
problema.
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Figura 5. Dimens@es e condi¢bes de contorno parammdelo de flexdo em trés pontos

O modelo numérico é adotado é composto por 146egigra de contorno descontinuos de
aproximacao quadratica totalizando 438 nos. Cordoitnstra a Figura 5, as condi¢cfes de
contorno foram impostas por deslocamentos prescritos quais foram aplicados
incrementalmente em 100 passos de carga. A Figarse@uir apresenta a malha adotada para
0 modelo em sua configuracdo indeformada e també&ncomfiguracdo deformada com
deslocamentos 20 vezes ampliados.

Figura 6. Discretizacdo em elementos de contorno

Para a calibracdo do modelo estocastico € necesd#gr as curvas numéricas de forca-
deslocamento. Essas curvas foram construidas evasitb a deflexdo e a forgca equivalente
no ponto da face superior da viga onde os deslatasdoram impostos. Trés modelos
estocasticos foram utilizadoM = [M;, M,, M5], para representar o comportamento de
fratura ndo-linear do concreto. No mod#f o comportamento coesivo é introduzido através
da lei coesiva exponencial ilustrada na FiguraJdao modeloM, esta associado com a lei
coesiva bilinear de dois parametros apresentad&iguaa 3b. A lei bilinear de quatro
parametros (Figura 3c), por sua vez, € utilizada pascrever o comportamento coesivo do
modeloM;. Visando calibrar os modelos também em regimdieta® modulo de Yound
também foi considerado como um dos paramefr@snm todos os casos. Portanto, para os
modelosM; e M, os parametros a serem calibrados sdo o moduldadéceladeE, a
resisténcia a tracdpe a energia de fratuta, ou sejap = [E, %, G].. Ja no caso do modelo
M; tem-sef = [E, £, G, &, b], sendoa eb as razbes que definem o ponto de inflexdo.
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Em todos os casos € assumido uma distribuicadstsiminormal conjunta entre as deflexdes
a as respectivas cargas aplicadas para a consttagéacao de verossimilhanca. Além disso,
todas as distribuicdes a priori foram assumidasoceemdo independentes e uniformemente
distribuidas entre limites aceitaveis obtidos &ipade observacdes do trabalho de Zimmermann
et al. (2014). Para todos os modetdy; as distribuicbes a priori do modulo elastico e dos
parametros de fratura foram adotadas como:

p(E|M;)~U[33.28,94.72 |GPa
p(f;|M)~U[1.36 ,6.64 |MPa
p(G¢| My )~U[100.13,545.87 ] ] /m?

No caso do modeldv;, as distribuicbes a priori das and b foram assumidas como
independentes e uniformemente distribuidas entreeovalo [0.1 0.9].

A funcéo de verossimilhanca deve ser construidageda modelo estocastico que se queira
calibrar. A seguir a estratégia adotada para &regiio dos modelos coesivos é brevemente
apresentada. Das curvas experimentais de forcexdefl quatro valores de referénaa [,
ds, ds] foram extraidos e os correspondentes valoreargdg doram registrados conforme ilustra
a Figura 7. Como existem cinco curvas experimengfissalores de carga sao extraidos das
observacdes experimentais no total.
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Figura 7. Selecéo das deflexdes de referéncia eragfio das correspondentes cargas

As deflexdes de referéncia foram definidas paranzi@to em analise conas [0.02, 0.04,
0.06, 0.19Jnm. Esses valores foram fixados baseados nasaimeas experimentais. Trés das
quatro deflexdes de referéncia foram adotadas emop@roximos a regido onde as curvas
experimentais apresentavam os maximos valoresrda.c# a ultima deflexdo foi fixada na
regido de amolecimento das curvas para levar erta anrtomportamento quase-fragil do
material.

E entdo assumido que as correspondentes cargagedincia (Quatro variaveis aleatdrias
com cinco amostras experimentais cada) seguem ustdbuicdo normal multivariada.
Portanto, um vetor de médias e uma matriz de caveia podem ser obtidas como:
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4
1 18
m; = 2 kil llgk) (18)

k . ~ P .
sendoll.( ) a carga associada com a defledddak®>*™acurva experimental. Por sua vez, 0s
termos da matriz de covariancia podem ser calcaladmo:

4
ey =3 2 (10 —m) (1 ~m) (19
k=1

Assumindo que as variaveis aleatorias de cargagfdeéncia seguem uma distribuicdo
normal multivariada, tem-se que a funcédo de dedsidi® probabilidade associada as cargas
experimentais pode ser expressa como:

1
fn@ = exp (— SU- mp)t Cp 1 (1 — mD)> (20)

1
(2m)?| Cp|*/?

Sendol um vetor contendo as quatro variaveis aleatomasalga (associadas com as quatro

deflexBes de referéncia)¢ € a designacao para o determinante de uma matriz.

Para construir a fungdo de verossimilhanca entr@adelo estocastico com distribuicdes a
priori de @ e os dados experimentais € necessario procedelagiies de fratura coesiva via
modelo ndo calibrado para obter amostras das edsidaleatorias de cargas numeéricas,
1(0) = [11(0), 12(0), 13(0), 14(0)]' . Fixando um modelar, e procedendo a amostragem numérica
das cargas € possivel escrever a funcéo de veiibssiga como:

1
p(DI6, M) = fu(1(8)) = exp (—5(1(0) —mp)* Cp~ (U(6) — mz») (21)

1
(2m)?| Cp|*/2

parak=1, 2, 3.

Para proceder a simulacdo de Monte Carlo, necaspara a Calibracdo Bayesiana, €
utilizada a meta-modelagem via RNA. As RNA’s sadibcadas a partir de 500 curvas
numericas obtidas para cada um dos modelos coesivizsderando as distribuicdes a priori
dos parametro8. Com o meta-modelo calibrado torna-se entéo vi&@ral termos de custo
computacional, proceder a simulagcdo de Monte C&tomo trés modelos coesivos foram
considerados, a calibracdo da RNA teve que saraealtrés vezes sendo, portanto necessario
um total de 1500 analises numéricas via elemema@®atorno.

A qualidade do ajuste entre os resultados via BEMresposta da RNA calibrada é de
extrema importancia para a garantir a validacaecalidracdo Bayesiana dos modelos. No
intuito de quantificar a qualidade desse ajusi\A € primeiramente calibrada utilizando 450
amostras das 500 simulagbes via BEM. Por fim, ofideate de determinacio® é
posteriormente calculado utilizando as 50 amosites haviam sido deixadas de lado. Os
valores observados na Tabela 1 retratam um ajustengamente bom entre o modelo de
elementos de contorno e as redes neurais. Portastdlistribuicbes posteriores obtidas
utiizando as RNA que serdo apresentadas no proxdidpico representam amostras
estatisticamente aceitaveis para os parametrostcedad para os modelos de elementos de
contorno condicionadas as curvas experimentaisféeencia.
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Tabela 1.Qualidade de ajuste entre os resultados do BEM erasposta das RNA calibradas

r2
Deflexdo de
referéncia : , Lei Bilinear dois Lei Bilinear quatro
Lei Exponencial A A
parametros parametros

0,02 0,9940 0,9646 0,9827
0,04 0,9994 0,9938 0,9914
0,06 0,9992 0,9981 0,9860
0,19 0,9994 0,9987 0,9938

5.3 Resultados

A calibracdo Bayesiana € entdo procedida para&esriodelosV;, e os resultados obtidos
para a evidencia é ilustrado na Figura 8 em forengrdfico de barras para cada caso.

14 -

M,

12 4

10 4

8

Evidence (%)

Figura 8. Valores de evidencia para os modelos coess

Baseado nos resultados das evidencias, o modelanglleor se ajustou as respostas
experimentais do concreto foi 0 modeify o qual é baseado na lei coesiva bilinear com dois

parametros. Visto que o numero de parametros anseatibrados € maior para o0 modelo
bilinear ilustrado na Figura 3c, era esperado gu®deloM; fosse mais flexivel e permitisse
uma melhor captura de comportamentos estocastiocos grande complexibilidade. No
entanto, para a adequada calibracdo dos paraneetmas desse modelo seriam necessarias
mais informacdes experimentais, i.e., mais de cioivas experimentais. Portanto, para
calculo da evidencia, modelos de alta complexiadel calibrados com poucas informagdes
experimentais sao penalizados (Ver Beck & Yuen42@Muto & Beck (2008)). Sendo assim,
de acordo com o apresentado na Figura 8 é posdisetvar que o modelo com a lei bilinear
de quatro parametros foi 0 modelo estocastico mapiagpriado.

As distribuicbes posteriores conjuntas em paresligiduais dos para@metrés = [E, £, G
sao apresentadas na Figuras 9 para o caso do noodel@ melhor evidencia, ou seja, modelo
M,. As distribuicGes a priori sdo ilustradas naifegam cinza enquanto que as distribuicdes
posteriores sdo representadas em preto.

A partir dos resultados é possivel observar quiisaisbuicées dos parametrise Gr sé@o
fortemente correlacionadas. Ja a distribuicdo &d@m@o modulo de Young nédo parece ter sido
afetada pela calibragdo Bayesiana, ou seja, a ibdistio posterior permanece
aproximadamente uniformemente distribuida no irtery33.28 x 94.72]GPa Portanto, é
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possivel afirmar que a influéncia do modulo de Ypnoas curvas de forca-deflexdo dos testes
de fratura em concreto € bem menor em comparagdiu@ncia dos para@metros coesiio®

Gt. Para validar o modelo calibrado, 20 amostras daluligzédo posterior apresentada na Figura
9 foram consideradas para reproduzir numericameatmodelo mecanico o comportamento
estatistico das curvas experimentais. Esses adsslisdo apresentados na Figura 10 onde é
possivel observar que as respostas do modelo memties de contorno calibrado reproduzem
satisfatoriamente o comportamento estocastico bssreacdes experimentais. O ajuste entre
as respostas experimentais e numéricas é 6timazimhanca dos pontos das deflexdes de
referéncia e permanece bom para as outras regaSesidvas.

550 550 GO0
500 0
450 450 ; ] 500
4001 &
i 350

22
G;\ = 30
250

200 9

A00
L, 380
=
— 300

250

200

Frequency

150 150
100 100 o
0l . 50 ‘ y ; : 0
3 4 5 6 7 8 9 0 | 2 3 4 & 6 7 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
10° MPa MPa Jim?
. 700 &
5 5 o
3 T
g &
T ‘:_.: : 4
3 3
4 2
100
1 . | : ]
3 4 5 8 7 8 9 10 7 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
10° MPa J/m-
300 ; : 10 1
250t a |
|
: B
o = S ‘
E © E’:'. &; 7
g 10 K S
"i' o 1=} 6
) 100+ .
y |
50 i |
i - 3
3 4 L 8 7 B8 9 10 B B 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
10" MPa Jim-
E G,f

Figura 9. Distribuigdes a priori e a posteriori dos parametre do modeloM', calibrados a partir dos resultados
experimentais
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Figura 10. Curvas experimentais versus 20 respostasiméricas obtidas com os modelos estocasticos
calibrados

6 CONCLUSOES

No presente trabalho foi apresentado um procedongara realizar a calibracdo Bayesiana
de modelos de fratura coesiva a partir de obseegae&perimentais de fratura em vigas de
concreto. Com o procedimento é também possiveltifban entre distintos modelos
estocastico calibrados qual melhor se ajusta &nadgHes experimentais existentes. O modelo
mecanico adotado para reproduzir o comportamentfratiara no concreto foi baseado no
método dos elementos de contorno e no modelo apdsifratura. Trés diferentes leis coesivas
foram adotadas para descrever o comportamentategdrnao linear: Exponencial, Bilinear
com dois parametros e Bilinear com quatro parareetfo calibragcdo Bayesiana é entdo
procedida para cada um desses modelos a partiualaégpossivel descobrir amostras de
distribuicbes estatisticas para os parametros ttadendos modelos coesivos que melhor
ajustam os resultados estocasticos numéricos aperigrentais. Foram procedidas 20
realizag6es do modelo calibrado mais adequado \@di@dar o procedimento de calibragéo
atravées da comparacdo das respostas numeéricas somespostas experimentais. A
concordancia observada entre as curvas numérieapegimentais demonstra a precisdo do
modelo calibrado para reproduzir o comportamentocastico da fratura no concreto,
validando assim o procedimento.
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