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Resumo. Neste trabalho sdo estudadas as vibracdes livres acopladas de um tanque
preenchido com um liquido inviscido e incompressivel com uma superficie livre ortogonal ao
eixo do tanque. O tanque é modelado por uma casca cilindrica circular simplesmente
apoiada e conectada a uma placa circular simplesmente apoiada por uma mola distribuida
rotacional circunferéncial artificial de rigidez apropriada. A placa é considerada assentada
em uma fundacgdo elastica de Winkler. Os efeitos das ondas de superficie livre e da presséo
hidrostatica do liquido séo desprezados. Os modos de “bulging ”(deformadas das paredes do
tanque que oscilam com o liquido) da estrutura séo investigados. A solugdo apresentada na
literatura (Amabili,1997) é obtida como um problema de autovalor pelo uso da expanséo de
Rayleigh-Ritz dos modos de vibracdo e entdo minimizando-se o quociente de Rayleigh para
vibragdes acopladas. Os efeitos da rigidez da fundacdo de Winkler e da rigidez das molas na
jungdo casca-placa sdo analisados para tanques preenchidos com agua. Os resultados
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apresentados sdo comparados com resultados numéricos obtidos pelo método dos elementos
finitos (MEF) via ANSYS.

Palavras-chave: Vibracdes Livres, Sistema Casca-Placa, Elementos Finitos.

1 INTRODUCAO

Baseado em artigo de Amabili (1997), o presente artigo relata um estudo de um tanque
preenchido com um liquido inviscido e incompressivel tendo uma superficie livre ortogonal
ao eixo do tanque. O tanque é modelado por uma casca cilindrica circular simplesmente
apoiada conectada a uma placa circular simplesmente apoiada por uma mola distribuida
rotacional artificial de rigidez oportuna. A placa é considerada como sendo assentada em uma
fundacdo elastica Winkler. Este modelo €é bastante realista porque a conexdo entre a placa e a
casca proporciona uma restricdo reciproca que pode ser assumida como sendo um apoio
simples. Em muitas aplicacGes, o topo do tanque é fechado por um diafragma delgado ou por
um anel que restringe os deslocamentos da casca de um modo semelhante aquele de um apoio
simples (exceto pelos modos de flexdo de viga). Além disso, o efeito da rigidez do solo pode
também ser modelado pela fundacdo elastica Winkler. Os modos de bulging da estrutura sdo
investigados e a solucdo - obtida como um problema de autovalor pelo uso do método de
Rayleigh-Ritz por Amabili (1997) — é comparada com a solugdo obtida pelo MEF via Ansys.

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Durante anos recentes, muitos artigos sobre vibracdes de estruturas feitas pela juncdo de
elementos simples tém sido publicados. Técnicas diferentes tém sido utilizadas, tais como o
método da mola artificial [Yuan e Dickinson (1992), Cheng e Nicolas (1992), Yuan e
Dickinson (1992), Yuan e Dickinson (1994)], o método da matriz de transferéncia ['Yamada,
et al. (1986)] e o método da receptancia [Huang e Soedel (1993), Huang e Soedel (1993),
Huang e Soedel (1993)]. Essas técnicas foram aplicadas por alguns autores a estruturas casca
cilindrica - placa circular [Cheng e Nicolas (1992), Cheng (1994)].

O método de Rayleigh-Ritz tem provado ser muito eficiente no estudo de estruturas
complexas mas, de modo a obter resultados corretos, as funcbes de teste devem satisfazer
todas as condicOes de contorno geométricas. Quando o método de Rayleigh-Ritz é aplicado a
uma estrutura obtida pela juncdo de alguns componentes em conjunto, as condi¢fes de
contorno requerem a continuidade dos deslocamentos translacional e rotacional entre as
juncoes rigidas das subestruturas. Esta condi¢do provoca muitos problemas na escolha das
funcOes de teste corretas a utilizar para cada componente individual. O uso de molas artificiais
nas juncdes permite que se possa superar essa dificuldade. Em particular, as juntas entre os
componentes da estrutura sdo representadas por molas artificiais translacionais e rotacionais
que sdo distribuidas ao longo de todo comprimento ou area conjunta. Obviamente, cada grau
de liberdade envolvido na juncéo deve ser simulado por uma mola distribuida.

A casca cilindrica circular com placa de fundo é a estrutura placa-casca mais simples e é
tambem importante para aplicagdes de engenharia. Vibragoes livres destas estruturas tém sido
estudadas, p.e., por Cheng e Nicolas (1992) e por Huang e Soedel (1993). Cheng (1994)
também estudou as vibragdes livres quando a casca cilindrica circular com placa de fundo €
acoplada com uma cavidade acustica preenchida com fluido. Uma aplicagdo comum desta
estrutura € o tanque; tanques sdo muitas vezes acoplados com um liquido tendo uma
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superficie livre. Os tanques preenchidos com liquido tém duas familias de modos: sloshing e
bulging. Modos de sloshing sdo causados pela oscilacdo da superficie livre do liquido, devido
ao movimento de corpo rigido do container; esses modos sdo também afetados pela
flexibilidade do container. As vibracGes das paredes do tanque (placa de fundo e casca)
recebem o nome de modos de bulging quando a amplitude de deslocamento da parede é
dominante sobre aquela da superficie livre; neste caso, as paredes do tanque e a base oscilam
com o liquido. O campo de velocidade do liquido em um tanque cilindrico circular tem sido
estudado por Bauer e Siekmann (1971). No entanto, eles consideraram a casca e a placa como
sendo independentes e ndo acopladas; além disso, eles estavam interessados nos modos de
sloshing.

3 METODOLOGIA

3.1. Abordagem teorica para a estrutura casca-placa

Uma casca cilindrica circular simplesmente apoiada feita de material isotrépico,
homogéneo e linearmente elastico é considerada, de modo que a teoria de cascas de Fliigge €
aplicavel. Uma placa circular delgada simplesmente apoiada é conectada a uma extremidade
da casca e se apoia em uma fundacdo elastica de Winkler [Chiba (1994)]; assume-se também
que a placa é feita de material isotropico, homogéneo e linearmente elastico, de modo que a
teoria de vibragOes de placa de Kirchhoff [Leissa (1969)] é aplicavel.

Quando uma placa é acoplada a uma casca circular cilindrica, em geral trés conexdes de
deslocamento e duas de inclinagcdo devem ser consideradas, de acordo com a teoria de casca
delgada classica. No entanto, o tratamento completo do uso de cinco conexdes nao é
necessario se se investiga apenas frequéncias mais baixas do sistema. Para esses modos, a
placa pode ser assumida como sendo inelastica em seu plano e permitindo apenas
deslocamentos transversais. Além disso, influéncias de deflexGes na conexdo nos planos
tangenciais da casca podem ser desprezadas em relacdo a amplitudes transversais. Portanto
apenas a inclinacdo radial no contorno da placa pode ser considerada como acoplada a
inclinacdo axial da casca na extremidade de fundo. Uma abordagem similar foi utilizada em
Faulkner (1969); em Huang e Soedel (1993) e Huang e Soedel (1993), a placa ndo foi
conectada ao apoio simples da casca. No caso presente, apenas uma conexao € requerida; a
casca e a placa sdo conectadas juntas por uma mola distribuida rotacional artificial de rigidez
oportuna (Fig. 1) a fim de obter um tanque de raio a e altura L.
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Figura 1 — Um diagrama do tanque e dos simbolos usados: (a) a se¢éo transversal definida por 6 =0e 0 =
wt; (b) 0 modo de vibracdo com n = 2 diametros nodais na secao transversal definida por x = L/2. (Amabili,
1997, modificada)

Um sistema de coordenadas cilindricas polares (O; r, 6, z) é introduzido, com o polo no
centro da placa circular de fundo. Devido a simetria axial da estrutura, apenas modos de casca
e de placa com o0 mesmo nimero n de didmetros nodais sao acoplados. Em particular, no
estudo presente ambas as vibracGes axissimétricas (n = 0) e vibrages assimétricas (n > 0) sdo
investigadas. Adicionalmente, € interessante notar que, devido a simetria axial, para cada
modo assimétrico existe um segundo modo tendo a mesma frequéncia e modo mas
angularmente rotacionado por w/(2n).

O método de Rayleigh-Ritz [Meirovitch (1986)] é aplicado para encontrar os modos de
vibracdo do tanque cilindrico circular. Portanto, o deslocamento radial w da parede da casca
(veja Figura 1) pode ser dado pela expressdo

w(x, 8) = cos(né) X.-, q.B,sen(smx/L), (1)
onde n é o numero de didmetros nodais, gs sdo parametros desconhecidos e Bs € uma
constante que depende do critério de normalizacdo adotado. Os autovetores de casca simples e
vazia simplesmente apoiada [Leissa (1973)] sdo utilizados como fungdes admissiveis. Entdo a
seguinte normalizacdo € introduzida

(L/a)? _rﬂl BZ sen*(sml)dl =1, (2)
onde I = x/L. O resultado da integracdo da

B, =B =+2a/L (3)
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O deslocamento transversal, wp, da placa pode ser dado por

wp(r,6) = cos(n6) I, & [Audn (%27) + Cout,, (2], @

il

onde n e i sdo 0 numero de didmetros e circulos nodais, respectivamente, a é o raio da placa e
Ain € um parametro de frequéncia bem conhecido que esté relacionado a frequéncia natural da
placa; J, e I, sdo a funcdo de Bessel e a funcdo modificada de Bessel de ordem n,
respectivamente. Na Equacdo (4), as autofungdes da placa simples, simplesmente apoiada na
borda e vibrando no vacuo, sdo assumidas como funcdes admissiveis. As funcdes de teste sdo
linearmente independentes e constituem um conjunto completo. Valores de Ai, para placas
simplesmente apoiadas sdo dados, por exemplo, na referéncia [Leissa e Narita (1980)]. Para
simplificar os calculos, as constantes dos modos de vibracdo Ai, e Ci,, sd0 normalizadas de
modo a ter

.rﬁl [43 ] (A30) + Cin L, (A 0)]dp = 1, (5)
onde p = r/a. O resultado da integracdo da Equacéo (5) é

n

/'l"l.

{ésl [[f;; (ﬁenj)z + (1 —%)}f (gmj] _ EEL[[I; (im])z n (1 B
%Un (A a1 (Ain) + L (A nss [P,m:]]} =1,

)12 +

(6)
onde J,, e I, indicam as derivadas de J,, e I, em relacdo ao argumento. A raz&o das constantes

. s o A Iy i) . .
dos modos de vibragéo é l_% =— J%”} para placas simplesmente apoiadas.
n [ Bl 71 4

A fim de resolver o problema, avalia-se as energias cinética e potencial da casca, placa,
liquido, fundacdo elastica e mola de acoplamento. A energia cinética de referéncia
[Meirovitch (1986)] da casca, desprezando a inércia tangencial, é dada por

1 3 p2& pL 5 1 L _ = 5 2
T::E.pshj"g‘ .JrD ..IFD W‘dxad5'=5p5ah555‘ wnzj':iqsl (7)
onde hs é a espessura da casca, ps é a densidade do material da casca (kg m™~) e

_ {Efc;pm"an= 0
n Tparan =0

Na Equacéo (7) a ortogonalidade da funcdo seno € utilizada. Similarmente, a energia
cinética de referéncia da placa é dada por

L1 2r oL 4 1 2 o =l
Ty —;Pphp.rﬂT.rg wirdr d&—;ppﬂ hp!f"n XZ.4; (8)

onde hp é a espessura da placa e pp € a densidade do material da placa (kg m®). Na Equacéo
(8) a ortogonalidade das funcdes de Bessel (modos de vibracdo de placa) é utilizada. Entéo, a
energia potencial maxima de cada modo de casca simples e vazia é igual ao produto da
energia cinética de referéncia do mesmo modo pela frequéncia circular ao quadrado ws” desse
modo. Além disso, em vibragdes acopladas, devido a expansdo em series do modo de
vibracdo, a energia potencial é a soma das energias de cada componente simples do modo.
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Por conseguinte a energia potencial maxima da casca € dada por

1 L 2 oo 7 .3
V_'-'-' :Elﬂ_r,'h_'-'-'ﬂ’;g‘ ans':iqs fi’_‘c, (9)

onde ax sdo as frequéncias circulares do modos de flexdo da casca simplesmente apoiada que
podem ser computadas pelo uso da teoria de cascas de Flugge [Leissa (1973)]. Similarmente,
a energia potencial maxima da placa é a soma das energias cinéticas de referéncia das

autofuncdes da placa no vacuo multiplicadas por @?,,
Vp = P as hpw )2 Yin = 57 Y E2y G2 A (10)

onde a frequéncia da placa circular @,, é relacionada ao pardmetro de frequéncia 4, por

N D — EPhP
@, = [—) —e D=— é a rigidez flexional da placa; v e Ep sd0 a razdo de
in aZ ‘\JIJCP hp 12 I1 :I

Poisson e 0 mddulo de Young da placa, respectivamente. A energia potencial méxima da
mola distribuida rotacional conectando a placa e a casca é

ve=2a|(2) - (22) | ads (11)

r=a
onde c; é a rigidez da mola (Nm/m). E interessante notar que o sinal para rotacdes é atribuido,
considerando que ambos w e w, sdo considerados positivos para fora do tanque (ver Figura 1),
de modo que ambos os deslocamentos ddo uma contribui¢do positiva ao incremento do
angulo entre a casca e a placa, 0 que proporciona compressao a mola rotacional. A rotacdo da
extremidade da casca em x = 0 é dada por

%}FD = Teos(n@ Ly .. (12)
A rotacdo da borda da placa, alterada pelo sinal, é
(?TP) — = CDS(H&] Ez 1§z"'1~1 [}1 r_Jn ("“mj + Gy n("]*m:]] (13)

Assim, utilizando as Equagdes (11) — (13), a energia potencial maxima armazenada pela mola
de acoplamento é dada pela Equacéo (14)

1 2 -ﬁ': oo oo ' oo oo e Ay A 7 7
Ve = 551{5‘ L_-E L, X ;=144 ;5 + 2o Zn=0G;dn Al_nq_'n[ﬂ'nf;[f’*enj + Cinln (4,01 %

[‘qhn-!;; (’i‘hnj + Chn n("‘hnj] — 2B- E 1Ez I}qsq S [J£1 rJn ("‘znj + C:n n("znj]}aw
(14)
A energia potencial maxima armazenada pela fundacéo elastica de Winkler é

Vo =20, [ [Cwhrdrdo =1k, a* 32, 57, (15)

onde k; é a rigidez da fundac&o (N m™).

3.2. Interacéo liquido-estrutura
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O tanque € considerado parcialmente preenchido com um liquido inviscido e
incompressivel, com uma superficie livre ortogonal ao eixo do tanque; a superficie livre esta a
uma distdncia H da placa de fundo (ver Figura 1). As ondas de superficie livre, tenséo
superficial do liquido e efeitos da pressdo hidrostatica sdo desprezados no presente estudo
[Morand e Ohayon (1992)], de modo que apenas energia cinética pode ser atribuida ao
liquido; por conseguinte os modos de sloshing do tanque ndo sdo obtidos pela presente
abordagem e apenas os modos de bulging sdo investigados. Como consequéncia dessas
hipdteses, a superficie livre ndo exibe uma capacidade intrinseca de oscilacdo; assim, a
superficie livre do liquido ndo esta sujeita a uma forca de restauracdo uma vez movida.

3.2.1. Energia cinética do liquido

Para um liquido incompressivel e inviscido, o potencial de velocidade satisfaz a Equacédo
de Laplace V(r, 6, x) = 0. No caso estudado, o potencial de velocidade do liquido,
utilizando o principio da superposicdo, é descrito pela soma ¢ = ¢ + ¢?, onde a fungdo ¢
descreve o potencial de velocidade da casca flexivel considerando a placa de fundo como
rigida e a fungéo (I)(2) descreve o potencial de velocidade do liquido da placa de fundo flexivel
considerando a casca como rigida. Assim, utilizando o teorema de Green para funcbes
harmdnicas [Lamb (1945)], a energia cinética de referéncia do liquido pode ser calculada pela
integracdo sobre o o contorno do liquido,

A4 ]
_1 (0 2y 387 +67)
Ty =5p,J; (67 +0%)———ds, (16)
onde p. é a densidade de massa do liquido (kg m™), z é a direcdo normal em qualquer ponto &
superficie S e é orientada para fora, S = S; + Sy, S; é a superficie lateral da casca e S, é a
superficie da placa. Integracdo sobre a superficie livre do liquido ndo é necesséria; de fato, as
condicdes de contorno sdo

() . =0 (5) =087y = ree

E!-p'::ﬂ _ alp.:j-‘_ﬁ B ) ~
( dx )x=l} % (T’gj’ (?)r:a B l:l’ (ﬂ ):r:H =0, (188-'(:)

de modo que a expansdo da Equacgdo (16) na superficie livre € zero. A pressao dinamica zero
na superficie livre & assumida como uma condi¢do de contorno como uma consequéncia da
hipotese assumida de negligenciar as ondas de superficie livre. O resultado da integracéo da
Equacéo (16) pode ser dividido em quatro diferentes termos utilizando as Equagdes (17a) e
(18a).

Tf: = %-’gL NI"S‘_ [[3]'1:' + Eﬂlﬂ)st +%F’L ..r_:.-: [ﬁ]lﬂ + @'Ej)wpds
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e S S (19)

3.2.2. Interacéo liquido-casca

Nesta secdo, o problema de vibragdo de uma casca flexivel simplesmente apoiada em
um tanque cilindrico circular com uma base rigida é considerado. Um grande ndmero de
artigos sobre vibragdes de cascas preenchidas com fluido tém sido publicados; vale a pena
lembrar, por exemplo, referéncias [Berry e Reissner (1958), Lindholm et al. (1962), Kondo,
H. (1981), Yamaki et al. (1984), Gupta e Hutchinson (1988), Amabili e Dalpiaz (1995),
Amabili (1996)]. O potencial de velocidade do liquido é assumido como sendo da forma

f.’-ﬁ:ﬂ = 2ot 4s Q??:-ﬂ- (20)

As funcbes Qfé.ﬂ sdo dadas por

Qj‘ﬂ (7, @ =X _ A1 [2”;—_1 Eﬁ) cos(né) cos (2”;_1 R’i) (21)

onde 4,,,, sdo coeficientes que dependem dos inteiros m, n e s. As funcbes qﬁf;ﬂ satisfazem a
equacao de Laplace e as duas condic6es de contorno dadas nas Equacdes (17 b, ¢); a condicao

dada na Equacdo (17a) é utilizada para calcular os coeficientes A4,,,,

- rf2m—1 a 2m-—1
A I ( f{—] cos(n ccrs(
m=1“‘"mn'n 7 H [: {;D 7

Se se multiplicar a Equacéo (22) por

-1 =x
CDS( .-"'E'—)

2

R’%) = B‘sen(s?{i—r). (22)

e entdo integrar entre 0 e H, utilizando a bem conhecida propriedade das funcGes ortogonais,
obtém-se

ImM-41 T
(1) _ fn[Tff—_} Im-1 _x

@ =3 1.,,m i}TJm L;l[ml_._ﬂ%}]cns[ﬂéﬁ cc-s( . EE). (23)

onde
[£+|:—1}'“"m_ senfs'f—}] -1L
Oms = L {i_-ﬂ-‘ﬂ:H—.d.‘ﬂ+ } S€ s _'._‘: o (243.)
Ll 4‘H:

ou

Ope =3 505 = T 5 (24b)

Portanto, o termo T; da energia cinética de referéncia do liquido é dada por
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m-1_a

1 1 2T ~Hp (1) 1 2 - . wm s T *'n':: Ta
T;_i..c _EPL-II} 'JrD [ﬂ }rzEWﬂ,dde _E}:’LE ﬂ!-f"n Eszizj'ziqsqj m=1 ,:2::.5_;}1[‘.-1{57:—:&%}
L ¥ z 4

. (29

3.2.3. Interacéo liquido-placa

Nesta se¢do, o problema de vibracéo da placa de fundo flexivel simplesmente apoiada é
estudado com a casca cilindrica circular considerada rigida [Bauer e Siekmann (1971), Chiba
(1994), Amabili e Dalpiaz (1995), Amabili (1996), Bhuta e Koval (1964), Chiba (1992),

Chiba (1993)]. O potencial de velocidade do liquido ;i":ﬂ é assumido como sendo da forma
¢ =32,4,87. (26)

As funcbes Q‘-"f}, para modos axissimétricos (m = 0), sdo expressas como

(2 - r cnshf&n;{z}—slnhfén;{z}
@ }('r, 8,x) = Ky (x — H) + L3721 KieeJo {EDJ{ ;) [ \tﬂn:lfg . E}\ u-l’ (27)
e, para modo assimétricos (m > 0), como
iz - - cnshfén;{:v}— sinh{fn;‘_.f}
& 3'(?", 6,x) = cos(né) iy K. )., (Enk ;) [ ~tan:{£ 1£}~ .;,], (28)
onde &, sdo solucdes da equacao
I:'; (Enk] = ﬂ (29)

As funcgdes @‘-"f} satisfazem as Equacdes (18b,c). As constantes K;,,;, sdo calculadas de
modo a satisfazer a Equacdo (18a). Para modos assimétricos,

X0 Kol (Enk E) — k= [Ainfn (%) + Gl (%)] (30)

atanh [En;{E} -

Se se multiplicar a Equacéo (30) por (ﬁ} T (En,{ E)r e entdo integrar, isso resulta em

K. .= '._—‘1[.-1:'3[;';1{“':1;-‘1 Yinke) atanh (Enk %), (31)
onde

2 :%[1 - (E:_hr) :| Un [Enk:]]:’ (32)

ﬁnk = 511/1“2!} f?:(j’injfn(gnkjv (33)
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‘fmk 51/1‘1 I ("‘”mjf ( kj (34)

nk

Entdo, o termo T;":E} da energia cinética de referéncia do liquido é dada por

2y _ 1 '—‘1 Bt C; . H
T, _Elﬂla WX g Xh=0didn =0 E: 5.1: i) (ﬂhnﬁhnk + Ch”"fhnk)mnh (Enk ;),(35)

Para modos axissimétricos, a Equacéo (30) é substituida por

—Kipo + Zi=1 Koo (EDJ{ :} —Bk e = ["quu (%) T Gl (f{;r)]’ (36)

a tanh lraw—}

A constante K;,, é dada por

Km:. =- .r [A:o]o(AipP) + Ciply (AP ] iodp = — T, (37)
onde [Wheelon (1968)]
o = [(§2) (ko) + (32) b (20)] (38)

As constantes K., para k > 0, sdo obtidas pela Equacdo (31) calculada para n = 0;

portanto para modos axissimétricos, o termo Tj‘"ﬂ da energia cinética de referéncia do liquido
é dada por

(2 (Aip Bin +65

T; _pj_a’ L X0 Xh=0d:Gn [2 Tio Tno T Zg=a— E:.cfn:: ) [:"th} noie T
) H

Chufhg.k) tanh (Eﬁk ;)]

, (39)

3.2.4. Efeito de acoplamento do liquido

Na secdo 3.2.1 foi mostrado que a energia cinética de referéncia do liquido ndo é dada

pela simples soma de T* g T*‘ ‘}, mas & dada por quatro termos; esse fato pode ser

justificado como efeito de acoplamento do liquido. De fato, mesmo que se elimine a presenca
da mola de acoplamento entre a placa e a casca, esses dois elementos resultam, acoplados pela

#1—2)

presenca do liquido dentro do tanque. Em particular, a quantidade T, , para modos
assimétricos, é dada por

| —"‘:I 2 1 2 = oo

31 p;_f [@ }) EPL.BG' L 1 B 4.8 Xy K () | £ ?mk

A=l

=snik
tﬂ.nh[En;{E_}

, (40)
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onde as constantes K;,,,, sdo dadas pela Equacéo (31) e

A1) _ {%}—l{%} EDB[%} :Dsh[fn;‘_.%r}+ Enk sen[%} zenh [En;{é}

“snk E:k == Z’:az ) (41)

A2) - {%1} EDS[S }senh {E.w ‘}+E.M senf }:Dsh{f.lh_. }

?;nk = 2 .s"":""a"" : (42)
mikT L2

#(1-2)

A quantidade T, , para modos axissimétricos (n = 0),

Az
Il_L:I D::I = :1:' - : H
T; ,i:" Ba’ !}y E 12 =149 E{KE'}D;’; +Zk:1Kmka(EDk:] é;'}k _tanhft:‘_}}
ey

, (43)
onde
Ao _ —(%}Hﬂz een f%} (44)
Sz sy 2 !
()
O ultimo componente da energia cinética de referéncia do liquido é o termo T*‘ 21 que
tem a seguinte expressdo para ambos 0s modos axissimétrico e assimétrico:
(2-1) _
T, p}_-r [ﬂﬂ) emWe S =
oo i 20
P Bﬂ, I}{"r E 1zz 1qsq zk 1{ l}ﬂ?i'l’l--%_}[ﬂm Zimn +Cf?ﬂ§z‘m:—z
, (45)
Aqui, as constantes &,,,. sdo dadas pelas Equacdes (24 a,b) e
A - __2E® gy a (46)
Zimn (Tn__ﬂ‘% 1+/f-1 i [ p H}
P G A e A )
Zimn Zm-—1 _a ' (47)
/1'.'1_[ z _TE}

3.3. O problema do autovalor
Para o calculo numérico de frequéncias naturais e os parametros desconhecidos

descrevendo os modos, apenas N termos na expanséo de w, Equacéo (1), e N + 1 na expansdo

de wp, Equacdo (4), sio considerados, onde N e N sdo escolhidos grandes o suficiente para se
obter a precisdo necessaria para a solucdo. Por isso, todas as energias sdo dadas por
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somatorios finitos. E conveniente introduzir uma notagio vetorial; o vetor q de parametros
desconhecidos é definido por

{a}
[1 48
{a}
onde
qq au
{q}=[ e Ie{a}=[; { (49)
q da

A energia potencial maxima da casca torna-se
1 L 2T
V_;_- = E‘ﬂ_‘:h—qa; Iﬁ-"n E-q qu. (50)

A matriz particionada Kg é

[ @] [0]]
K = [ , 51
s=L1o] [o] D
onde os elementos da diagonal da submatriz [ ®@,] sdo dados por
Oy, = 8,02, 5,7 =1,..,N, (52)
e d,; € o delta de Kronecker. A energia potencial maxima da placa pode ser escrita como
Vo =2 ¥, a"Kpq. (53)
A matriz K é
[0] [o] ]
Ke = | , 54
*~l[o] [ &4
onde os elementos da diagonal da submatriz [ A, ] sdo dados por
Aign = Bphin, LR =1, N. (55)

A energia potencial maxima armazenada pela mola de acoplamento pode ser escrita
como

V. = %clawanch. (56)

A matriz K é

[K,] [Kz]],

e = [[KZJT [K,] ©7)
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onde os elementos das submatrizes [K;] sdo dados no Apéndice A. A energia potencial
méaxima armazenada pela fundacg&o elastica de Winkler pode ser escrita como

1 -
Vg =S kya” ¥, q"Kgq. (58)
A matriz Kg é

-8 )

onde [1] é a submatriz identidade (N + 1) % (N +1). A energia cinética de referéncia da
casca, Equacéo (7), pode ser escrita como

(59)

T; =3 pshsa’ v, B*a™Msa. (60)
A matriz Mg é

_qla1 [o]
Ms = (o] [o) ey

onde [1] é a submatriz identidade N x N. A energia cinética de referéncia da placa, Equacio
(8), pode ser escrita como

T3 = Pohea’ ¥, a Mpq, (62)

A matriz M, é

() )

onde [1] é a submatriz identidade (N + 1) x (N +1). A energia cinética de referéncia do
liquido pode ser escrita como

T_f = %p_&a‘wanMqu (64)

onde M, ¢ a matriz particionada simétrica de dimenso (N +(N+ 1)) X (N + (N + 1)):

[M,] [M,]
M, = ! (65)
boUM,IT [M]
onde os elementos da submatriz [M;] sdo dados no Apéndice B. Assim ¢ (til introduzir o
quociente de Rayleigh para vibragdes fluido-estrutura acopladas [Zhu (1994)]. O quociente
de Rayleigh pode ser escrito como
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Ve +Vp+Vp +Vp
TE4+Tp+Ty (66)

Assim, os valores do vetor q de pardmetros desconhecidos sdo determinados de modo a
tornar a Equacédo (66) estacionaria [Meirovitch (1986)], e a seguinte equagdo de Galerkin é
obtida:

(282p;hsalKg + 2 Kp + c;aKc + kya’Ky ) q — A2 (2B%p hsal Mg + phpa® My +

pam,)a =0
, (67)

onde é a frequéncia circular A (rad/s) do tanque parcialmente preenchido com liquido.
Equacao (67) fornece um problema de autovalor linear para uma matriz real, simétrica.

3.4 Parametros de analise

Os resultados obtidos por Amabili (1997), utilizando o método tedrico apresentado,
considerando dez modos de placa e dez modos de casca na expansao de Rayleigh-Ritz sdo
mostrados na Tabela 1. Comparacgdes sdo feitas com resultados obtidos pelo MEF.

O codigo MEF comercial ANSYS é utilizado nos procedimentos de analise em
elementos finitos. Na andlise em elementos finitos, modelos tridimensionais sdo construidos
com elementos de casca elastica (SHELL63) para casca e placa, elementos de combinacéo
para a juncdo casca-placa (COMBINY) e fundacdo de Winkler (COMBIN14) e elementos de
fluido acustico (FLUID30) para a regido fluida. SHELL63 tem seis graus de liberdade em
cada no: translacOes nas direcfes nodais X, y e z e rotacdes em torno dos eixos nodais x, y e z.
COMBINY é uma juncdo que pode ser usada para conectar duas ou mais partes de um modelo
em um ponto comum. Capacidades deste elemento incluem flexibilidade (ou rigidez) da
juncdo, friccdo, amortecimento e certas caracteristicas de controle. COMBIN14 tem
capacidade longitudinal ou torcional em, aplicacGes 1D, 2D e 3D. A opg¢do mola-amortecedor
longitudinal é um elemento uniaxial tracdo-compressao com até trés graus de liberdade em
cada nd: translages nas direces nodais x, y e z. Flexdo ou tor¢do ndo sdo consideradas. A
opcao mola-amortecedor torsional € um elemento puramente rotacional com trés graus de
liberdade em cada né: rotaces em torno dos eixos nodais x, y e z. Flexdo ou cargas axiais sdo
desconsideradas. FLUID30 ¢ utilizado para modelagem de meios fluidos e da interface de
problemas de interacdo fluido-estrutura. Este elemento tem oito nds de canto com quatro
graus de liberdade por no: translacfes nas direcdes X, y e z e pressdo. As translacdes, contudo,
sdo aplicaveis apenas em nds que estejam na interface. Efeitos de aceleragdo, tais como em
problemas de sloshing, podem ser incluidos.

As condi¢des de contorno adotadas sdo: para a casca, simplesmente apoiada no topo e no
fundo (u = 0, v = 0); para a placa, simplesmente apoiada (w = 0); para a fundacéo elastica de
Winkler, engaste; e para o fluido, aberta na superficie livre. A condigéo fluido-estrutura é
considerada nas interfaces casca-liquido e placa-liquido. O problema de autovalores
formulado no ambito do MEF para andlise de vibracdes € resolvido pelo método modal
BlockLanczos (para sistemas estruturais desacoplados) e Unsymmetric (para sistemas fluido-
estrutura acoplados) incluidos no codigo ANSYS.
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A escolha dos tipos de elementos foi definida pelas suas caracteristicas e pelos bons
resultados apresentados em testes de validagéo efetuados.

3.5 Modelos

Nas analises, as seguintes propriedades dos materiais sdo adotadas: a casca e a placa
consideradas sdo feitas de ago com: modulo de Young E = 206 GPa, razdo de Poisson v=0,3
e massa especifica p = 7800 kg/m; o liquido é 4gua com massa especifica p.= 1000 kg/m®. A
velocidade do som (c) adotada em propriedades do material dos elementos fluidos no ANSY'S
foi de 10°m/s, de modo a simular c—co, uma vez que o fluido é considerado incompressivel.
As propriedades geométricas adotadas sdo raio a = 0,175 m, comprimento L = 0,60 m;
espessura da casca hs = 1,00 mm e espessura da placa h, = 0,55 mm.

Os casos analisados no presente trabalho e suas principais particularidades sé&o
apresentados na Fig. 2.

Caso | Esquema Altura d"agua | Rigidez da mola | Rigidez da fundagao
| H (m) ¢ (Nm/m) ki (N/m®)
1 s 0,00 o 0,00
2 0,60 e 0,00
3 0,60 10 0,00
4 0,60 o 108

Figura 2 - Casos analisados no presente trabalho e suas principais particularidades

Segundo Amabili (1997), a rigidez ¢; = 10° Nm/m pode ser usada para simular uma
rigidez infinita, para o tanque considerado.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para verificar a presente metodologia, os quatro primeiros resultados do tanque com a
placa de fundo tendo n = 4 didmetros nodais, para o Caso 2, publicados por Amabili (1997)
sdo comparados com o0s resultados numéricos pelo MEF correspondentes. A diferenca

mencionada é calculada por (If, — fiy1/1fl)-100, onde 4 é a frequéncia do método tedrico
apresentado em Amabili (1997) e fy € aquela do MEF via ANSYS.

Tabela 1 - Comparagdo das quatro primeiras frequencias naturais da casca com a placa de fundo em
estudo tendo n = 4 diametros nodais (Caso 2)
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f (Hz)

Modo — xbili (1997)  MEF  Diferenca (%)
1 100,86 10555 4,65
2 12449 120,46 3.24
3 202,08 29211 0.13
4 310,66 334,72 471

Comparando os resultados da referéncia com os resultados numéricos obtidos pelo MEF
via ANSYS, a diferenca méxima é menor ou igual a 4,71% para o caso analisado. Nota-se,
assim, acuracia do modelo desenvolvido.

A Fig. 3 apresenta as quatro primeiras frequéncias naturais em Hz e os modos de
vibracdo numéricos tendo n = 4 didmetros nodais, obtidos via ANSY'S para 0s quatro casos
analisados conforme a Fig.2. Sdo mostrados: as deformadas, os deslocamentos radiais da
casca e transversais da placa e se 0 modo é casca-dominante (0 deslocamento da casca €
muito maior que o deslocamento da placa) ou placa-dominante (o deslocamento da placa é
muito maior que o deslocamento da casca).

Modo

Caso

257, 31 Hz 304, 03 Hz 609, 22 Hz 798, 83 Hz
Casca-Dominante Placa-Dominante Placa-Dominante Casca-Dominante
105,55 Hz 120,46 Hz 292,11 Hz 334,72 Hz

(lal
: e | Y
] pvs
Casca-Dominante Placa-Dominante Placa-Dominante Casca-Dominante
96,15 Hz 105,52 Hz 255,49 Hz 335,73 Hz
Placa-Dominante Casca-Dominante Placa-Dominante Casca-Dominante
105,58 Hz 331,68 Hz 335,81 Hz 488,24 Hz
Casca-Dominante Placa-Dominante Casca-Dominante Placa-Dominante

Figura 3 - Frequéncias naturais em Hz e modos de vibragdo numéricos para a casca com a placa de fundo
em estudo tendo n = 4 didmetros nodais, obtidos via ANSYS

Tomando como base 0 Caso 2 — tanque completamente preenchido por agua, rigidez da
mola infinita e desconsiderando a fundagédo elastica — observa-se que os modos de vibracdo
sdo simétricos. Modos de vibracdo com um numero n par de didametros nodais sdo simétricos
em relacdo ao eixo longitudinal, enquanto aqueles modos com um ndmero n impar de
diametros nodais sdo antissimétricos. O primeiro (105,55 Hz, uma onda axial) e o quarto
(334,72 Hz, duas ondas axiais) modos sdo casca-dominantes enquanto o segundo (120,46 Hz,
nenhum circulo nodal) e o terceiro (292,11 Hz, um circulo nodal) sdo placa-dominantes.

No Caso 1, o tanque esta sem agua. As frequéncias sdo mais altas, uma vez que ndo ha a
parcela de massa adicional de fluido. Os acréscimos das frequéncias do Caso 1 sdo de 144% e
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152% em relagdo aos modos correspondentes do Caso 2 para 0s primeiros modos casca-
dominante e placa-dominante, respectivamente. O efeito da alteracdo da rigidez da mola c; na
juncdo casca-placa é observado no Caso 3. Adotou-se um valor extremo oposto: ¢; = 107
Nm/m. Alguns modos sdo mais sensiveis a rigidez da mola que outros. Para o caso analisado,
0s modos casca-dominante praticamente ndo sofrem alterac6es na frequéncia: de 105,55 Hz
no Caso 2 para 105,52 Hz no Caso 3 para uma onda axial e de 334,72 Hz para 335,73 Hz para
duas ondas axiais. Ja 0s modos placa-dominantes sao significativamente alterados: de 120,46
Hz para 96,15 Hz (redugdo de 20,2%) para nenhum circulo nodal e de 292,11 Hz para 255,49
Hz (reducéo de 12,5%) para um circulo nodal. No Caso 4, a rigidez da fundacdo elastica de
Winkler é alterada para um valor extremo (k; = 10° N/m?®). Para os valores estudados,
percebe-se que os modos casca-dominates sdo pouco afetados pela mudanca: de 105,55 Hz no
Caso 2 para 105,58 Hz no Caso 4 para uma onda axial e de 334,72 Hz para 335,81 Hz para
duas ondas axiais. J& os modos placa-dominantes sdo bastante afetados: de 120,46 Hz para
331,68 Hz (aumento de 175%) para nenhum circulo nodal e de 292,11 Hz para 489,42 Hz
(aumento de 67%) para um circulo nodal. Segundo Amabili (1997), a rigidez flexional
relativamente baixa da placa considerada explica esses aumentos.

5 CONCLUSAO

Este trabalho teve por objetivo analisar vibracdes livres de uma casca cilindrica circular
reta unida a uma placa de fundo apoiada em uma base elastica, preenchida com fluido.
Baseando-se no trabalho de Amabili (1997), abordagem numeérica pelo MEF via software
ANSYS foi utilizada para o presente estudo. Os comparativos entre o0s resultados de
referéncia e os aqui obtidos mostraram concordancias, validando assim a anéalise processada
em ANSYS.

Foram apresentadas as quatro primeiras frequencias naturais da casca com a placa de
fundo em estudo tendo n = 4 didmetros nodais para quatro casos: 1) tanque sem &gua, 2)
tanque completamente preenchido (considerando a rigidez da mola artificial que simula a
juncdo casca-placa infinita e desconsiderando a fundacdo elastica nos Casos 1 e 2), 3) rigidez
da mola reduzida e 4) rigidez da fundacdo elevada. A presenca de agua reduz as frequéncias
em funcdo da massa adicional de fluido. Para os casos analisados, aumento das rigidezes da
mola artificial ou da fundacdo elastica de Winkler ndo afetam os modos dominantes de casca
mas afetam enormemente os modos dominantes de placa, elevando suas frequéncias.

O intuito desse estudo é dar uma pequena contribuicdo para o desenvolvimento de uma
metodologia adequada que forneca o suporte técnico para a pratica de projetos seguros e
confiaveis de tanques.

Este trabalho pode ser expandido para analisar o efeito nas frequéncias naturais de
diferentes espessuras de placa, rigidezes da conexéo casca-placa pela mola artificial rotacional
distribuida, rigidezes da fundag&o elastica de Winkler, niveis de fluido e relagdes altura/raio
da casca.
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Vibracoes livres acopladas em cascas cilindricas com fluido e conectadas com placas de fundo em base elastica

Apéndice A: Matriz de mola K¢

Neste apéndice, a matriz de mola particionada K., Equacdo (57), é reportada. Os

elementos da submatriz de mola K, de dimensbes N X N sdo dadas por

(K)y = B*(Z)s). (A1)

Os elementos da submatriz de mola K, de dimenséo N x (N + 1) s&o dadas por

() = —B (5) 5 (52) [40i (i) + Conln (2], (A2)

O elemento da submatriz de mola K de dimenséo (N + 1) x (N + 1) séo dadas por
(Kﬁjih = (%) (/?"1) [ﬂ r.Jn ("‘vmj + Cm n (""’m]][ hnf.:z (’;"hn] + Chrz"'r::; (}”hnj]' (A3)

Apéndice B: Matriz M| para tanques preenchidos parcialmente

Neste apéndice, os elementos da matriz particionada M, , descrevendo e efeito inercial do
liquido dentro do tanque, sdo dados apenas por modos assimétricos; 0 caso axissimétrico é
facilmente obtido pelo uso das equacdes dadas na secdo 3.2. Os elementos da submatriz M,
de dimensdo N X N s&o dados por

om0 1 (2E)
ms Tim
(2m-Vx z'n—_%‘} (Bl)

(Mijsj = B~ Em 1

onde oms sdo definidos na Equagédo (24a, b). Os elementos da submatriz M, de dimensdo
N x (N + 1) sdo dadas por

NEA

[

—ﬁ]+zm :[40, 1 [2m -

anh {E.lh_. m

(M), = Bﬂ{zk —o Kinen () l?gfk

1) ."'E'f;,; (2 2 ):H [:Am ;:;}n + Gy é‘::r?n }

(B2)

onde K, 28, 22 A o A2 5a5 definidos nas EquagBes (31), (41), (42), (46) e (47),

ni ?snk’ Senk' Timn

respectivamente. Os elementos da submatriz M3 de dimenséo (N + 1) x (N + 1) sdo dadas
por

(Ain B+

Eq.ﬁgsnl;:?mj [Ah?i‘ﬁhnk +C nn k)tanh( ) (83)

(M3)y = a’ Xi=o
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