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Abstract. Classicamente aproximagoes por diferengas finitas sdo obtidas via expansoes em
série de Taylor. Propomos uma metodologia que faz uso de fungoes, sejam polinomiais ou
ndo polinomiais, para a construcdo de aproximacoes por diferencas finitas de diferentes or-
dens. Usando-se a base polinomial de monomios naturais em malhas uniformes constata-se
que esta estratégia gera a mesma aproximagcdo de 5 pontos de diferencas para o problema de
Helmholtz. Porém, diferentemente das formulacoes usuais, esta metodologia é aplicdvel em
malhas ndo-uniformes. Alternativamente, funcoes ndo polinomiais sdo utilizadas para a gerar
métodos de alta ordem. Neste trabalho utilizamos bases radiais compostas pelas fungoes de
Bessel de primeiro tipo e ordem zero para gerar aproximacoes para a equacdo de Helmholtz
em malhas uniformes e ndo-uniformes. Este procedimento conduz a aproximagoes idénticas
as obtidas com o Quasi Optimal Finite Difference method (QOFD) introdozido por Fernandes
e Loula (International Journal for Numerical Methods in Engineering. 2010; 82:1244-1281).
Para malhas uniformes com stencils compactos de nove pontos provamos que esta metodologia
conduz a uma aproximacdo de sexta ordem. Neste caso a obtencdo dos resultados é simplifi-
cada, sem a necessidade de introdugdo de um funcional associado ao erro de truncamento como
ocorre no método QOFD. Resultados numéricos sdo apresentados, comprovando as ordens de
convergéncia das aproximacoes.

Keywords: Diferencas Finitas, Malhas ndo estruturadas, Helmholtz, Método de poluicdo m
minima.
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1 INTRODUCAO

A modelagem sismica € um campo fundamental na busca de fontes de combustiveis fosseis.
O processo de aquisi¢cdo sismica, objetivando a descoberta de reservatérios de petréleo ou gas,
trata-se, sinteticamente, de um navio que gera artificialmente ondas acusticas que interagem
com o assoalho marinho e camadas sedimentares mais profundas. Receptores distribuidos es-
trategicamente sob o oceano captam as ondas acusticas refletidas do fundo marinho. Neste
processo versoes discretas da equacao da onda sdo utilizadas para a obtencdo de sismogramas
de reflexdo que fornecem as fei¢des geoldgicas da regido de interesse, (Karen Carrilho da Silva,
2012). O processo de discretizacdo da equacdo da onda no dominio do tempo ou da frequéncia
¢ feito usualmente por meio da técnica de diferencas finitas. A Figura (1) ilustra resumidamente
um processo de aquisi¢cdo sismica.

Nas se¢oes seguintes serao estudados e também desenvolvidas metodologias de aproximagao
por diferencas finitas que podem contribuir para a melhoria da qualidade dos sismogramas de
reflexdo.

hydrophones

basement rock (igneous)

Figura 1: Exemplo ilustrativo de aquisicao sismica ( Fonte: FishSafe-UK).

Equagdes em Derivadas Parciais (EDP) lineares de segunda ordem modelam uma variedade
de fendmenos fisicos e problemas da engenharia. Considerando-se um modelo linear, ondas
acusticas equivalem a pequenas oscilacdoes de um dado campo de pressao denotado aqui por
p(x, t) que satisfaz a equac@o da onda acustica

1 0% e
—Ap+c—2wzo em () C R™? nsde{l,Q}. (1)
sendo c¢ a velocidade do som no meio acustico e {2 um dominio suave.

Para um comportamento harmdnico na dimensdo temporal, com freqéncia circular w, o
campo de pressao € considerado na forma

p(x,t) = u(x)e™" (2)

de modo que o campo complexo u(x) atende ao problema governado pela equagao diferencial
parcial de Helmholtz
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—Au—k*u=0, em Q 3)
u=g¢g, em [
sendo I' o contorno do dominio 2.

A equacdo de Helmholtz ¢ um exemplo de EDP que modela os harmdnicos temporais de
fendmenos de propagacao e dispersao de ondas acusticas, eldsticas e eletromagnéticas.

Nas secoes seguintes, serao introduzidas aproximagdes por diferencas finitas para o pro-
blema modelo (3) com condic¢des de Dirichlet.

2 APROXIMACOES POR DIFERENCAS FINITAS EM MALHAS NAO
UNIFORMES

Seja {2 um dominio aberto limitado em R"¢, n,; = 1,2 ou 3, com um contorno Lipschitz-
continuo I' = 0¢2. Um problema de valor de contorno qualquer, na sua forma forte, pode ser
modelado de forma abstrata por:

Problema F: Encontrar a variavel de campo u(x): 2 — R™, ¥x € (, tal que
f

L(u) = em €2, 4)

com as condi¢des de contorno dadas por:
u =g sobre I &)

onde f € um termo fonte definido no dominio {2 e g € a condi¢cdo de contorno prescrita sobre
todo o contorno I'. O operador L representa um operador diferencial linear no dominio 2.

A discretizagdo das equacdes (4) e (5) em diferencas finitas pode ser descrita dentro de um
framework de tal forma que seja independente do nimero de pontos usados no stencil e também
independente da constru¢ao da malha, se uniforme ou nao uniforme, conforme a apresentacao
a seguir.

Considerando que a equagdo (4) € uma equacdo diferencial parcial de uma varidvel escalar
u(x), x € 2 C R?, sua aproximagdo cldssica em diferencas finitas sobre um ponto z;, interior
ao dominio, deve atender a seguinte relacao

Lu(x:) =) cou(x;), (6)

JEA;

com os coeficientes ¢;, com j € A;, calculados de forma a que o valor do operador £ sobre
a varidvel u no ponto X; seja dado aproximadamente como combinagdo linear dos valor da
fun¢do u avaliados nos pontos x; pertencentes a uma vizinhanga A; de x;. Adotamos a nota¢do
U,; como sendo uma possivel aproximagao de u(x;), no né j, onde U, é prescrito caso x; € I.

Denotando por .4; o conjunto de todos os pontos X; adjacentes ao ponto interior X; e por
|A;| o nimero de pontos do referido conjunto, o cdlculo de ¢;, stencil de diferengas finitas
centrado em x;, pode ser obtido de diversas formas. Aqui utilizaremos a expressao direta, dada
pela Equacdo (6), substituindo a variavel v por cada uma das func¢des bases do conjunto

]Bi = {S0179027"'790|«4i‘}7 (7)
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obtemos para cada p;, [ = 1,. .., |.A;|, uma equagdo,
> ciailx)) = Louxi), ®)
JEA;

a qual é avaliada no ponto i, resultando em um sistema de |.4;| equacdes algébricas lineares. Na
forma matricial, sendo m = |.A;], tal sistema é dado por

Y11 Y12 Y13 - Vim C1 fi
Y21 Y22 Y23 .- Vom Ca fo
= | )
Ym1 Ym2 Ym3 - Ymm Cm fm
\_ - -l\- -/ \_ -/
M C F

sendo que M ¢é a matriz de entradas y;; = ¢;(x;), j,{ = 1...k, C' o vetor de incégnitas e F
o vetor de termo fonte com componentes f; = Lp;(x;). Os |A;| pontos X; sdo escolhidos
segundo algum critério de forma a garantir que a matriz M seja ndo singular e que se obtenha a
melhor representacdo do operador pelo stencil de diferencas. Se m >= |.A;| o sistema dado pela
Equacio (9) ainda pode ser resolvido usando a técnica de minimos quadrados, minimizando o

erro ponderado E = > ", {Wl {Zj€|Ai| cio(x;) — /L(bl(xi)}} sendo W/, uma fungao peso de
suporte compacto associada ao ponto [ (ver (Liszka & Orkisz, 1980)).

As metodologias para a obten¢do dos coeficientes associados as discretizagdes por diferencas
classicas, obtidas via expansao em série de Taylor da varidvel de campo u, sdo factiveis ape-
nas em malhas ortogonais e uniformes, (LeVeque, 2005). Entretanto, como serd apresentado
a seguir, a metodogia apresentada nesta secdo mostra-se factivel em malhas mais gerais(ndo
estruturadas).

Com efeito, considerando-se, por simplicidade, o problema de Helmholtz aproximado pelo
método diferencas finitas apresentado nesta se¢cdo tomamos como base o seguinte conjunto

Bi = {17957%mya$27927$297$92a$292}7 (10)
composto pelos nove primeiros polindmios candnicos. Para este caso tem-se |.A4;| = 9.
A Figura (2) contém exemplos de stencil sobre malhas uniforme, (a), € ndo uniformes, (b).

Objetivando o caso mais geral, simulacdes foram feitas sobre malhas ndo uniformes, ou
seja, quando os parametros de malha Ax e Ay sdo em geral distintos. Para a geracdo deste
tipo de malha adotamos o expediente de gerar uma malha estruturada de coordenadas (a;, b;) €
7 de nos interiores 7 e, em seguida, através de uma fun¢do randdmica, perturbar de forma
independente estas coordenadas

a;:=a; +0.3-r;Az

11
b, :=b;+ 0.3 s,Ay b

onde 7; e s; sdo nimeros randomicos distribuidos uniformemente no intervalo [—0.5,0.5]. A
perturbacdo foi definida de modo a possuir um valor maximo percentual dos parametros de
malha Az e Ay. Em experimentos adotamos perturba¢des com valor percentual maximo de
30%. A Figura (3) apresenta exemplos de diferentes malhas geradas apartir desta metodologia.

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Juliano Deividy B. Santos, Abimael Fernando D. Loula

4
1 ||4 l7 I3 1a L
7
09 4 [
032 4 0z P
0.7 4
061 . . 0 »’
6
[ ] ] [ ]
05 B b
0,4
0.4
034
02
024 u
1 2
0 l1 : =5 =2 0L T T T T T " T i
] i} 0.4 0.6 0.3 1 0z 03 04 05 0§ 07 03 0% 10
(a) (b)

Figura 2: Exemplos de pontos de stencil de nove nés em malhas do tipo retangular uni-forme e nao uniforme,
respectivamente.
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Figura 3: Exemplos de malhas nao-uniformes aplicadas ao problema de Helmholtz. (a) Malha nao-
uniformes com 10 x 10 elementos; (b) Malha nao-uniformes com 20 x 20 elementos; (¢) Malha nao-uniformes
com 40 x 40 elementos; (d) Malha nao-uniformes com 80 x 80 elementos.
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Como apresentado na Figura (4), vemos que a base candnica mostra-se robusta tanto para
malhas uniformes, como também para malhas ndo uniformes. Contudo a mesma, em ambas
situacdes, apresenta taxa de convergéncia de segunda ordem. Para este experimento foram
utilizadas condi¢des de contorno de Dirichlet, niimero de onda k£ := 20 e sobre dominios {2 =
[0,1] com 10 x 10 elementos, 20 x 20, 40 x 40 e 80 x 80 elementos.

Para malhas uniformes, o uso base de fungdes formada pelos nove primeiros polindmios
candnicos gera uma equivalente a obtida via expansdo em série de Taylor. Ou seja, ambas as
metologias geram um mesmo stencil associado aos pontos interiores da malha para o problema
modelo (3) que para o caso bidimensional € dado por

_Urx(‘ra y) - Uyy(%?J) - k2U<LL’,y) =0 (12)
onde o esquema de diferencas finitas para

Uxm(x> y) + Uyy(xa y)

¢ dado por
Ulx+hy)+U(x—hy) —4U(x,y) + U(x,y+h) + U(x,y — h) 13
% (13)
sendo U(z,y) = U(x;) comx; € A;.
[T T T T T L L B L I
L5 = | fleo 5 : montl I PO
— _Qé EA‘O~5; ]
2 F 12 ]
5 =z |
|_2'5; ; | L 1
R 18 -p 7
FIANETA \
< 30 34 ]
E 1 ] r 1 ]
: 1 sk ]
35F E . ]
T2 14 16 18 12 14 16 18
—log(h) —log(h)

Figura 4: Estudo de convergéncia do problema de Helmholtz unidimensional para a base canénica em
malhas uniformes e nao-uniformes. A esquerda base canonica e malha uniforme; A direita base canonica e
malha nao uniforme

3 FORMULACAO QOFD- QUASI OPTIMAL FINITE DIFFERENCE

A metodologia Quasi Optimal Finite Fifference (QOFD) foi desenvlvida e apresentada em
(Fernandes & Loula, 2010),(Fernandes, 2009). E um método que se baseia em ondas planas, da

forma .
w(o,x) = ehox (14)

sendo o € R"s¢ a direcdo da onda w.
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Definimos o conjunto
Y ={oeck’: |o]=1}, (15)

de todas as direcOes possveis no espaco de dimensdo ngy. Para ngg = 2 ter-se-4 um crculo
unitario e para ngg = 3 uma esfera unitdria.

Para apresentar resumidamente método QOFD, algumas defini¢cdes preliminares serdo da-
das a seguir, em cosonancia com as referéncias citadas no inicio desta se¢ao.

Seja X um conjunto finito tal que |X| denote seu ndmero de elementos e
N ={xo,...,Xn-1} C QUT um conjunto de pontos indexados, também chamados de nds,
onde a solugdo possa ser avaliada e aproximada. Iremos denotar o conjunto de pontos de N no
interior de €2 por Z, de modo que Z := N N Q. O conjunto de pontos de N’ no contorno (ou
fronteira) de Q serd denotado por BP := N NT. Além disso, para cada i € {0,...,|N|— 1},
serd associado o conjunto A; C {0, ..., |N| — 1}, que contém os pontos adjacentes a x; esco-
lhidos segundo um determinado critério. Deste modo, se j € A;, ter-se-a que x; serd adjacente
a z;. Para as aplicag¢Oes que serdo feitas mais adiante sera suficiente admitirmos que 7 € A;,
para todo i € {0,...,|N| —1}.

Sendo x um ponto dado em N, associamos um indice ind(x), que, para qualquer i €
{0,...,|N|—1}, é dado por ind(x;) := i. Donde segue que ind(X) serd o conjunto dos indices
dos pontos de X em . Temos, em particular, que ind(N) = {0, ..., |N]| —1}.

A seguinte aproximacdo geral de diferencas finitas, baseada nas defini¢des anteriores, é
dada pela solucao do sistema linear de equacoes

LyU; =Y SU; =0, Vi€ ind(Z), (16)
JEA;

de modo que U, seja uma aproximagdo para u(X;), e U; prescrito em z; € BP. Considerando
ondas planas (equacdo (14)) com dire¢des o restritas ao espago (15), tem-se que a matriz do sis-
tema linear global é composta pelos coeficientes Sz-j, a serem determinados. Com a aplicagdo do
operador discreto Lj; na solucio exata u do problema modelo (3) teremos o erro de truncamento
local que, para uma onda plana com direcdo o, sera definido por:

Ti(o) = Lyw(o,x;) Z SJ w(o,X;). (17)
JEN;

Para cada né i € Z, denota-se S; como sendo a lista ordenada dos coeficientes S? onde
j € A; e definimos o funcional

J(8) = Ti0) [2as / Ti(o)? d (18)

onde o diferencial do indica que a integral é feita sobre o .

Deseja-se determinar os coeficientes S? onde j € A; ~ {i} e S! = 1, por meio da
minimizagdo do funcional (18) em rela¢do aos coeficientes S;. Fazendo a substituicdo da ex-
pressdo do erro local de truncamento (17) no funcional definido em (18), obtemos

CL RS [ SR SE 0

meA; neA; meA; neA;
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sendo

n Nsd
2

Wi = [ Hen s = (07) 5 ey () ) =% 0)

onde J, denota a fung¢do de Bessel de primeiro tipo e ordem s. Para cada x € Z, prescreve-se
S? = 4 de modo que o funcional (19) é minimizado em relagdo aos coeficientes S} que serdo,
por consequéncia, solugdo do sistema linear de equagdes

WS; =0, com S!=4. (21)

Para malhas compostas por quadrilateros bilineares uniformes, a aproximacao via QOFD
para o problema de Helmholtz ( equagdo (3)) conduz a um stencil de nove pontos. Um aspecto
relevante a ser destacado € que esta metodologia pode ser empregada em malhas mais gerais
como nao-estruturadas ou mesmo sem malha (Fernandes, 2009).

Para uma malha uniforme de quadrilateros bilineares, o stencil associado possui nove nds
e por questdes de simetria apenas o cdlculo de trés coeficientes é necessario. O calculo dos
coeficientes associados ao stencil pelo programa Maple impondo-se que Ay = 4 nos forneceu

A 4 ﬁ( )2 2549 (ks — 473849 (kh)© — 10086892607 (kh)®
! 5 125 50000 45000000 4704000000000 o
1 1 1 1 1091144231
Ay = —= — —7(kh)2 — i(k’h)“ — ﬂ(kh)ﬁ _ 19 > (kh)® ...
5 250 50000 22500000 1568000000000
de modo que o erro de truncamento local é o seguinte
T cos(80) 6 5
— =— kh kRh)®). 22
e erro de disperdo dado por
k — kb
_ <os89) v o((kh)®). (23)

ko 774144

Para uma malha uniforme, estes coeficientes A; e A, sdo idénticos até sexta ordem aos obti-
dos para o método Quasi Stabilized Finite Element Method (QSFEM) introduzido em (Babuska
& Thlenburg, 1995). Aqui vale salientar que QSFEM e QODFD fazem parte dos chamados
métodos de poluicdo minima, pois minimizam a diferenca entre os nimeros de onda exato k e
discreto k", este tltimo é obtido quando se introduz uma aproximacao por diferencas finitas ao
problema.

Na Figura (5) s@o apresentados resultados de um estudo de convergéncia de aproximacgao
QOFD nas normas L*(2) e H'(2) em comparagdo com o a interpolante para o problema
modelo Eq. (3). Estes experimentos foram realizados tomando o dominio o retangulo {2 =
[0,1] x [0,1] de elementos quadrildteros bilineares uniformes, nimero de onda k& := 20 e
condi¢des de Dirichlet. Estes experimento foram aplicados em malhas em 10 x 10 elemen-
tos, 20 x 20 elementos, 40 x 40 elementos e 80 x &0 elementos.

Pode-se observar que 0 QOFD apresenta taxa 6tima de convergéncia na norma L?((2) e pre-
cisdo idéntica a interpolante (veja Figura (5a)). No que concerne a norma H'((2), os resultados
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nos mostram que taxas 6timas também foram obtidas neste caso, com precisdo idéntica a inter-
polante. Conforme apresentado no grafico da Figura (5b). Por este estudo também confirmamos
que a aproximacao de sexta ordem para o QOFD na norma do maximo em malha uniforme e
condi¢ao de contorno de Dirichlet, estando de acordo com a ordem do erro de truncamento dado
em (22).

0; —— QOFD E 1'2; —— QOFD B
E —o— Interpolante ] 1B —o— Interpolante ]
050 = . ]
—~  F = 0.8 4
ST ] = [ 1
= -1k = =] L .
= g ] > 06 1
| £ ] | L il
> E 1 ~ 041 —
5 15F = 3 04 ]
5 2 | E ot ]
= g ] ® [ 1
2F 1 E <= oF 1 ]
255 £ 02p ]
IR A IS I I N N B
1 12 14 16 18 1 12 14 16 18
—log(h) —log(h)
(@) (b)
ST
= ||l

(AN

1

1 1.2 14 16 1.8
—log(h)

(©)

Figura 5: Comparacio taxas de convergéncia pela aproximacio QOFD na norma L? ilustradas em (9a). A
figira (Sb) mostra o resultado de convergéncia para a seminorma do H'. Confimac3o da taxa de sexta ordem
do método QOFD ilustrado na Figura (5¢). Com condicées de Dirichlet e &k = 20.

O desafio da proxima secdo serd o de propormos uma metodologia alternativa para a
obtencdo dos coeficientes do QOFD de forma mais simplificada e direta, de maneira que a etapa
de minimizacao do funcional de minimos quadrados nao serd necessaria de modo que a base
de funcdes especifica para o problema serd empregada na montagem do sistema de equacoes,
assim como feito com a base canOnica anteriormente.

4 PROPOSTA DE BASES RADIAIS COM MINIMA POLUICAO

A investigacdo analitica de ondas em meios ndo dispersivos é baseada na Equacdo de
Helmholtz reduzida, apresentada no problema modelo (3). Propomos uma abordagem para
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este problema em coordenadas polares com dependéncia apenas radial

1
19 7«@ + k*u =0, em Q C R?, (24)
ror or

sendo o nimero de ondas £ uma constante. Neste caso serd adotada uma metodologia de
resolucdo por diferengas finitas de modo que o conjunto de func¢des base adotado serd formado
pelas fungdes de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. Seja X; = (a;, b;) um ponto do stencil
centrado em x; = (a, b). Para cada né j € A; deste, definimos

= yla=a)? + (b= b, (5)
de modo que as funcdes de Bessel associadas serdao

N ) R S A )
Jolkry) = 1= - 4 2 (26)

que sdo funcdes que satisfazem a equacao de Helmholtz, cada uma centrada em um dos nove nds
do stencil, com dependéncia apenas radial. Definimos o conjunto composto por estas funcdes
conforme segue

B = {Jo(kr;), 7= 1,2,...,9}. 27)

Empregando-se o conjunto das func¢des (27) na metodologia apresentada na secdo (2), €
possivel a obten¢do dos mesmos coeficientes da formulagdo QOFD.

Como todas as funcdes da base de Bessel satisfazem o problema identicamente precisamos
fixar um parametro de alguma maneira conveniente levando-se em conta a numeragdo dos nos
do stencil. Isto serd feito impondo-se a restri¢do 4, = @9 = 1, que nado satisfaz a EDP de
Helmholtz (24). Com isso, o sistema 9 x 9 terd termo de fonte ndo nulo, donde a solucdo nao
trivial € factivel.

Este procedimento, empregado em malhas uniformes e fixando o coeficiente ¢,, := ¢9 = 4,
resulta no stencil da figura Fig. (6) cuja simetria implica em

01:C2:C4203:A1

28
s =cCg=Cr =cg = Ay (28)
sendo que
4 2 254 47384 1 2
A=t _Q(kh)2 2549 (k) — 73849 (ko — 0086892607 (kh)® ...
5 125 50000 45000000 4704000000000 (29)
117 9 801 4 76313 6 1091144231 8
Ay = =2 = S (kh)? = oos (k) = o (k) (kh)*...
5 250 50000 22500000 1568000000000

sdo os mesmos coeficientes do método Quasi Optimal Finite Difference method (QOFD) apre-
sentado em (Fernandes, 2009). Ou seja, nossa proposta é equivalente ao stencil de polui¢ao
minima do método QOFD, sendo um método superior a aproximagdes feitas com base candnica.
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Figura 6: Stencil uniforme de nove nos.

Estudos de convergéncia apresentados nas figuras Fig. (7) apontam que um método de
segunda ordem € obtido para aproximacao usual seja a malha uniforme ou ndo, conforme os
gréficos (7a) e (7b), por essa ordem.

No que segue, as aproximagdes via base de Bessel resultam em sexta ordem para malha
uniforme e pelo menos terceira ordem para malha ndo uniforme conforme consta nos graficos
(8a) e (8b) de modo respectivo.

A Figura (9) apresenta um estudo em que taxas de convergéncia 6tima foram obtidas para
para as normas L? e H'!, em consonincia com as obtitas via a formulacdo QOFD.
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Figura 7: Estudo de convergéncia do problema de Helmholtz para as bases canonica uniformes e irregulares.
(a) Base candnica e malha uniforme; (b) Base canonica e malha nao uniforme. Condicoes de Dirichlet e
k=20
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Figura 8: Estudo de convergéncia do problema de Helmholtz para as bases de Bessel em malhas uniformes
e irregulares. (a) Base de Bessel e malha uniforme; (b) Base Bessel e malha nao-uniforme. Condicoes de
Dirichlet e & = 20.
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Figura 9: Comparacio taxas de convergéncia pela aproximacio QOFD na norma L? ilustradas em (9a). A
Figira (9b) mostra o resultado de convergéncia para a seminorma do H*. condi¢des de Dirichlet e &k = 20.

5 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentadas metodologias para a obtencdo de aproximagdes em
diferencas finitas para o problema de Helmholtz, munido de condi¢des de contorno de Diri-
chlet. O método de poluicao minima QOFD foi apresentado e aplicado ao referido problema
sobre malhas uniformes. Para situacdes envolvendo malhas ndo-uniformes fossem factiveis
apresentamos uma metodogia que faz uso de uma base de fungdes para a obteng¢do de um sis-
tema linear de equagdes. Com isso os coeficientes do stencil sdo obtidos e assim uma solugdo
aproximada do problema é dada. Por meio de uma base de fun¢des composta pelos polindmios
canOnicos, aproximacgdes de segunda ordem na norma do maximo foram obtidas para malhas
uniformes e ndo-uniformes.

Para a obtencdo de uma formulacdo equivalente ao QOFD o emprego de uma base de
fungdes composta pelas funcdes de Bessel de primeiro tipo e ordem zero, considerando-se ape-
nas o problema com dependéncia radial. Este expediente gerou exatamente os mesmos coe-
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ficientes do QOFD, onde a obtencdo dos coeficientes mostrou-se simplificada. Estudos com
diferentes normas foram realizados confirmando as equivaléncias de ambas formulagdes. Nosa
proposta pode ser, inclusive, generalizada a outras classes de problemas como apresentamos em
(Santos & Loula,2016).

Estas metodologias obtidas visando aproximacgdes de alta ordem, se comparadas as aproximagoes
classicas, possuem aplicagdo direta em problemas de modelagem cismica, contribuindo para a
melhoria da qualidade de dados sismicos gerados apartir de aquisicdes sismicas.
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