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Resumo. Neste artigo será apresentado o desenvolvimento numérico para análise de sistemas de 
tubulações com escoamento interno incluindo os efeitos da interação fluido-estrutura (FSI) por meio da 
técnica particionada. O Método dos Volumes Finitos (MVF) é empregado para o escoamento, no qual o 
fluido será considerado incompressível. Será adotada uma formulação Lagrangeana-Euleriana 
Arbitrária (ALE) para descrever o movimento da interface fluido-estrutura. O Método dos Elementos 
Finitos (MEF) é empregado para a tubulação, considerando os efeitos das não linearidades geométricas. 
O problema será considerado com um acoplamento forte, sendo utilizada uma abordagem de solução 
bidirecional, na qual o equilíbrio é considerado na posição deformada. A simulação será realizada com 
o auxílio de pacotes computacionais livres e com código aberto. Para a análise do escoamento será 
empregado o software Code_Saturne, que é baseado no MVF e apresenta em seu ambiente a formulação 
ALE implementada. Para a análise da estrutura será empregado o software Code_Aster, baseado no 
MEF. O acoplamento entre os dois softwares será feito por meio de uma programação em linguagem 
Python. Os resultados obtidos indicam a viabilidade da metodologia adotada. 

Palavras chave: Interação fluido-estrutura; Não linearidades geométricas; Formulação ALE; Dinâmica 
estrutural; Dinâmica dos fluidos 
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1  INTRODUÇÃO 

O fenômeno de interação fluido-estrutura (FSI) consiste na transferência de quantidade de 
movimento e forças entre a estrutura e o fluido. É um fenômeno analisado nas mais diversas áreas da 
engenharia, sendo considerado em projetos de aeronaves (Haase, 2001; Liu et al., 2008), turbinas eólicas 
(Kim et al., 2012) e hidráulicas (Hübner et al., 2010), componentes de reatores nucleares (Au-Yang e 
Galford, 1982), sistemas de dutos com escoamento interno (Modarres-Sadeghi e Païdoussis, 2009; 
Wadham-Gagnon et al., 2007), entre outras. 

Apesar dos recentes estudos envolvendo o fenômeno de FSI em dutos, a consideração em projetos 
práticos de tubulações é, geralmente, desprezada por apresentar análises com um nível de complexidade 
maior do que o presente nas análises de tensões admissíveis, atualmente empregados nas empresas. 
Entretanto, estes recentes estudos mostram que as rápidas variações do escoamento e da sua pressão 
produzem esforços que podem gerar deformações e deslocamentos na tubulação que, por sua vez, vão 
interagir com o próprio regime transitório do escoamento dando origem a vibrações ou fenômenos de 
ressonância que podem causar a ruptura do sistema (Païdoussis, 1998; Wiggert e Tijsseling, 2001). Sendo 
assim, esse trabalho tem como objetivos principais, apresentar o desenvolvimento numérico de análises 
de sistemas de tubulações incluindo os efeitos do fenômeno de FSI com escoamentos turbulentos, 
submetidos às ações externas e que, possivelmente, estão sujeitos a grandes deslocamentos ou 
deformações para casos de tubulações flexíveis e acima de tudo, priorizar a utilização de softwares livres 
e com isso eliminando os custos impeditivos de softwares comerciais em todos os projetos. 

As análises do fenômeno de FSI nas mais diversas áreas podem ser agrupadas em duas grandes 
categorias dependendo do grau de interação que ocorre entre o fluido e a estrutura. Uma categoria que 
envolve problemas com acoplamento fraco e outra categoria envolvendo os problemas com acoplamento 
forte (Zienkiewicz e Taylor, 2000). O acoplamento fraco é caracterizado quando a estrutura apresenta 
pequenas deformações ou vibrações com pequenas amplitudes, de forma a apresentar uma influência 
desprezível no comportamento do escoamento. Por outro lado, um sistema apresenta um acoplamento 
forte se a alteração do comportamento do escoamento, devido a grandes deformações ou vibração de 
grandes amplitudes da estrutura, não pode ser negligenciada (Jo, 2004). 

Independentemente do tipo de acoplamento, os problemas de FSI podem ser solucionados por meio 
de duas diferentes técnicas numéricas – a monolítica e a particionada. A técnica, denominada de 
monolítica, consiste em discretização e solução simultânea das equações da dinâmica estrutural e da 
dinâmica dos fluidos. Para problemas de FSI altamente transientes envolvendo fluidos compressíveis, 
esses métodos são eficientes. Entretanto, para fluidos incompressíveis ou escoamento em regime 
permanente, tais métodos requerem a solução de um sistema de equações algébricas não lineares 
acopladas dificultando o processo. O principal custo computacional desses métodos consiste na 
necessidade de, a cada interação, gerar nova matriz Jacobiana e obter a solução de grandes sistemas 
lineares associados às correções de Newton (Heil, 2004). Outra desvantagem dos métodos monolíticos é a 
necessidade de se desenvolver um novo código a cada problema analisado.  Ao contrário da técnica 
monolítica, a técnica particionada, consiste em utilizar métodos específicos de cada problema para obter a 
solução do fluido e da estrutura separadamente e por meio de um algoritmo de interação entre os 
métodos, obter a solução do problema acoplado. A técnica particionada ainda permite duas abordagens 
diferentes de acordo com estratégia de solução. A abordagem unidirecional, em que a resposta do fluido é 
obtida considerando a estrutura rígida e em seguida a resposta da estrutura considerando a pressão de 
interface como condição inicial e a abordagem bidirecional, em que a resposta do fluido é obtida para a 
estrutura deformada, sendo necessário, portanto, um processo iterativo. 

As vantagens de se utilizar técnicas de solução particionadas estão na possibilidade de se utilizar os 
métodos mais eficientes para resolução de cada problema, resolver uma gama maior de problemas, com 
pequenas alterações nos respectivos métodos e possuir uma implementação relativamente fácil. 
Entretanto, a desvantagem de uma abordagem particionada bidirecional é que um algoritmo iterativo deve 
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ser usado para manipular a comunicação entre ambos os métodos de solução e aplicar o equilíbrio na 
interface fluido-estrutura. Esse algoritmo de iteração aumenta o custo computacional devido a um 
processo de convergência mais lento (Heil, 2004; Van Zuijlen e Bijl, 2006; Vierendeels et al., 2008). 

Portanto, com base nas vantagens relatadas, as análises neste trabalho serão realizadas utilizando a 
técnica particionada, utilizando os softwares Code_Aster para a solução da estrutura e o Code_Saturne 
para a solução do escoamento, ambos desenvolvidos pela eDF (Électrecité de France) e disponibilizados 
na internet. O acoplamento e interação entre os dois códigos serão desenvolvidos em linguagem de 
programação Python. A vantagem de se utilizar a técnica particionada é grande, pois permite que depois 
de implementado todo o processo de solução, vários tipos de problemas e combinações de escoamento e 
estrutura sejam analisados com pequenas alterações nos respectivos códigos. 

2  DINÂMICA ESTRUTURAL 

Nesta seção serão apresentadas as etapas para o desenvolvimento da solução de problemas estruturais 
dinâmicos não lineares. A primeira etapa consiste no desenvolvimento das equações do problema 
contínuo do ponto de vista Lagrangeano, em que todas as partículas do corpo são seguidas a partir da 
posição original até a configuração final, que é a abordagem mais difundida e empregada na mecânica dos 
sólidos. A segunda etapa consiste em transformar essas equações contínuas em equações discretas 
utilizando domínios espaciais elementares, ou seja, utilização do método dos elementos finitos como 
ferramenta numérica no processo de solução. A próxima etapa consiste na discretização temporal, que 
permite transformar o tempo total de ocorrência do fenômeno estudado em um conjunto de intervalos de 
tempo e com métodos de integração temporal específicos tratar do problema na sua totalidade. 

2.1 O problema dinâmico não linear 

As equações do problema dinâmico não linear são deduzidas partindo da definição de um sistema de 
coordenadas cartesianas estacionárias, no qual um corpo genérico com um comportamento constitutivo 
não linear apresenta um movimento sujeito a grandes deslocamentos (translações e rotações) e a grandes 
deformações. Como em problemas não lineares o equilíbrio do corpo é feito na condição deformada, as 
equações são desenvolvidas para pontos discretos de tempo em uma formulação incremental. 

A estratégia para determinar as equações de um problema não linear foi empregada em Bathe (1996) 
para problemas estáticos, onde se considera que a solução do problema já é conhecida em todo o intervalo 
de tempo de 0 a t e o passo seguinte é determinar a solução para o tempo ݐ +  é um ݐ∆ em que ,ݐ∆
incremento no tempo. A solução completa do problema é alcançada aplicando a equação para o tempo 
ݐ +  ,repetidamente até o tempo final. Para problemas dinâmicos a mesma estratégia pode ser aplicada ݐ∆
apenas com uma etapa a mais na dedução das equações devido à inclusão das forças de inércia. Esta etapa 
adicional é a aplicação do Princípio de Hamilton, necessário para problemas dinâmicos. 

Para desenvolver o Princípio de Hamilton a partir do Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV) é 
necessário empregar o Princípio de D’Alembert em que considera a segunda Lei de Newton na forma: 

݂ − ௜ݑ̈ߩ = 0 (1) 
onde o segundo termo da Eq. (1) é considerada uma força de corpo com ̈ݑ௜ representando as componentes 
da aceleração (݅ = 1, 2, 3) e ߩ a massa por unidade de volume. Assim, a solução do problema dinâmico, 
para o instante de tempo ݐ +  deve satisfazer a ,(sendo representado como sobrescrito esquerdo) ݐ∆
seguinte equação diferencial: 

߲ ߬௜௝௧ା∆௧

߲ ௝௧ା∆௧ݔ + ௜݂
஻௧ା∆௧ − ߩ ௜௧ା∆௧ݑ̈ = 0 (2) 
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onde ߬௜௝௧ା∆௧  é o tensor de tensões de Cauchy definido na configuração deformada (ݐ + ௝௧ା∆௧ݔ ;(ݐ∆  são as 
coordenadas cartesianas do ponto material no tempo ݐ + ௜݂ ;ݐ∆

஻௧ା∆௧  são as componentes de forças de 
corpo externas por unidade de volume. 

As condições de contorno, para um problema geral, podem ser do tipo natural (forças – ௜݂
ௌ೑௧ା∆௧ ) ou 

essencial (deslocamentos – ݑ௜
ௌೠ௧ା∆௧ ), expressas, respectivamente, na forma: 

߬௜௝௧ା∆௧
௝݊ = ௜݂

ௌ೑௧ା∆௧ ݁݉ ௙ܵ (3) 

௜ݑ = ௜ݑ
ௌೠ௧ା∆௧ ݁݉ ܵ௨ (4) 

onde ܵ = ܵ௨ ∪ ௙ܵ, ܵ௨ ∩ ௙ܵ = 0, ௝݊ são as componentes do vetor unitário normal à superfície S do corpo e 
 .௜ as componentes do deslocamentoݑ

A equação final é obtida desenvolvendo o PTV para a Eq. (2) e, na sequência, realizando uma 
integração temporal de um instante inicial ݐଵ a um instante final ݐଶ. Com algumas manipulações 
matemáticas, sabendo que o campo de deslocamento virtual ݑߜ௜, empregado no PTV pode ser 
interpretado como uma variação no campo de deslocamentos reais ݑ௜ e que, assim, todo o conceito do 
cálculo variacional e consequentemente, as propriedades do operador delta (ߜ) são aplicáveis no 
desenvolvimento das equações, a equação final será: 

න ൞൦ න ቀ ߬௜௝௧ା∆௧ ߜ ݁௜௝௧ା∆௧ −
ߩ
2
ߜ ௜ଶ௧ା∆௧ݑ̇ ቁ ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

൪ − ℛ௧ା∆௧ ݐ݀ൢ

௧మ

௧భ

= 0 (5) 

onde, 

ℛ௧ା∆௧ = න ௜݂
஻ݑߜ௜௧ା∆௧ ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

+ න ௜݂
ௌ೑ߜ௧ା∆௧ ௜ݑ

ௌ೑೟శ∆೟

݀ ௙ܵ
௧ା∆௧  (6) 

Utilizando a notação ௜ܹ௡௧  para designar a energia interna, ௘ܹ௫௧  para a energia externa e ܶ para a 
energia cinética, como sendo, respectivamente: 

௜ܹ௡௧ = න ߬௜௝௧ା∆௧ ݁௜௝௧ା∆௧ ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

 (7) 

௘ܹ௫௧ = − න ௜݂
஻ݑ௜௧ା∆௧ ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

− න ௜݂
ௌ೑௧ା∆௧ ௜ݑ

ௌ೑
೟శ∆೟

݀ ௙ܵ
௧ା∆௧  (8) 

ܶ = න
ߩ ௜ଶ௧ା∆௧ݑ̇

2 ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

 (9) 

onde o operador ponto (.) sobre a variável indica derivada em relação ao tempo. 
Consequentemente, pode-se definir que a variação nas energias interna, externa e cinética é dada, 

respectivamente, por: 
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ߜ ௜ܹ௡௧ = න ߬௜௝௧ା∆௧ ߜ ݁௜௝௧ା∆௧ ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

 (10) 

ߜ ௘ܹ௫௧ = − න ௜݂
஻ݑߜ௜௧ା∆௧ ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

− න ௜݂
ௌ೑௧ା∆௧ ௜ݑߜ

ௌ೑
೟శ∆೟

݀ ௙ܵ
௧ା∆௧  (11) 

ܶߜ = න
ߜߩ ௜ଶ௧ା∆௧ݑ̇

2 ݀ ܸ௧ା∆௧

௏೟శ∆೟

 (12) 

Com isso, o Princípio de Hamilton pode ser dado na seguinte forma: 

ߜ ቐන (ܶ − ௘ܹ௫௧ − ௜ܹ௡௧)݀ݐ

௧మ

௧భ

ቑ = 0 (13) 

A Equação (13) escrita nesta forma é a forma mais conhecida e aplicada em problemas dinâmicos e 
desenvolvida em Dym e Shames (1973). 

2.2 Discretização espacial e temporal 

A discretização espacial das equações apresentadas na seção anterior será realizada utilizando 
elementos isoparamétricos, por serem elementos comuns em qualquer código numérico de elementos 
finitos. Os elementos isoparamétricos são caracterizados por utilizar a mesma função de aproximação 
para descrever a geometria do elemento e o campo dos deslocamentos. Essas funções são expressas em 
um sistema de coordenadas naturais (as coordenadas valem 0 na origem e -1 e 1 nos limites inferior e 
superior). A formulação dos elementos isoparamétricos e suas respectivas funções interpoladoras podem 
ser encontradas em referências especificas do método dos elementos finitos como, por exemplo, em Bathe 
(1996). 

A discretização temporal, como pode ser visto em Oliveira (2012), pode ser realizada por meio de 
dois métodos distintos: a superposição modal, mais viável para problemas dinâmicos lineares e o método 
da integração direta, indicado para problemas que apresentam não linearidades. Dentro do conjunto de 
métodos de integração direta, existem os métodos denominados de explícitos, nos quais a avaliação das 
variáveis no tempo ݐ +  e os métodos implícitos, nos quais as ,ݐ só depende das variáveis do tempo ݐ∆
próprias variáveis do tempo ݐ +  influenciam nas próprias avaliações. Os métodos explícitos exigem ݐ∆
menor esforço computacional, porém são métodos condicionalmente estáveis e, portanto, exigem passos 
de tempo muito pequenos para que o problema apresente convergência numérica, tornando um 
impedimento para casos envolvendo dinâmica estrutural. Os métodos implícitos, por outro lado, 
apresentam uma tendência natural a serem numericamente estáveis, sendo mais efetivos para problemas 
dinâmicos. 

O método implícito mais popular e geralmente o mais empregado em códigos computacionais é o 
método de Newmark, que pode ser incondicionalmente estável dependendo dos parâmetros definidos, 
será utilizado no desenvolvimento deste trabalho. 
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3  DINÂMICA DOS FLUIDOS 

Serão apresentados os procedimentos para a obtenção da solução de problemas envolvendo 
escoamentos de fluidos. Ao contrário da seção anterior, em que toda a formulação foi baseada em uma 
abordagem totalmente Lagrangeana, na qual o movimento do corpo é descrito seguindo-se a trajetória de 
pontos distintos no corpo, nesta seção será desenvolvida uma formulação matemática baseada em uma 
abordagem Euleriana, na qual o ponto de interesse é fixo no espaço e avalia-se a variação de 
características do escoamento neste ponto. Assim, o interesse principal na mecânica dos fluidos passa a 
ser o campo de velocidade tratado com uma função da posição e do tempo e não na trajetória de uma 
partícula individual. Essa abordagem Euleriana do movimento é característica de análises de problemas 
com grandes variações do seu domínio. 

Os problemas envolvendo escoamentos são mais complexos que problemas estruturais e 
naturalmente não lineares pelas equações que descrevem seu comportamento. A solução destes problemas 
é obtida utilizando a dinâmica dos fluidos computacional (CFD).  

Os códigos CFD existentes são constituídos por três elementos principais, conforme Versteeg e 
Malalasekera (2007): (i) um pré-processador – onde o domínio do problema é definido e dividido em 
pequenos subdomínios, gerando a malha, onde é selecionado o tipo de fenômeno físico e químico que 
deve ser modelado, definição das propriedades do fluido e especificação das condições de contorno 
apropriadas; (ii) um solver – onde as equações do escoamentos são integradas em todos os volumes de 
controle do domínio, transformação das equações integrais em um sistema de equações algébricas e a 
solução destas equações algébricas por meio de um método iterativo; (iii) um pós-processador – onde os 
resultados podem ser visualizados em diferentes formatos de apresentação. 

Nesta seção o objetivo principal é apresentar o desenvolvimento do solver, mostrando o 
desenvolvimento das equações na sua formulação integral, sua discretização e os processos de solução 
empregados na solução do sistema de equações algébricas.  

3.1 O problema do escoamento 

As equações necessárias para solucionar um problema geral de escoamento compreendem a 
conservação de massa (ou equação da continuidade), a segunda lei de Newton (equação de momentum) e 
a primeira lei da termodinâmica (equação da energia).  Porém, em problemas de um escoamento geral, 
existem quatros variáveis termodinâmicas desconhecidas, densidade (ߩ), pressão (݌), energia interna (݅) e 
temperatura (ܶ). A relação entre essas variáveis pode ser obtida considerando-se o equilíbrio 
termodinâmico (Versteeg e Malalasekera, 2007). Com essa consideração, o estado de uma substância 
pode ser descrito por meio de apenas duas variáveis de estado, ou seja, as equações de estado relaciona 
uma terceira variável com duas outras variáveis termodinâmicas independentes. Portanto, as equações da 
continuidade e de momentum são acopladas à equação da energia pela equação de estado, formando um 
sistema acoplado de equações que descrevem o movimento de um escoamento em toda a sua abrangência.  

Entretanto, algumas simplificações podem ser realizadas de acordo como as características do 
problema a ser analisado. Nesta seção serão apresentadas as simplificações nas equações gerais para o 
problema especifico que será trabalhado neste artigo. A dedução das equações gerais pode ser encontrada 
em literaturas que discorrem sobre o assunto da mecânica dos fluidos e especificamente em Versteeg e 
Malalasekera (2007). 

A solução de um escoamento tridimensional transiente de fluido compressível é obtida por meio das 
equações: 

i) Equação da continuidade: 

ߩ߲
ݐ߲ + ࢺ ⋅ (ࢂߩ) = 0 (14) 
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onde ߩ é a densidade do fluido, ࢂ é o campo de velocidade do escoamento e ࢺ é o operador gradiente. 
ii) Segunda lei de Newton: 

ߩ ൤
ࢂ߲
ݐ߲ + ࢂ) ∙ સ)ࢂ൨ = ࢍߩ + ࢺ ⋅ ߬௜௝ (15) 

onde ࢍ é o vetor aceleração da gravidade e ߬௜௝ é um tensor de tensões simétrico. 
iii) Equação da energia: 

ߩ
݁ܦ
ݐܦ

= ࢺ ⋅ (ܶࢺ݇) + ߬௜௝
௜ݒ߲
௝ݔ߲

 (16) 

onde ݁ é a energia interna por unidade de massa, ݇ é a condutividade térmica e ݒ௜ são as componentes de 
velocidade. 

iv) E finalmente as equações de estado, que são representadas por: 
݌ = (ܶ,ߩ)݌ ݁ ݅ =  (17) (ܶ,ߩ)݅

A partir deste momento, serão apresentadas as considerações que serão empregadas no problema em 
questão e as consequentes simplificações nas equações do escoamento. A primeira consideração e a mais 
importante é a de fluido incompressível. Em um sentido amplo, todos os fluidos são compressíveis e a 
consideração de fluido incompressível é uma aproximação feita quando a velocidade do escoamento é 
suficientemente pequena em comparação com a velocidade do som no meio. Soluções numéricas para 
escoamentos incompressíveis têm um grande interesse devido à sua ampla gama de aplicações em áreas 
como a aerodinâmica de baixa velocidade, escoamento de fluido biomédico e hidrodinâmica (Ramírez et 
al., 2014). 

Apesar das simplificações nas equações, as soluções numéricas de escoamentos incompressíveis não 
estão livres de complicações. A principal complicação encontrada para resolver problemas de 
escoamentos incompressíveis é a dificuldade no acoplamento de variações do campo de velocidades com 
as variações no campo de pressão, satisfazendo a equação de continuidade. A razão desta dificuldade está 
na ausência da relação que existia entre as equações da continuidade, de momentum e da energia através 
das equações de estado. Com isso, as equações se tornam desacopladas e, consequentemente, a equação 
da continuidade se torna uma restrição que deve ser satisfeita pelo campo de velocidades. 

  Para enfrentar esta dificuldade, muitos procedimentos numéricos têm sido desenvolvidos. O Método 
SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations) é o método mais conhecido de correção 
de pressão. Ele usa a pressão como parâmetro de mapeamento, de modo a satisfazer as equações 
desacopladas. A partir do SIMPLE novos métodos foram desenvolvidos, como SIMPLEC e PISO que são 
métodos amplamente utilizados para resolver escoamentos incompressíveis. Apesar do desenvolvimento 
de vários métodos para tratar de escoamentos incompressíveis, neste artigo será empregado o método 
SIMPLE que fornece resultados precisos e confiáveis e que se encontra implementado em todos os 
códigos desenvolvidos. 

Outra consideração importante a ser feita está ligada à lei que relaciona o tensor de tensões ߬௜௝ com o 
tensor taxa de deformações ߝ௜௝ . Esta consideração define o tipo de fluido a ser estudado e neste trabalho 
será considerada uma relação linear, isto é, o fluido será considerado Newtoniano. Sendo assim, a lei de 
deformação que atende essa consideração é dada, conforme White (2006) por: 

߬௜௝ = ௜௝ߜ݌− + ߤ ቆ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

+
௝ݒ߲
௜ݔ߲

ቇ + ࢺߣ௜௝ߜ ⋅  (18) ࢂ

onde o termo –p é adicionado para satisfazer a condição de pressão hidrostática quando a taxa de 
deformação é zero, ߜ௜௝ é a função delta de Kronecker, ߤ é a viscosidade dinâmica e ߣ é denominado de 
coeficiente de viscosidade volumétrica. 



Simulação de Interação Fluido-Estrutura em Dutos 

CILAMCE 2016 
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 
Suzana Moreira Ávila (Editor), ABMEC, Brasília, DF, Brazil, November 6-9, 2016 

Com as considerações de fluido Newtoniano e incompressível e sabendo que não é necessário 
resolver a equação de energia em análises de problemas nos quais a temperatura não é considerada (caso 
do presente trabalho), as equações da continuidade e do momentum, respectivamente, podem ser 
simplificadas para: 

ࢺ ⋅ ࢂ = 0 (19) 

ߩ ൤
ࢂ߲
ݐ߲ + ࢂ) ∙ સ)ࢂ൨ = ࢍߩ − ݌ࢺ +

߲
௝ݔ߲

ቈߤ ቆ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

+
௝ݒ߲
௜ݔ߲

ቇ቉ (20) 

Se a viscosidade for considerada constante a Eq. (20) poder ser simplificada para: 

ߩ ൤
ࢂ߲
ݐ߲ + ࢂ) ∙ સ)ࢂ൨ = ࢍߩ − ݌ࢺ +  (21) ࢂ²ࢺߤ

3.2 Discretização espacial e temporal 

A discretização espacial das equações da dinâmica dos fluidos é realizada utilizando o conceito de 
volume de controle, que é uma região de estudo fixa no espaço, característica própria das formulações 
Eulerianas. Portanto, para obter as equações em uma formulação discreta, é necessário integrar as 
equações em todo o volume de controle. Além disso, emprega-se o conceito de malha deslocada, no qual 
é considerado que as grandezas escalares, como densidade e pressão, são definidas no ponto central do 
volume de controle e as grandezas vetoriais nas interfaces deste volume.  

Para apresentar o procedimento, considere a equação de momentum Eq. (20) sem o termo 
relacionado com a aceleração da gravidade, na notação indicial dada pela Eq. (22): 
(௜ݒߩ)߲
ݐ߲ + ௜,௝ݒ௝ݒߩ = +௜,݌− ௜,௝ݒ൫	ߤൣ +  ௝,௜൯൧,௝ (22)ݒ

onde ,௜ = ߲ ⁄௜ݔ߲  . 
Integrando a Eq. (22) em todo o volume de controle, tem-se: 

න
(௜ݒߩ)߲
ݐ߲ ܸ݀

௏஼

+ න ௜,௝ݒ௝ݒߩ
௏஼

ܸ݀ = − න ௜,݌
௏஼

ܸ݀ + නൣߤ	൫ݒ௜,௝ + ௝,௜൯൧,௝ݒ
௏஼

ܸ݀ (23) 

Aplicando o teorema da divergência de Gauss, a Eq. (23) torna-se: 

න
(௜ݒߩ)߲
ݐ߲ ܸ݀

௏஼

+ න ௜ݒ௝ݒߩ ௝݊

஺

ܣ݀ = − න ௜,݌
௏஼

ܸ݀ + න ௜,௝ݒ൫	ߤ + ௝,௜൯ݒ ௝݊

஺

 (24) ܣ݀

onde ௝݊ representa o vetor unitário normal à área ܣ௝ do volume de controle. 
 O termo transiente da Eq. (24) é tratado da forma: 

න
(௜ݒߩ)߲
ݐ߲ ܸ݀

௏஼

=
ܸߩ
ݐ∆ ൫ ௜௧ା∆௧ݒ − ௜௧ݒ ൯ (25) 

onde ܸ é o volume do volume de controle, ∆ݐ é o passo de tempo e ݒ௜௧ା∆௧  é a velocidade do escoamento 
no tempo ݐ +   .ݐ∆

O segundo termo da Eq. (24), ou termo advectivo, é tratado conforme a Eq. (26): 
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න ௜ݒ௝ݒߩ ௝݊

஺

ܣ݀ = ෍ݒߩ௜ݒ௝ܣ௝

ଷ

௝ୀଵ

 (26) 

onde i e j representam os eixos coordenados do volume de controle e ܣ௝ a área das faces do volume de 
controle na direção j, considerando valores negativos quando a normal desta área apresentar sentido 
oposto ao eixo coordenado.  

As velocidades nas interfaces podem ser avaliadas utilizando diferentes esquemas como o de 
diferenças centrais, upwind, híbrido entre outros. O esquema de diferenças centrais trata a velocidade na 
interface como uma média das velocidades nos pontos centrais do volume de controle independente da 
direção do escoamento, o que produz grandes erros quando o problema é fortemente advectivo. O 
esquema upwind, por outro lado, leva em consideração o efeito da direção do escoamento aproximando a 
velocidade na interface do volume de controle pela velocidade do ponto central dependendo da direção do 
escoamento, ou seja, a velocidade em uma interface é aproximada pela velocidade do ponto central 
anterior a essa interface no sentido do escoamento. O esquema híbrido é uma combinação dos dois 
anteriores, utilizando o esquema de diferenças centrais para casos em que o problema não é muito 
advectivo e o esquema upwind em caso contrário. 

O termo de pressão é tratado conforme a Eq. (27): 

න ௜,݌
௏஼

ܸ݀ =
݌∆
௜ݔ∆

ܸ (27) 

O termo difusivo da Eq. (24) pode ser tratado da forma: 

න ௜,௝ݒ൫	ߤ + ௝,௜൯ݒ ௝݊

஺

ܣ݀ = ෍ߤ	ቆ
௜ݒ∆
௝ݔ∆

+
௝ݒ∆
௜ݔ∆

ቇ
ଷ

௝ୀଵ

 ௝ (28)ܣ

Observe que em ambas as Eqs. (26) e (28) existe a somatória apenas em j, ou seja, as velocidades e 
áreas em todas as três direções do domínio.  

A equação da continuidade é discretizada seguindo o mesmo procedimento. Para isso, considere a 
Eq. (19) na forma indicial: 

௜,௜ݒߩ = 0 (29) 
Integrando no volume de controle e aplicando o teorema da divergência, tem-se: 

න ௜,௜ܸ݀ݒߩ
௏஼

= න ܣ௜݊௜݀ݒߩ
஺

= ෍ݒߩ௜ܣ௜

ଷ

௜ୀଵ

= 0 (30) 

4  ACOPLAMENTO DOS CÓDIGOS 

Como o problema de FSI é resolvido de forma particionada, com a utilização da formulação 
Lagrangeana para o domínio sólido e da formulação Euleriana para o domínio do fluido, é necessário 
desenvolver um método capaz de fazer o acoplamento destas duas formulações. Este método é conhecido 
como formulação Euleriana Lagrangeana Arbitrária (ALE). 

Na formulação ALE, as equações do movimento são deduzidas considerando que a configuração de 
referência é diferente da configuração material ܴࢄ, de coordenadas matérias ࢄ (característica da 
formulação Lagrangeana) e do espacial ܴ࢞, de coordenadas espaciais ࢞ (característica da formulação 
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Euleriana). O domínio utilizado como referência é denominado de domínio misto ܴ࣑ com coordenadas 
mistas ࣑ (Donea et al., 2004). 

A formulação ALE consiste basicamente na consideração de uma velocidade relativa ࢉ ≡ ࢜ −  ෝ entre࢜
a partícula material e a malha vista do domínio espacial ܴ࢞. Se a velocidade da malha (࢜ෝ) for igual à 
velocidade da partícula (࢜) a formulação ALE se reduz a formulação Lagrangeana, porém, se a 
velocidade da malha for zero, a formulação ALE se reduz a Euleriana. 

Portanto, a consideração da velocidade relativa da formulação ALE na equação de momentum, 
transforma a Eq. (22) em: 
(௜ݒߩ)߲
ݐ߲ + ߩ ௝ܿݒ௜,௝ = +௜,݌− ௜,௝ݒ൫	ߤൣ +  ௝,௜൯൧,௝ (31)ݒ

onde ௝ܿ vai representar a velocidade relativa c na direção j. A equação da continuidade permanece 
inalterada pra fluidos incompressíveis. 

A formulação ALE considera o movimento que ocorre em problemas com características de 
flexibilidade, por exemplo, tubos flexíveis com escoamento. Entretanto, o acoplamento do problema 
estrutural com o escoamento é realizado por meio das condições na interface sólido-fluido. Essas 
condições, de acordo com Tijsseling (2007), podem ser expressas por: 

௥|௥ୀோߪ = ௥ୀோ|݌− e ௥|௥ୀோݑ̇ = ௥|௥ୀோݒ  (32) 
onde r é o raio do tubo e R representa o raio interno.  

5  METODOLOGIA 

As análises desenvolvidas neste trabalho serão realizadas utilizando o Code_Aster para resolver o 
problema estrutural e o Code_Saturne para o problema do escoamento. Ambos os códigos são 
desenvolvidos pela eDF (Électrecité de France) e empregam a mesma formulação matemática 
desenvolvida neste trabalho. 

A solução do problema de FSI consiste em um processo incremental com as seguintes etapas – 1) o 
escoamento é solucionado obtendo como resultados as forças atuando na interface fluido-sólido; 2) essas 
forças são aplicadas como condição de contorno na estrutura; 3) a estrutura é solucionada obtendo como 
resultados o deslocamento da estrutura; 4) o domínio do escoamento é modificado com os deslocamentos 
da estrutura; 5) o escoamento é novamente solucionado, repetindo-se este procedimento até o tempo total 
da simulação. Este procedimento é exemplificado na Fig. 1: 

 

Figura 1 – Procedimento de solução do problema de FSI 

6  RESULTADOS 

Ambos os softwares utilizados neste trabalho são utilizados para solução de diferentes problemas e 
apresentam resultados significativos em seus respectivos domínios. Os dois exemplos a seguir mostram 
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resultados obtidos para problemas típicos de dinâmica estrutural e da mecânica dos fluidos utilizando os 
softwares. 

6.1 Dinâmica estrutural – Code_Aster 

Este exemplo consiste de um sistema de pêndulo físico definido por uma barra de comprimento L e 
com um centro de massa CM localizado a uma distância LCM do eixo de rotação, conforme mostrado na 
Fig. 2. O sistema oscila devido à influência da aceleração da gravidade g, a partir de uma posição inicial 
definida pelo ângulo φ em relação a vertical. 

 

Figura 2 – Sistema dinâmico – Pêndulo físico 

Considerando que o ângulo φ seja pequeno, a solução para o problema é dado pela Eq. (33): 

(ݐ)߮ =  (33) (ݐ߱)ݏ݋ܿܣ
onde A é a amplitude do movimento e ω é a frequência, dada pela Eq. (34): 

߱ = ඨ
݃
஼ெܮ

 (34) 

O período do movimento também pode ser calculado pela Eq. (35): 

ܶ = ඨߨ2
஼ெܮ
݃

 (35) 

Os dados, para o problema numérico, foram definidos considerando um ângulo ߮ = 5° =  ,݀ܽݎ0,087
ݕ = 1݉ e ݃ = 9,81݉ ⁄ଶݏ . Com isso, tem-se: 
ݔ = (߮)݊ܽݐݕ = 0,087݉;																			 ܣ = ݔ = 0,087݉

஼ெܮ =
ݕ

(߮)	ݏ݋2ܿ = 0,502݉; ߱ = ඨ
9,81

0,502 = ଵିݏ4,421
 (36) 

E a equação do movimento para o sistema proposto será dado substituindo os valores obtidos na Eq. 
(36) na Eq. (33): 
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(ݐ)߮ =  (37) (ݐ4,421)ݏ݋0,087ܿ
O modelo numérico foi construído com um elemento de barra com os dados apresentados. Os 

resultados numéricos e analíticos são comparados na Fig. 3. O software conduziu a resultados com um 
erro relativo máximo de 0,10% em comparação com os resultados analíticos. 

 

 
(a) 

 
(b)

Figura 3 – (a) Movimento do pêndulo; (b) Deslocamento da extremidade livre do pêndulo 

6.2 Dinâmica dos fluidos – Code_Saturne  

O exemplo da dinâmica dos fluidos consiste de um escoamento laminar incompressível 
em uma cavidade em que a parede superior se move com velocidade constante. Este problema 
é geralmente utilizado como problema padrão para testar e validar técnicas numéricas no 
campo da dinâmica dos fluidos computacional, devido à simplicidade do seu domínio aliado 
com a complexidade do fenômeno físico (Ghia et al., 1982). 

Neste trabalho, o problema foi resolvido para uma cavidade de dimensões adimensionais 
de 1,0 x 1,0 x 0,1 e condições de contorno definidas conforme apresentadas na Fig. 4.  
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Figura 4 – Modelo do exemplo de escoamento em uma cavidade 

O modelo foi discretizado utilizando 2500 elementos hexaédricos com uma distribuição 
constante de 50x50x1. O problema foi solucionado considerando escoamento laminar em 
regime permanente. O fluido foi definido com densidade ߩ = 1,0	݇݃/݉ଷ e viscosidade 
ߤ = 0,001	ܲܽ ∙  A Figura 5 mostra a comparação entre a componente u da velocidade .ݏ
definida na linha média vertical e a componente v definida na linha média horizontal da 
cavidade, respectivamente, com os resultados apresentados em Ghia et al. (1982). 

 

 
(a) 

 
(b)

Figura 5 – (a) Velocidade u ao longo da linha x = 0,5; (b) Velocidade v ao longo da linha y = 0,5 

O comportamento de ambas as componentes de velocidade coincide com os resultados 
obtidos na referência. Os erros relativos máximos dos resultados numéricos não superam 
10,9% para a componente u e 11,3% para a componente v em comparação com os resultados 
da referência. 

Outro resultado que pode ser mostrado e comparado qualitativamente é a distribuição da 
velocidade total em todo o domínio. A Figura 6(a) apresenta a distribuição da velocidade e a 
Fig. 6(b) apresenta a representação em linhas de corrente. A Figura 6(b) permite comparar 
qualitativamente a solução obtida pelo software Code_Saturne com a solução apresentada em 
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Ghi et al. (1982), mostrando forte semelhança com a representação em linhas de corrente 
apresentada pelos autores para um Re = 1000. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 6 – (a) Distribuição da velocidade; (b) Linhas de corrente 

6.3 Problema acoplado 

O acoplamento entre os softwares está sendo desenvolvido e até o momento da redação 
deste artigo este desenvolvimento se encontra na etapa de acoplamento unidirecional, em que 
as forças na interface fluido-estrutura são calculadas para o escoamento com a geometria do 
tubo indeformado e são aplicadas no tubo como condição de carregamento. A resposta do 
tubo a esta solicitação é calculada e os deslocamentos obtidos são projetados para a malha do 
fluido. Um novo passo de tempo inicia-se com o domínio do escoamento modificado pelos 
deslocamentos calculados para a estrutura. Para uma solução bidirecional, novos cálculos 
deverão ser realizados dentro do mesmo passo de tempo com o objetivo de determinar o 
equilíbrio na posição deformada do sistema. 

Nesta fase foi analisado o problema de um tubo reto flexível biapoiado nas extremidades, 
conforme o experimento desenvolvido em Dodds e Runyan (1965). Os dados da simulação 
estão listados na Tabela 1. 

Foi definido para a simulação um passo de tempo de 0,01 s e uma velocidade na entrada 
de 38,852 m/s. A malha do tubo consiste de 7200 elementos e 7260 nós e a malha do fluido 
consiste de 18000 elementos e 18271 nós distribuídos conforme a Fig. 7. 

Tabela 1 - Dados do problema de FSI 

Dados Símbolo Valor 

Comprimento do 
Tubo 

L 3,048 m 

Diâmetro externo ∅௘ 0,05 m 

Espessura t 0,002 m 
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Dados Símbolo Valor 

Módulo de 
Elasticidade 

E 70 GPa 

Coeficiente de 
Poisson 

 0,27 ߥ

Densidade do tubo ߩ௧ 2710 kg/m3 

Densidade do fluido ߩ௙ 1000 kg/m3 

Viscosidade dinâmica 0,00101 ߤ Pa.s 

 
 
 

 

Figure 7 – Malha para o problema de FSI em tubos 

A Figura 8 apresenta o deslocamento do tubo provocado pelo escoamento em diferentes 
passos de tempo. Nestas análises iniciais, de caráter qualitativo, nota-se que o comportamento 
do tubo segue o movimento esperado para situações envolvendo tubos flexíveis relatados 
tanto no trabalho de Dodds e Runyan (1965) quanto em outros trabalhos envolvendo tubos 
flexíveis.  
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Figure 8 – Comportamento do tubo em diferentes instantes de tempo 

Neste exemplo, nota-se que o deslocamento do tubo apresenta uma tendência a aumentar 
sua amplitude provocando uma instabilidade devido à velocidade crítica do escoamento. Este 
resultado é relatado como instabilidade tipo ‘flutter’ em referências que tratam do assunto de 
FSI em tubos flexíveis (Païdoussis e Issid, 1974; Holmes, 1977). 

Com o avanço do trabalho, análises quantitativas serão realizadas possibilitando analisar 
tanto o comportamento do tubo quanto do escoamento em condições críticas e pós-críticas. 

7  CONCLUSÕES 

O presente trabalho apresenta o desenvolvimento de análises de problemas envolvendo o 
fenômeno de FSI utilizando a técnica particionada com o emprego de softwares livres. Tanto 
o Code_Aster com o MEF para solução de problemas estruturais, quanto o Code_Saturne com 
o MVF para problemas de escoamento proporcionam resultados satisfatórios em suas 
respectivas áreas de utilização, sendo utilizados em vários trabalhos e pesquisas e com isso 
sendo aprimorados a cada problema resolvido. 

O acoplamento entre os softwares encontra-se na fase de acoplamento unidirecional, 
permitindo análises qualitativas dos problemas. Os resultados obtidos até o momento 
mostram-se compatíveis com os apresentados na literatura. 

Apesar de obter progressos lentos no desenvolvimento e implementação do acoplamento 
entre os dois softwares, os resultados se mostram promissores tendo em vista que os softwares 
são confiáveis em seus respectivos domínios e este desenvolvimento pode abrir novos 
horizontes de pesquisas devido a gama de problemas que cada software é capaz de resolver. 
Além dessas possibilidades, o fato de se tratar de códigos livres torna o presente trabalho um 
importante passo na disseminação de ferramentas acessíveis a toda comunidade acadêmica ou 
não, possibilitando desenvolvimento e continuação de pesquisas complexas que tende a ser 
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cada vez mais inviáveis economicamente quando envolve a utilização de softwares 
comerciais. 
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