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Abstract. A Andlise Isogeométrica é um método de andlise numérica que utiliza as repre-
sentacoes presentes nos sistemas CAD (e.g. superficies de Bézier e NURBS) como funcées de
aproximagdo do campo de deslocamentos. Assim, a geometria do modelo é representada de
forma exata para qualquer discretizagcdo adotada, o que ndo ocorre no Método dos Elementos
Finitos. As formulagées tradicionais da AIG que utilizam NURBS apresentam dificuldades na
obtencdo de modelos para andlise numérica através dos modelos de fronteira concebidos nos
sistemas CAD. Por outro lado, o uso de tridngulos de Bézier racionais sdo atrativos pela pos-
sibilidade de geracdo de malhas ndo estruturadas, permitindo a obtengdo eficaz de modelos de
andlise. Deste modo, este trabalho discute a formulagdo de elementos de tridngulos de Bézier
racionais para andlise numérica. O elemento é implementado em um software académico de
elementos finitos. Exemplos numéricos sdo realizados para verificacdo da implementagdo. Fo-
ram obtidos excelentes resultados, mostrando que uma correta implementagdo foi realizada.
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1 INTRODUCAO

A Andlise Isogeométrica (AIG) é um recente método de andlise numérica (Hughes et al.,
2005) que propde aproximar as ferramentas de modelagem geométrica (sistemas CAD) e as fer-
ramentas de andlise estrutural. O grande diferencial desta formulacdo estd na utilizagdo, como
fungdes de aproximacdo do campo de deslocamentos, das mesmas funcdes utilizadas pelos sis-
temas CAD para representacdo da geometria, como superficies de Bézier e NURBS. O uso
destas representacdes € atrativo por permitir representar exatamente formas complexas, como
arcos de circulo, conicas e quddricas. Desta forma, a AIG permite que o modelo de andlise
represente exatamente a geometria do problema, independente da discretizagdo adotada para
aproximar o campo de deslocamentos. Outra vantagem da AIG consiste na facilidade de refi-
namento do modelo, através da utilizacdo de algoritmos cldssicos de refinamento da geometria
tratados no campo da Modelagem Geométrica.

Alguns trabalhos abordaram a defini¢ao de um melhor workflow em relagdo ao procedi-
mento de projeto e andlise numérica. Os termos analysis-through-design e analysis-aware-
design (Cohen et al., 2010; Schillinger et al., 2012; Breitenberger et al., 2015) sdo paradig-
mas de projeto que buscam unir as etapas de modelagem da geometria do problema e anélise
numérica.

Apesar da IGA ter proporcionado grande esforco para pesquisa de tais paradigmas, na
prética ndo se mostravam realizaveis. As ferramentas CAD utilizadas para modelagem dos pro-
blemas ndo forneciam a geometria na forma como os programas de andlise numérica necessita-
vam. Uma exemplo disto € o caso da anélise de modelos sdlidos. Tais modelos sdo analisados
utilizando representagdes tridimensionais como NURBS trivariadas. Entretanto, as ferramentas
CAD comumente representam solidos através de representacdes de superficies, como a Boun-
dary representation (B-rep), onde apenas as fronteiras do modelo sdo representadas. Os siste-
mas CAD também podem representar solidos utilizando o Constructive Solid Modeling (CSG),
que representa solidos complexos através de operagdes Booleanas de primitivas simples. Em
ambos os casos, o sistema CAD ndo fornece diretamente a descricdo geométrica utilizada pelos
analisadores numéricos.

Neste sentido, existe um problema de parametrizacdo de superficie-para-volume que vem
sendo abordado em diversos trabalhos. E importante notar que o mesmo problema também
existe no caso de andlise por elementos finitos, onde sdo aplicados técnicas de geracdo de malhas
a fim de gerar um modelo sélido aproximado. O diferencial com relacdo a andlise isogeométrica
€ que neste caso se busca manter a geometria exata em todo o processo. Segundo Engvall &
Evans (2016) o problema € posto da seguinte forma: Dada uma superficie NURBS ou T-Spline
pelo sistema CAD, deseja-se gerar automaticamente um volume correspondente de forma que:

e A parametrizacdo represente a geometria de forma exata;
e A parametrizacdo seja adequada para analise numérica;

e A parametrizacdo seja definida por polindmios definidos por trechos ou bases racionais
que satisfacam independéncia linear, parti¢cdo da unidade, positividade e continuidade de
alta ordem.

Em geral, existem trabalhos abordando este problema de duas formas: Geracdo de uma T-Spline
volumétrica (Liu et al., 2013); ou geracdo de volumes compostos por triangulos e tetraedros
Bernstein-Bézier (Jaxon & Qian, 2014; Engvall & Evans, 2016).
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Outro problema existente ¢ na consideracdo de modelos com furos (trimmed surfaces).
Uma forma de tratar modelos de superficies com furos é considerar curvas trimmed, tais cur-
vas sdo definidas no espago paramétrico da superficie, de modo que que regido paramétrica
contida na curva é desconsiderada na avaliacao da superficie. Como os programas de anélise
isogeométrica convencionais ndo sao capazes de considerar este tipo de abordagem, modelos
equivalentes considerando multiplos patches podem ser utilizados para representar 0 mesmo
modelo. Entretanto esta abordagem ndo permite uma ficil conversao do modelo representado
pelo sistema CAD para um utilizado pelo analisador numérico. Existem alguns trabalhos abor-
dando modelos com furos (Kim et al., 2009; Nagy & Benson, 2015).

Assim, existe grande interesse em desenvolver técnicas de geracdo de malhas adequadas
para modelos isogeométricos. As abordagens utilizando tridngulos e tetraedros de Bézier raci-
onais permitem tratar os problemas citados através da geracao malhas nao estruturadas. Con-
tudo, estd fora do escopo deste trabalho abordar diretamente os aspectos referentes a geragao
de malhas isogeométricas. O foco maior se da na formulagdo e verificacdo de um analisador
isogeométrico.

Portanto, neste trabalho sao discutidas as formula¢des necessdarias para utilizagao de tridngu-
los de Bézier racionais na andlise de problemas planos. A formulacdo isogeométrica foi imple-
mentada em um software académico de Elementos Finitos, de modo a aproveitar toda a estru-
tura do programa. A implementacdo da AIG possui muitos aspectos semelhantes a do Método
dos Elementos Finitos. Por outro lado a maior diferenca entre ambos os métodos reside na
avaliacdo das funcdes de forma e suas derivadas. Dois exemplos sdo utilizados para verificacdo
da implementagao realizada, sendo que um destes possui geometria complexa com furos.

O contetido deste trabalho esta dividido da seguinte forma: no Item 2, realiza-se uma re-
visdo bibliografica de superficies de Bézier triangular, abordando os aspectos relevantes que
sdo utilizados na formulacdo da AIG; no Item 3, € discutido a formulacdo isogeométrica con-
siderada neste trabalho; no Item 4, aborda-se dois exemplos numéricos de estado plano de
tensdo, que sao solucionados através da AIG e verificados com solucdes analiticas e resultados
numeéricos de Elementos Finitos. Finalmente, as conclusdes sdo tratadas no Item 5.

2 Triangulos de Bézier

Os tridngulos de Bézier sdo superficies bivariadas diferente das superficies de Bézier cons-
truidas por produto tensorial. Nos tridngulos de Bézier, a malha de controle é definida por uma
estrutura triangular, como ilustrado na Figura 1.

Os pontos da superficie sao avaliados em funcdo de coordenadas baricéntricas A = \q, Ao,
A3. Por exemplo, considerando o Tridngulo de Bézier dado pela Figura 1, os pontos 7(1, 0, 0),
T(0,1,0), T(0,0,1) sio pontos de controle extremos em cor preta. E importante notar que as
arestas curvas do triangulo de Bézier definem curvas de Bézier, logo seus pontos de controle
extremo sao interpoladores. Cada ponto de controle possui trés indices ndo negativos no qual
sua soma € igual ao grau da superficie considerada. Logo para um ponto b;;;, os indices ¢, j, k
sdo tais que ¢+ j +k = p, onde p é o grau da superficie. Uma notacdo utilizada por Farin (2002)
abrevia o termo 14, j, k para i, e a condi¢do i + j + k = p para |i| = p. Também séo utilizadas
as abreviagdes e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) e 0 = (0,0, 0). Assim, o nimero de
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Figura 1: Triangulo de Bézier Cubico. (fonte: Modificado de Farin (2002))

pontos de controle N, para uma dada superficie de grau p € dada por:

p+1)(p+2
Ncp = ( >2( ) (1)
Uma maneira eficiente de avaliar um triangulo de Bézier € utilizar o algoritmo de de Cas-

teljau. O algoritmo funciona pela aplicacdo repetida da formula recursiva dada por:
B (A) = Mbier (A) + A2bi e (A) + Asbi ez () 2

onde bY(A\) = b;. Considerando uma superficie de grau p, o ponto de coordenada baricéntrica
A € calculado por b () na expressao recursiva.

Uma maneira alternativa de avaliacdo da superficie € utilizando os polindmios de Bernstein
bivariados (BY}), por:

T(A) =Y bBI(A) 3)
lil=p

Neste equacgdo, o somatdério € definido ao longo de todos os indices i possiveis para o grau p,
o ndmero total de indices € dado pela Eq. (1). Pode-se definir indices tnicos para cada indice
triplo ¢, j, k, como ilustrado na Figura 2. Tais indices sdo definidos priorizando as variacdes
dos indices £, j e i, respectivamente, € atribuindo a primeiro posi¢do ao ponto b; = b, o (0
mais a direita). De fato, a numerag@o dos pontos de controle € arbitréria, entretanto ao utilizar
a numeragao proposta é possivel converter o indice triplo (i, j, k) para o indice tnico [ por:

l=p—i—j+1+(p—i+t1)(p—1)/2 )
e seja [ o indice unico de ¢, 7, k, os indices triplos (5, 7, /;:) de [ 4 1 sdo obtidos por:

=1 —1, 5:]9—2', l%zO, se j for nulo,
- (%)

=1, j =j—14, k=k+1, casocontrario.

SR> S

Deste modo, pode-se alocar as bases em um vetor de tamanho N, e avaliar a superficie pela
expressio:

Nep

T(A) =) bBI(A) (6)
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Figura 2: Indices com uma componante para os triangulos de Bézier.

Os polindmios bivariados de Bernstein sdo definidos por:

P _ p i \J
Bf(A) = ikl XL AE (7)
Tais polindmios também podem ser avaliados pela equagdo recursiva:
BY(A) = MB{"y(N) + MBI gp(X) + AsBY 5(N); il =p (8)

para aplica¢do desta equacdo, B} (A) = 0 se algum dos indices for negativo (7,7, k < 0) e
BJ(X\) = 1. Vale ressaltar que ao contrario da Equagdo (7), a Equagdo (8) permite avaliar
as bases de forma numericamente estavel. Também pode ser utilizada programagao dinamica
para avaliacdo eficiente de todas as bases. O algoritmo consiste avaliar todos os polindmios de
grau d, com d = 0 até d = p, de modo que as bases intermedidrias ndo sdo avaliadas mais de
uma vez. O algoritmo € apresentado na Figura 3, nele a rotina Incrementar é responsavel por
incrementar os indices triplos pela equacdao Equagao (5).

Os polindmios de Bernstein bivariados possuem as seguintes propriedades:
e Indepedéncia linear;

e Nao-negatividade: B} () > 0;

Particdo da unidade: > ;_ 0By (A) =1

Simetria;

Controle pseudo-local: Se um ponto de controle for movido, entdo as mudancas da forma
da representacao ocorrecdo de forma dominante na vizinhaca do ponto movido.

A primeira derivada parcial dos polindmio de Bernstein bivariados em relacdo a £ € obtida
por:

Simplificando e colocando p em evidéncia, obtemos:

aB? - (((p_l)' fz—ln](l_g_n)k_ (p

— )1

(A = € (1— ¢ - 77)"“_1)

¢ i— 1)1k iyl (k —1)!
Pode-se verificar que o termo - p ,1)%, -l (1 - € —n)k = B ell k 1), Enp(l—¢—
)"~ = BP~! . Substituindo, obtemos
0
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Entrada: Coordenadas barycentricas (A1, A2, A3); Grau do tridngulo de Bézier p.
Saida : Polindmios de Bernstein bivariados B armazenados no vetor b.

b(l) =aux(1)=1.0; // Caso p = 0.

para d = [ até p faca

i1=d,j=k=0;
// Avalia as bases em d em funcdo das bases d - 1.
paral =] até N, faca
Incrementar(ij,k); // Eq. (5)
id=p—i—j+1+(d—i+1)(d—14)/2;// Eq. (4)
b(l) =0;

se i # ( entao

| b(l)=b(l) + A1 aux(id);
fim
se j # 0 entao

| b(l)=b() + Ay aux(id);
fim
se k # 0 entao

| b(l) =b(l) + A3 aux(id);
fim

fim
// Atualiza o vetor auxiliar.
paral =] até N, faca
| aux(l) = b(D);
fim

fim

Figura 3: Algoritmo para calculo dos polinomios de Bernstein bivariados.
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De modo andlogo, a primeira derivada parcial em relacao a n é dada por:

0 _ _

gy BTN =p (B, = B (10)
Logo, as derivadas parciais podem ser calculadas utilizando a Equacdo (8) para avaliar os po-
lindbmios BY ~! e em seguida todas as derivadas parciais.

2.1 Bases racionais

A versao racional do triangulo de Bézier pode ser obtida considerando pesos em cada ponto
de controle, de modo andlogo ao que € feito em representacdes de Bézier racionais e NURBS.
Assim, a base Bernstein bivariada racional é definida por:

BY(X) w;

RP(A) = (11
Z|i|=p B?(A) Wy
e o tridngulo de Bézier racional € obtido por:
T(A) =D bRI(N) (12)

li|=p

Os tridngulo de Bézier racionais sdo importantes pois permitem representar quadricas de
exatamente, como por exemplo um octante de uma esfera ilustrado na Figura 4. Pode-se notar
que as arestas curvas do octante sdo quartos de circunferéncia definidas por curvas de Bézier
racionais quadréticas.

b()ll
@

b002

bl 00

Figura 4: Octante de uma esfera representado por um triangulo de Bézier racional quadratico. (fonte:
(Farin, 2002))

As derivadas parciais das bases racionais sdo avaliadas utilizando a regra de derivacdo do
quociente:

) 0
o W(A) a_éBiD()‘) - a_gw()‘) B{(A)
pg i) = )

) ) (1)
] WO BN — W) BV
a—Rf()\) = W d WQ()\)U

n
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onde W € a funcao peso, dada por:
W) = BN w (14)
li|=p

as derivadas parciais da fung¢do peso podem ser avaliadas por:

9 9
—WI(A\) = —BP(X\) w;

03 ) ii=p 9§ H(A)w as)
Twiny =3 LBy,

on |i|:pa77 !

E importante notar que as derivadas parciais sdo necessdrias para avaliacdo da matriz de
rigidez dos elementos isogeométricos que sao utilizados neste trabalho.

3 FORMULACAO ISOGEOMETRICA

O Método dos Elementos Finitos (MEF) € o método mais utilizado atualmente para andlise
de solidos e estruturas. No MEEF, a estrutura é dividida em um conjunto de elementos conecta-
dos através de nds. Os deslocamentos no interior de cada elemento sao interpolados a partir dos
deslocamentos de seus nés utilizando polindmios. As equacdes de equilibrio da estrutura sdao
obtidas utilizando principios variacionais (trabalho virtual ou energia potencial) ou Métodos
de Residuos Ponderados (e.g. Galerkin). Na formulacdo isoparamétrica do MEF, a geometria
dos elementos é descrita pelas mesmas funcdes utilizadas para aproximar os deslocamentos.
Esta formulacao € largamente utilizada, pois garante que as condi¢Oes necessdrias para a con-
vergéncia do MEF para a solugdo exata do problema sejam automaticamente satisfeitas (Cook
et al., 2002).

A Anilise Isogeométrica (AIG) utiliza a mesma ideia da formulacdo isoparamétrica do
MEEF, mas neste caso a sequéncia € invertida: os deslocamentos no interior do s6lido sdo apro-
ximados utilizando as mesmas funcdes utilizadas para definir a geometria do sélido (e.g. B-
Splines e NURBS). Desta forma, consegue-se representar de forma exata a geometria do mo-
delo e manter a garantia de convergéncia para a solu¢ao do problema.

Utilizando os conceitos de modelagem geométrica discutidos no Item 2 e considerando
modelos planos, a geometria da estrutura € escrita como:

np np
=) Rata, Y= Rata (16)
a=1 a=1

onde np € o nimero de pontos de controle que definem a geometria do sélido, 1, sdo as funcdes
base utilizadas e x,, y, sdo as coordenadas dos pontos de controle. Neste trabalho, as funcdes
base utilizadas sdo as bases racionais dos triangulos de Bézier, discutidas no Item 2.1.

Na Anélise Isogeométrica, os deslocamentos no interior do sélido (u, v) sdo aproximados
com as mesmas fungdes base utilizadas para descrever a geometria do sélido:

np np
u:ZRaua, U:ZRava 17
a=1 a=1
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onde u,, v, sdo os deslocamentos dos pontos de controle do so6lido. Estas equacdes podem ser
escritas de forma matricial como

u "’ 'R, O Uq P
= => => N,u,=Nu (18)
v =1 | 0 R, Vg a=1

onde u € o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos dos pontos de controle)
e a matriz N € dada por

N=[N, Ny .. Ny (19)

Desta forma, a matriz de aproximacdo dos deslocamentos N € formada por uma série de sub-
matrizes correspondentes a cada ponto de controle.

E importante notar que diferente do MEF, nem todos os pontos de controle pertencem ao
s6lido. Assim, seus deslocamentos ndo possuem um sentido fisico claro, como ocorrem com o0s
deslocamentos nodais, que correspondem aos deslocamentos de pontos do sélido. Desta forma,
a AIG tem caracteristicas similares as do Método de Rayleigh-Ritz.

3.1 Deformacoes

Considerando que os deslocamentos sao pequenos, as deformacdes podem ser calculadas
como

Ex U Ra T 0
y np > UZ
e=|e | =| v, |=D2]0 Ruy =Bu (20)
a=1 (5
790y u,y + U,l‘ Ra,y Ra,x

E importante notar que a matriz deformagio-deslocamento (B) tem o mesmo padrdo da matriz
N mostrada na Eq. (19).

As fungdes base R, sdo definidas em funcdo das coordenadas paramétricas (&, 7), mas para
calcular a matriz deformacgdo-deslocamento é necessario calcular as derivadas destas funcdes
em relacdo as coordenadas cartesianas (x,y). Assim, como na formulagdo isoparamétrica do
MEF (Cook et al., 2002), na AIG estas derivadas podem ser calculadas utilizando a matriz
Jacobiana (J):

J— Z Ra,§ Lq Z Ra,{ Ya = Ra,a} _ Jil Ra,ﬁ (21)

Z Ra,n Lq Z Ra,n Ya Ra,y Raﬂ?

As derivadas R, ¢ € R, sdo calculadas utilizando as Equagoes (13) e (15).

3.2 Equacoes de Equilibrio

As equacdes de equilibrio do so6lido na AIG podem ser obtidas a partir do Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV). De acordo com o PTV, o equilibrio ocorre quando o trabalho virtual

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



ANALISE ISOGEOMETRICA UTILIZANDO TRIANGULOS DE BEZIER

interno (6U) € igual ao trabalho virtual externo (0W,,;), qualquer que seja o campo de desloca-
mentos virtuais du, desde que este seja pequeno e obedega as condi¢des de contorno essenciais
do problema (Cook et al., 2002). Matematicamente:

U = Wy = /66TadV:/5ﬁdeV+/6ﬁquS+Z(5ﬁJTFj (22)
Vv 1% S

onde de € o vetor de deformagdes virtuais, o € o vetor das tensdes, b s@o as forcas de corpo, q
sdo as forgas de superficie e F; sdo as cargas concentradas atuantes no corpo.

Os deslocamentos da estrutura (11) sdo calculados pelos deslocamentos dos pontos de con-
trole (u) por:

ii=Nu (23)

Utilizando a Eq. (20) e considerando apenas pequenos deslocamentos, as deformagdes virtuais
sdo dadas por:

0e = Bdu (24)
Assim, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:
oU = / delodV = 5uT/ BTodV = éulg (25)
1% 1%
onde o vetor das forcas internas da estrutura (g) é dado por

g = / B0 dV (26)
14

Utilizando a Eq. (19), o trabalho virtual externo pode ser escrito como:

5Wext == (511T/

NTbaV + su” / N"qdS +6u" Y N F; = ou'f (27)
\%4 S

Portanto, o vetor das cargas externas (f) € dado por
f:/NdeV+/NquS+ZNjTFj (28)
1% s

Nesta expressdo, a matriz IN; corresponde a matriz N da Eq. (19) avaliada no ponto de aplicagio
da forga j.

As equacdes de equilibrio do modelo discreto sdo obtidas substituindo as Eq. (25) e (27)
na expressdo do trabalho virtual:

U =Weyy = ou'g=ou’f (29)

Como os deslocamentos virtuais du sdo arbitrarios, as equagdes de equilibrio da AIG sdo dadas
por

g—f (30)
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Neste trabalho, considera-se que o material tem um comportamento eldstico linear:
o=Ce 31)

onde C é a matriz constitutiva eldstica. No caso de materiais lineares, esta matriz € constante
e depende apenas das propriedades do material. Substituindo a relacdo tensdo-deformacio a
expressao do vetor de forcas internas e utilizando a Eq. (20) , pode-se escrever:

g:/BTJdV:/BTCedV:/BTCBqu:Ku (32)
\% \% \%

onde a matriz de rigidez da estrutura é dada por:
K = / B CBdV (33)
1%

Vale ressaltar que a integracdo utilizada para avaliar tanto a matriz de rigidez do elemento, bem
como os vetores de forcas internas e externas, € a quadratura de gauss tradicional utilizada em
dominio triangular.

Finalmente, substituindo a relacdo g = K u na Eq. (30), podemos escrever as equagdes de
equilibrio como:

Ku=f (34)

A solugdo da Eq. (34) permite a determinacdo dos graus de liberdade do problema (u),
que correspondem aos deslocamentos dos pontos de controle do modelo. Apds o cédlculo do
vetor de deslocamentos u, as deformacdes sdo calculadas utilizando a Eq. (20) e as tensdes sao
calculadas utilizando a Eq. (31), completando a solucdo do problema de andlise de tensdes em
sOlidos.

3.3 Elemento Isogeométrico

O elemento isogeométrico de Bézier triangular racional utiliza uma representacao de trian-
gulo de Bézier racional como forma aproximada do modelo. A incidéncia dos pontos de con-

trole é a mesma utilizada para avaliar os indices Unicos da representacdo, como mostra a Figura
5.

A
@ @
b003 b102 b201 b300

Figura 5: Sistema local do elemento triangular de Bézier.

Nas formulacdes isogeométricas tradicionais descritas por NURBS, cada parch possui uma
conjunto de elementos definidos pelo niimero de knot spans. Elementos de mesmo patch podem
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possuir continuidades maiores que C°. Os refinamentos no modelo sdo obtidos através dos
algoritmos classicos de Knot Insertion e Degree Elevation (Piegl & Tiller, 1997). Além dos
refinamentos p e h presentes em elementos finitos, tal abordagem também possui o refinamento
k. Neste refinamento, além de aumentar o grau do elemento e nimero de elementos, ocorre
também o aumento da continuidade entre elementos (Hughes et al., 2005).

Por outro lado, os elementos de Bézier triangular desenvolvidos neste trabalho possuem
apenas um knot span, assim cada patch de Bézier define um tnico elemento isogeométrico com
continuidade C° nas fronteiras. Refinamentos p e /1 também podem ser realizados através de
algoritmos de subdivisdo e elevacdo de grau (Farin, 2002).

Apesar da abordagem utilizada neste trabalho ndo garantir continuidades elevadas entre os
elementos isogeométricos, a descricao exata da geometria € mantida. Além disto, tal abordagem
permite aplicar de forma facilitada a geracdo de malha isogeométrica aproveitando os algorit-
mos de geragdo de malha tradicionais desenvolvidos para o MEF (Engvall & Evans, 2016).
Assim, os elementos isogeométricos de Bézier tém maior semelhanca com os elementos finitos
tradicionais.

A formulacdo isogeométrica apresentada foi implementada no software académico de Ele-
mentos Finitos FAST (Barroso, 2015), desenvolvido em linguagem de programacao C++ e uti-
lizando o paradigma de Programacao Orientada a Objetos (POO).

3.4 Poés-processamento

O poés-processamento da andlise isogeométrica requer que um pds-processador adaptado a
andlise isogemétrica seja utilizado. Entretanto, uma forma de aproveitar um programa de pos-
processamento utilizado no MEF ¢€ gerar, para o modelo isogeométrico, uma malha ficticia de
elementos finitos.

No presente trabalho, cada elemento triangular de Bézier racional gera um elemento fi-
nito equivalente T6. As coordenadas nodais dos elementos ficticios sdo os pontos avaliados
pela superficie de Bézier nas coordenadas paramétrica correspondente de cada n6 do elemento
T6, como ilustrado na Figura 6. Por exemplo, o n6 3 é obtido pela avaliacdo da coordenada
paramétrica{ = len = 0.

ns
Evaluate ng )
@
by bs by b i i s

Figura 6: Pontos de controle e nés ficticios de um tridngulo de Bézier ciibico e do elemento T6 equivalente
para poés-processamento.

Os resultados de deslocamentos dos nods ficticios sao avaliados considerando os desloca-
mentos obtidos nos pontos de controle, por:

0 = FvalSur fPnt(§,n,x +u) — FvalSur f Pnt(&,n, x) (35)
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onde ¢ é o deslocamento nodal calculado, EvalSurfPnt € uma rotina que avalia as coordenadas
cartesianas de um ponto de uma superficie de Bézier triangular, £ e 1 sdo as coordenadas pa-
ramétricas correspondentes ao no ficticio, x € o vetor de coordenadas dos pontos de controle da
superficie e u € o vetor de deslocamentos dos pontos de controle obtidos na analise numérica.
As tensdes nodais sao avaliadas nas coordenadas paramétricas correspondentes aos nos ficticios.
Vale lembrar que este processo independe do grau ou nimero de pontos de controle do elemento
1sogeométrico.

4 EXEMPLOS NUMERICOS

Esta secdo mostra exemplos de aplicagdo do elemento isogeométrico formulado neste tra-
balho. As aplicacOes consistem em problemas de andlise estdtica e linear. As malhas iso-
geométricas triangulares foram obtidas através do programa TriGA (Engvall, 2015), que con-
siste em um gerador de malhas ndo estruturadas isogeométricas triangulares. O gerador recebe
como entrada as fronteiras do modelo descritas através de curvas NURBS, gerando elementos
de Bézier triangulares cubicos. Uma descricao mais detalhada do processo de geracao de malha
utilizado pode ser encontrado em Engvall & Evans (2016).

4.1 Cilindro espesso submetido a pressao interna

O primeiro exemplo trata da andlise linear de um cilindro espesso submetido a pressao
interna, considerando modelo 2D de estado plano de tensdes. A Figura 7 mostra os dados
utilizados no exemplo.

R,=020m

R,=035m

t =1.00m

E =10° N/m?

v =0.2 ’
p =10 N/m? ’

H//

7

Figura 7: Descricao do Exemplo 4.1.

A solucgdo analitica deste problema (Solucdo de Lamé) é dada em coordenadas polares por:

") (1—1/ R? +1—|—V R?R?
u(r) = r
E R-R T E (R-R)r

>p r € Ry, R.] (36)
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R? — 1) R?
1) = b (e G

vy

(4
onde u(r) é o deslocamento radial, R; é o raio interno do cilindro, R, é o raio externo do
cilindro, o, € a tensdo radial e oy € a tensdo circunferencial.

O problema € solucionado através da Analise Isogeométrica utilizando elementos triangu-
lares de Bézier racional cubicos. Duas malhas foram obtidas utilizando o gerador de malhas
TriGA, que sdo ilustradas na Figura 8.

Figura 8: Malhas isogeométricas consideradas no Exemplo 1.

A integracdo numérica foi realizada considerando 7 pontos de integracao de quadratura tri-
angular completa. Neste trabalho, a quadratura completa é aquela capaz de integrar exatamente
o polindmio de maior grau que aparece na matriz de rigidez de um elemento ndo distorcido
(Jacobiano constante). Os elementos triangulares cubicos utilizados requerem uma integracao
quartica, e os 7 pontos sdo suficientes para integrar polinomios quinticos (Zienkiewicz et al.,
2005). Vale lembrar que pelo fato dos elementos tratados neste trabalho serem racionais ndo €
garantido que uma quadratura completa seja suficiente para uma integracao exata. Apesar disto,
foram obtidos bons resultados utilizando tal quadratura de integragao.

A Tabela 1 mostra os resultados obtidos considerando o ponto de raio igual a 0.275 (na
metade do cilindro). Os resultados apresentam excelente semelhanca com a solu¢do analitica
do problema.

Tabela 1: Resultados obtidos do Exemplo 1 considerando r=0.275.

Analitico Malhal Erro(%) Malha2  Erro (%)

u 3,6584e-5 3,6587e-5 0,008  3,6584e-5 0,000
or  -3,0053 -2,9710 -1,140 -2,9997 -0,183
op  -12,702 -12,678 -0,192 -12,701 -0,007
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4.2 Parte Mecanica

O segundo exemplo deste trabalho trata de uma parte mecanica submetida a tracao, consi-
derando um modelo de estado plano de tensdo. A Figura 9 ilustra a geometria, carregamentos e
condig¢des de contorno do problema. Este exemplo é baseado em um dos exemplos encontrados
em Zienkiewicz et al. (2005), no capitulo Adaptive finite element refinement.

>
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Figura 9: Geometria da parte mecanica.

O moddulo de elasticidade E considerado € 1000, o coeficiente de Poisson € 0.3, € a es-
pessura considerada na andlise tem valor unitario. As malhas consideradas neste exemplo sao
ilustradas na Figura 10. A integracdo dos elementos € realizada com a mesma quadratura do
exemplo anterior.

Figura 10: Malhas isogeométricas consideradas no Exemplo 2.

O problema também foi analisado utilizando o Método dos Elementos Finitos pelo pro-
grama comercial Abaqus/CAE 6.9, considerando elementos triangulares de 6 nés CPS6M. As
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malhas de elementos finitos utilizadas foram geradas pelo programa e estdo ilustradas na Figura
11.

Figura 11: Malhas de elementos finitos geradas no software Abaqus.

A Tabela 2 mostra os resultados obtidos nas andlises realizadas. Neles sdo mostrados os
deslocamentos médximos u € v, que sdo verificados no ponto A mostrado na Figura 9. Também
sdo mostrados as tensdes o, no ponto B situado na parte de cima do segundo furo circular, mos-
trado na Figura 9. As Figuras 12 e 13 mostram, respectivamente, os campos de deslocamentos
u e v obtidos na segunda malha isogeométrica considerada.

Tabela 2: Resultados obtidos no Exemplo 2.

Malha Nimero PC/N6s Numero de Elem. U v Ox
AIG Malha 1 3608 755 6,1232e-2  -2,5114e-2 3,0539
AIG Malha 2 14013 3020 6,1281e-2 -2,5161le-2 3,0472

Abaqus M1 3150 1497 6,1080e-2 -2,5070e-2 2,9840
Abaqus M2 7163 3462 6,1200e-2 -2,5140e-2 3,0081

+6,128e-02
45,5030-02
+4,87%-02
+4,254e-02
+3,629e-02
+3,004e-02
+2,380e-02
+1,755e-02
+1,130e-02
+5,0530-03
-1,195e-03
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Figura 12: Resultados de deslocamento u para segunda malha (AIG), geometria deformada com escala de
1:50.
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+5,080e-04
-2,05%-03
-4,626e-03
-7,193e-03
-9,760e-03
-1,233e-02
-1,489-02
-1,746e-02
-2,003e-02
-2,259-02
-2,516e-02
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Figura 13: Resultados de deslocamento v para segunda malha (AIG), geometria deformada com escala de
1:50.

Os resultados obtidos mostraram grande concordancia entre as respostas obtidas da analise
isogeométrica formulada neste trabalho com as respostas obtidas via elementos finitos.

5 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou a formulagdo e aplicacdo da Andlise Isogeométrica utilizando
triangulos de Bézier racionais para problemas de estado plano de tensdo. Os resultados mostra-
ram que uma correta implementacgao foi realizada.

A utilizacdo de triangulos de Bézier juntamente com um gerador de malhas isogeométricas
nao estruturadas permitiu analisar modelos complexos com furos, considerando geometria exata.
E importante ressaltar que a formulagio e implementacdo de elementos tetraédricos de Bézier
¢ analoga a do elemento apresentado neste trabalho. Assim a mesma abordagem tratada aqui
pode ser utilizada em modelos tridimensionais.

Também é importante citar que a formulacdo apresentada pode ser utilizada independente
do grau considerando nos elementos triangulares, permitindo que uma adaptacao do modelo
por elevagdo de grau seja realizada de maneira mais fécil.

Outros aspectos deste tema podem ser explorados em trabalhos futuros, como a geracdo de
malhas isogeométricas de superficies para andlise de cascas, considerando inclusive modelos
com furos. Também pode ser abordado a utiliza¢ao de andlises isogeométricas adaptativas.
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