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Abstract. A Análise Isogeométrica é um método de análise numérica que utiliza as repre-
sentações presentes nos sistemas CAD (e.g. superfı́cies de Bézier e NURBS) como funções de
aproximação do campo de deslocamentos. Assim, a geometria do modelo é representada de
forma exata para qualquer discretização adotada, o que não ocorre no Método dos Elementos
Finitos. As formulações tradicionais da AIG que utilizam NURBS apresentam dificuldades na
obtenção de modelos para análise numérica através dos modelos de fronteira concebidos nos
sistemas CAD. Por outro lado, o uso de triângulos de Bézier racionais são atrativos pela pos-
sibilidade de geração de malhas não estruturadas, permitindo a obtenção eficaz de modelos de
análise. Deste modo, este trabalho discute a formulação de elementos de triângulos de Bézier
racionais para análise numérica. O elemento é implementado em um software acadêmico de
elementos finitos. Exemplos numéricos são realizados para verificação da implementação. Fo-
ram obtidos excelentes resultados, mostrando que uma correta implementação foi realizada.
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1 INTRODUÇÃO

A Análise Isogeométrica (AIG) é um recente método de análise numérica (Hughes et al.,
2005) que propõe aproximar as ferramentas de modelagem geométrica (sistemas CAD) e as fer-
ramentas de análise estrutural. O grande diferencial desta formulação está na utilização, como
funções de aproximação do campo de deslocamentos, das mesmas funções utilizadas pelos sis-
temas CAD para representação da geometria, como superfı́cies de Bézier e NURBS. O uso
destas representações é atrativo por permitir representar exatamente formas complexas, como
arcos de cı́rculo, cônicas e quádricas. Desta forma, a AIG permite que o modelo de análise
represente exatamente a geometria do problema, independente da discretização adotada para
aproximar o campo de deslocamentos. Outra vantagem da AIG consiste na facilidade de refi-
namento do modelo, através da utilização de algoritmos clássicos de refinamento da geometria
tratados no campo da Modelagem Geométrica.

Alguns trabalhos abordaram a definição de um melhor workflow em relação ao procedi-
mento de projeto e análise numérica. Os termos analysis-through-design e analysis-aware-
design (Cohen et al., 2010; Schillinger et al., 2012; Breitenberger et al., 2015) são paradig-
mas de projeto que buscam unir as etapas de modelagem da geometria do problema e análise
numérica.

Apesar da IGA ter proporcionado grande esforço para pesquisa de tais paradigmas, na
prática não se mostravam realizáveis. As ferramentas CAD utilizadas para modelagem dos pro-
blemas não forneciam a geometria na forma como os programas de análise numérica necessita-
vam. Uma exemplo disto é o caso da análise de modelos sólidos. Tais modelos são analisados
utilizando representações tridimensionais como NURBS trivariadas. Entretanto, as ferramentas
CAD comumente representam sólidos através de representações de superfı́cies, como a Boun-
dary representation (B-rep), onde apenas as fronteiras do modelo são representadas. Os siste-
mas CAD também podem representar sólidos utilizando o Constructive Solid Modeling (CSG),
que representa sólidos complexos através de operações Booleanas de primitivas simples. Em
ambos os casos, o sistema CAD não fornece diretamente a descrição geométrica utilizada pelos
analisadores numéricos.

Neste sentido, existe um problema de parametrização de superfı́cie-para-volume que vem
sendo abordado em diversos trabalhos. É importante notar que o mesmo problema também
existe no caso de análise por elementos finitos, onde são aplicados técnicas de geração de malhas
a fim de gerar um modelo sólido aproximado. O diferencial com relação à análise isogeométrica
é que neste caso se busca manter a geometria exata em todo o processo. Segundo Engvall &
Evans (2016) o problema é posto da seguinte forma: Dada uma superfı́cie NURBS ou T-Spline
pelo sistema CAD, deseja-se gerar automaticamente um volume correspondente de forma que:

• A parametrização represente a geometria de forma exata;

• A parametrização seja adequada para análise numérica;

• A parametrização seja definida por polinômios definidos por trechos ou bases racionais
que satisfaçam independência linear, partição da unidade, positividade e continuidade de
alta ordem.

Em geral, existem trabalhos abordando este problema de duas formas: Geração de uma T-Spline
volumétrica (Liu et al., 2013); ou geração de volumes compostos por triângulos e tetraedros
Bernstein-Bézier (Jaxon & Qian, 2014; Engvall & Evans, 2016).
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Outro problema existente é na consideração de modelos com furos (trimmed surfaces).
Uma forma de tratar modelos de superfı́cies com furos é considerar curvas trimmed, tais cur-
vas são definidas no espaço paramétrico da superfı́cie, de modo que que região paramétrica
contida na curva é desconsiderada na avaliação da superfı́cie. Como os programas de análise
isogeométrica convencionais não são capazes de considerar este tipo de abordagem, modelos
equivalentes considerando múltiplos patches podem ser utilizados para representar o mesmo
modelo. Entretanto esta abordagem não permite uma fácil conversão do modelo representado
pelo sistema CAD para um utilizado pelo analisador numérico. Existem alguns trabalhos abor-
dando modelos com furos (Kim et al., 2009; Nagy & Benson, 2015).

Assim, existe grande interesse em desenvolver técnicas de geração de malhas adequadas
para modelos isogeométricos. As abordagens utilizando triângulos e tetraedros de Bézier raci-
onais permitem tratar os problemas citados através da geração malhas não estruturadas. Con-
tudo, está fora do escopo deste trabalho abordar diretamente os aspectos referentes a geração
de malhas isogeométricas. O foco maior se dá na formulação e verificação de um analisador
isogeométrico.

Portanto, neste trabalho são discutidas as formulações necessárias para utilização de triângu-
los de Bézier racionais na análise de problemas planos. A formulação isogeométrica foi imple-
mentada em um software acadêmico de Elementos Finitos, de modo a aproveitar toda a estru-
tura do programa. A implementação da AIG possui muitos aspectos semelhantes à do Método
dos Elementos Finitos. Por outro lado a maior diferença entre ambos os métodos reside na
avaliação das funções de forma e suas derivadas. Dois exemplos são utilizados para verificação
da implementação realizada, sendo que um destes possui geometria complexa com furos.

O conteúdo deste trabalho está dividido da seguinte forma: no Item 2, realiza-se uma re-
visão bibliográfica de superfı́cies de Bézier triangular, abordando os aspectos relevantes que
são utilizados na formulação da AIG; no Item 3, é discutido a formulação isogeométrica con-
siderada neste trabalho; no Item 4, aborda-se dois exemplos numéricos de estado plano de
tensão, que são solucionados através da AIG e verificados com soluções analı́ticas e resultados
numéricos de Elementos Finitos. Finalmente, as conclusões são tratadas no Item 5.

2 Triângulos de Bézier

Os triângulos de Bézier são superfı́cies bivariadas diferente das superfı́cies de Bézier cons-
truı́das por produto tensorial. Nos triângulos de Bézier, a malha de controle é definida por uma
estrutura triangular, como ilustrado na Figura 1.

Os pontos da superfı́cie são avaliados em função de coordenadas baricêntricas λ = λ1, λ2,
λ3. Por exemplo, considerando o Triângulo de Bézier dado pela Figura 1, os pontos T (1, 0, 0),
T (0, 1, 0), T (0, 0, 1) são pontos de controle extremos em cor preta. É importante notar que as
arestas curvas do triângulo de Bézier definem curvas de Bézier, logo seus pontos de controle
extremo são interpoladores. Cada ponto de controle possui três ı́ndices não negativos no qual
sua soma é igual ao grau da superfı́cie considerada. Logo para um ponto bijk, os ı́ndices i, j, k
são tais que i+j+k = p, onde p é o grau da superfı́cie. Uma notação utilizada por Farin (2002)
abrevia o termo i, j, k para i, e a condição i + j + k = p para |i| = p. Também são utilizadas
as abreviações e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) e 0 = (0, 0, 0). Assim, o número de
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Figura 1: Triângulo de Bézier Cúbico. (fonte: Modificado de Farin (2002))

pontos de controle Ncp para uma dada superfı́cie de grau p é dada por:

Ncp =
(p+ 1)(p+ 2)

2
(1)

Uma maneira eficiente de avaliar um triângulo de Bézier é utilizar o algoritmo de de Cas-
teljau. O algoritmo funciona pela aplicação repetida da formula recursiva dada por:

bri (λ) = λ1b
r−1
i+e1(λ) + λ2b

r−1
i+e2(λ) + λ3b

r−1
i+e3(λ) (2)

onde b0i (λ) = bi. Considerando uma superfı́cie de grau p, o ponto de coordenada baricêntrica
λ é calculado por bp0(λ) na expressão recursiva.

Uma maneira alternativa de avaliação da superfı́cie é utilizando os polinômios de Bernstein
bivariados (Bp

i ), por:

T (λ) =
∑
|i|=p

biB
p
i (λ) (3)

Neste equação, o somatório é definido ao longo de todos os ı́ndices i possı́veis para o grau p,
o número total de ı́ndices é dado pela Eq. (1). Pode-se definir ı́ndices únicos para cada ı́ndice
triplo i, j, k, como ilustrado na Figura 2. Tais ı́ndices são definidos priorizando as variações
dos ı́ndices k, j e i, respectivamente, e atribuindo a primeiro posição ao ponto b1 = bp,0,0 (o
mais à direita). De fato, a numeração dos pontos de controle é arbitrária, entretanto ao utilizar
a numeração proposta é possı́vel converter o ı́ndice triplo (i, j, k) para o ı́ndice único l por:

l = p− i− j + 1 + (p− i+ 1)(p− i)/2 (4)

e seja l o ı́ndice único de i, j, k, os ı́ndices triplos (̂i, ĵ, k̂) de l + 1 são obtidos por:{
î = i− 1, ĵ = p− i, k̂ = 0, se j for nulo,
î = i, ĵ = j − i, k̂ = k + 1, caso contrário.

(5)

Deste modo, pode-se alocar as bases em um vetor de tamanho Ncp e avaliar a superfı́cie pela
expressão:

T (λ) =

Ncp∑
l=1

blB
p
l (λ) (6)
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Figura 2: Índices com uma componante para os triângulos de Bézier.

Os polinômios bivariados de Bernstein são definidos por:

Bp
i (λ) =

p!

i!j!k!
λi1 λ

j
2 λ

k
3 (7)

Tais polinômios também podem ser avaliados pela equação recursiva:

Bp
i (λ) = λ1B

p−1
i−e1(λ) + λ2B

p−1
i−e2(λ) + λ3B

p−1
i−e3(λ); |i| = p (8)

para aplicação desta equação, Bp
i (λ) = 0 se algum dos ı́ndices for negativo (i, j, k < 0) e

B0
0(λ) = 1. Vale ressaltar que ao contrário da Equação (7), a Equação (8) permite avaliar

as bases de forma numericamente estável. Também pode ser utilizada programação dinâmica
para avaliação eficiente de todas as bases. O algoritmo consiste avaliar todos os polinômios de
grau d, com d = 0 até d = p, de modo que as bases intermediárias não são avaliadas mais de
uma vez. O algoritmo é apresentado na Figura 3, nele a rotina Incrementar é responsável por
incrementar os ı́ndices triplos pela equação Equação (5).

Os polinômios de Bernstein bivariados possuem as seguintes propriedades:

• Indepedência linear;

• Não-negatividade: Bp
i (λ) ≥ 0;

• Partição da unidade:
∑
|i|=p biB

p
i (λ) = 1

• Simetria;

• Controle pseudo-local: Se um ponto de controle for movido, então as mudanças da forma
da representação ocorreção de forma dominante na vizinhaça do ponto movido.

A primeira derivada parcial dos polinômio de Bernstein bivariados em relação a ξ é obtida
por:

∂Bp
i

∂ξ
(λ) =

p!

i!j!k!
i ξi−1 ηj (1− ξ − η)k − p!

i!j!k!
ξi ηj k (1− ξ − η)k−1

Simplificando e colocando p em evidência, obtemos:

∂Bp
i

∂ξ
(λ) = p

(
(p− 1)!

(i− 1)!j!k!
ξi−1 ηj (1− ξ − η)k − (p− 1)!

i!j!(k − 1)!
ξi ηj (1− ξ − η)k−1

)
Pode-se verificar que o termo (p−1)!

(i−1)!j!k! ξ
i−1 ηj (1 − ξ − η)k = Bp−1

i−e1 , e (p−1)!
i!j!(k−1)! ξ

i ηj (1 − ξ −
η)k−1 = Bp−1

i−e3 . Substituindo, obtemos:

∂

∂ξ
Bp

i (λ) = p (Bp−1
i−e1 −B

p−1
i−e3) (9)
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Entrada: Coordenadas barycentricas (λ1, λ2, λ3); Grau do triângulo de Bézier p.
Saı́da : Polinômios de Bernstein bivariados Bp armazenados no vetor b.

b(1) = aux(1) = 1.0; // Caso p = 0.
para d = 1 até p faça

Ncp = (d+ 1)(d+ 2)/2;
i = d, j = k = 0;

// Avalia as bases em d em função das bases d - 1.
para l = 1 até Ncp faça

Incrementar(i,j,k); // Eq. (5)
id = p− i− j + 1 + (d− i+ 1)(d− i)/2; // Eq. (4)
b(l) = 0;

se i 6= 0 então
b(l) = b(l) + λ1 aux(id);

fim
se j 6= 0 então

b(l) = b(l) + λ2 aux(id);
fim
se k 6= 0 então

b(l) = b(l) + λ3 aux(id);
fim

fim
// Atualiza o vetor auxiliar.
para l = 1 até Ncp faça

aux(l) = b(l);
fim

fim

Figura 3: Algoritmo para cálculo dos polinômios de Bernstein bivariados.
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De modo análogo, a primeira derivada parcial em relação a η é dada por:
∂

∂η
Bp

i (λ) = p (Bp−1
i−e2 −B

p−1
i−e3) (10)

Logo, as derivadas parciais podem ser calculadas utilizando a Equação (8) para avaliar os po-
linômios Bp−1

i , e em seguida todas as derivadas parciais.

2.1 Bases racionais
A versão racional do triângulo de Bézier pode ser obtida considerando pesos em cada ponto

de controle, de modo análogo ao que é feito em representações de Bézier racionais e NURBS.
Assim, a base Bernstein bivariada racional é definida por:

Rp
i (λ) =

Bp
i (λ)wi∑

|i|=pB
p
i (λ)wi

(11)

e o triângulo de Bézier racional é obtido por:

T (λ) =
∑
|i|=p

biR
p
i (λ) (12)

Os triângulo de Bézier racionais são importantes pois permitem representar quádricas de
exatamente, como por exemplo um octante de uma esfera ilustrado na Figura 4. Pode-se notar
que as arestas curvas do octante são quartos de circunferência definidas por curvas de Bézier
racionais quadráticas.

Figura 4: Octante de uma esfera representado por um triângulo de Bézier racional quadrático. (fonte:
(Farin, 2002))

As derivadas parciais das bases racionais são avaliadas utilizando a regra de derivação do
quociente:

∂

∂ξ
Rp

i (λ) = wi

W (λ)
∂

∂ξ
Bp

i (λ)−
∂

∂ξ
W (λ) Bp

i (λ)

W 2(λ)

∂

∂η
Rp

i (λ) = wi

W (λ)
∂

∂η
Bp

i (λ)−
∂

∂η
W (λ) Bp

i (λ)

W 2(λ)

(13)
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onde W é a função peso, dada por:

W (λ) =
∑
|i|=p

Bp
i (λ)wi (14)

as derivadas parciais da função peso podem ser avaliadas por:

∂

∂ξ
W (λ) =

∑
|i|=p

∂

∂ξ
Bp

i (λ)wi

∂

∂η
W (λ) =

∑
|i|=p

∂

∂η
Bp

i (λ)wi

(15)

É importante notar que as derivadas parciais são necessárias para avaliação da matriz de
rigidez dos elementos isogeométricos que são utilizados neste trabalho.

3 FORMULAÇÃO ISOGEOMÉTRICA

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é o método mais utilizado atualmente para análise
de sólidos e estruturas. No MEF, a estrutura é dividida em um conjunto de elementos conecta-
dos através de nós. Os deslocamentos no interior de cada elemento são interpolados a partir dos
deslocamentos de seus nós utilizando polinômios. As equações de equilı́brio da estrutura são
obtidas utilizando princı́pios variacionais (trabalho virtual ou energia potencial) ou Métodos
de Resı́duos Ponderados (e.g. Galerkin). Na formulação isoparamétrica do MEF, a geometria
dos elementos é descrita pelas mesmas funções utilizadas para aproximar os deslocamentos.
Esta formulação é largamente utilizada, pois garante que as condições necessárias para a con-
vergência do MEF para a solução exata do problema sejam automaticamente satisfeitas (Cook
et al., 2002).

A Análise Isogeométrica (AIG) utiliza a mesma ideia da formulação isoparamétrica do
MEF, mas neste caso a sequência é invertida: os deslocamentos no interior do sólido são apro-
ximados utilizando as mesmas funções utilizadas para definir a geometria do sólido (e.g. B-
Splines e NURBS). Desta forma, consegue-se representar de forma exata a geometria do mo-
delo e manter a garantia de convergência para a solução do problema.

Utilizando os conceitos de modelagem geométrica discutidos no Item 2 e considerando
modelos planos, a geometria da estrutura é escrita como:

x =

np∑
a=1

Ra xa, y =

np∑
a=1

Ra ya (16)

onde np é o número de pontos de controle que definem a geometria do sólido,Ra são as funções
base utilizadas e xa, ya são as coordenadas dos pontos de controle. Neste trabalho, as funções
base utilizadas são as bases racionais dos triângulos de Bézier, discutidas no Item 2.1.

Na Análise Isogeométrica, os deslocamentos no interior do sólido (u, v) são aproximados
com as mesmas funções base utilizadas para descrever a geometria do sólido:

u =

np∑
a=1

Ra ua, v =

np∑
a=1

Ra va (17)
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Suzana Moreira Ávila (Editor), ABMEC, Brası́lia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



E. S. Barroso, J. B. Cavalcante Neto, C. A. Vidal, E. Parente Junior.

onde ua, va são os deslocamentos dos pontos de controle do sólido. Estas equações podem ser
escritas de forma matricial como

û =

 u

v

 =

np∑
a=1

Ra 0

0 Ra

 ua

va

 =

np∑
a=1

Na ua = Nu (18)

onde u é o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos dos pontos de controle)
e a matriz N é dada por

N =
[
N1 N2 ... Nnp

]
(19)

Desta forma, a matriz de aproximação dos deslocamentos N é formada por uma série de sub-
matrizes correspondentes a cada ponto de controle.

É importante notar que diferente do MEF, nem todos os pontos de controle pertencem ao
sólido. Assim, seus deslocamentos não possuem um sentido fı́sico claro, como ocorrem com os
deslocamentos nodais, que correspondem aos deslocamentos de pontos do sólido. Desta forma,
a AIG tem caracterı́sticas similares às do Método de Rayleigh-Ritz.

3.1 Deformações

Considerando que os deslocamentos são pequenos, as deformações podem ser calculadas
como

εεε =


εx

εy

γxy

 =


u,x

v,y

u,y + v,x

 =

np∑
a=1


Ra,x 0

0 Ra,y

Ra,y Ra,x


 ui

vi

 = Bu (20)

É importante notar que a matriz deformação-deslocamento (B) tem o mesmo padrão da matriz
N mostrada na Eq. (19).

As funções base Ra são definidas em função das coordenadas paramétricas (ξ, η), mas para
calcular a matriz deformação-deslocamento é necessário calcular as derivadas destas funções
em relação às coordenadas cartesianas (x, y). Assim, como na formulação isoparamétrica do
MEF (Cook et al., 2002), na AIG estas derivadas podem ser calculadas utilizando a matriz
Jacobiana (J):

J =

∑Ra,ξ xa
∑

Ra,ξ ya∑
Ra,η xa

∑
Ra,η ya

 ⇒

 Ra,x

Ra,y

 = J−1

 Ra,ξ

Ra,η

 (21)

As derivadas Ra,ξ e Ra,η são calculadas utilizando as Equações (13) e (15).

3.2 Equações de Equilı́brio

As equações de equilı́brio do sólido na AIG podem ser obtidas a partir do Princı́pio dos
Trabalhos Virtuais (PTV). De acordo com o PTV, o equilı́brio ocorre quando o trabalho virtual
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interno (δU ) é igual ao trabalho virtual externo (δWext), qualquer que seja o campo de desloca-
mentos virtuais δû, desde que este seja pequeno e obedeça às condições de contorno essenciais
do problema (Cook et al., 2002). Matematicamente:

δU = δWext ⇒
∫
V

δεεεTσσσ dV =

∫
V

δûT b dV +

∫
S

δûT q dS +
∑

δûTj Fj (22)

onde δεεε é o vetor de deformações virtuais, σσσ é o vetor das tensões, b são as forças de corpo, q
são as forças de superfı́cie e Fj são as cargas concentradas atuantes no corpo.

Os deslocamentos da estrutura (û) são calculados pelos deslocamentos dos pontos de con-
trole (u) por:

û = Nu (23)

Utilizando a Eq. (20) e considerando apenas pequenos deslocamentos, as deformações virtuais
são dadas por:

δεεε = B δu (24)

Assim, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:

δU =

∫
V

δεεεTσ dV = δuT
∫
V

BTσ dV = δuTg (25)

onde o vetor das forças internas da estrutura (g) é dado por

g =

∫
V

BTσ dV (26)

Utilizando a Eq. (19), o trabalho virtual externo pode ser escrito como:

δWext = δuT
∫
V

NT b dV + δuT
∫
S

NT q dS + δuT
∑

Nj
T Fj = δuT f (27)

Portanto, o vetor das cargas externas (f ) é dado por

f =

∫
V

NT b dV +

∫
S

NT q dS +
∑

Nj
T Fj (28)

Nesta expressão, a matriz Nj corresponde à matriz N da Eq. (19) avaliada no ponto de aplicação
da força j.

As equações de equilı́brio do modelo discreto são obtidas substituindo as Eq. (25) e (27)
na expressão do trabalho virtual:

δU = δWext ⇒ δuTg = δuT f (29)

Como os deslocamentos virtuais δu são arbitrários, as equações de equilı́brio da AIG são dadas
por

g = f (30)
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Neste trabalho, considera-se que o material tem um comportamento elástico linear:

σ = C εεε (31)

onde C é a matriz constitutiva elástica. No caso de materiais lineares, esta matriz é constante
e depende apenas das propriedades do material. Substituindo a relação tensão-deformação a
expressão do vetor de forças internas e utilizando a Eq. (20) , pode-se escrever:

g =

∫
V

BTσ dV =

∫
V

BTC εεε dV =

∫
V

BTCB dV u = Ku (32)

onde a matriz de rigidez da estrutura é dada por:

K =

∫
V

BTCB dV (33)

Vale ressaltar que a integração utilizada para avaliar tanto a matriz de rigidez do elemento, bem
como os vetores de forças internas e externas, é a quadratura de gauss tradicional utilizada em
domı́nio triangular.

Finalmente, substituindo a relação g = Ku na Eq. (30), podemos escrever as equações de
equilı́brio como:

Ku = f (34)

A solução da Eq. (34) permite a determinação dos graus de liberdade do problema (u),
que correspondem aos deslocamentos dos pontos de controle do modelo. Após o cálculo do
vetor de deslocamentos u, as deformações são calculadas utilizando a Eq. (20) e as tensões são
calculadas utilizando a Eq. (31), completando a solução do problema de análise de tensões em
sólidos.

3.3 Elemento Isogeométrico

O elemento isogeométrico de Bézier triangular racional utiliza uma representação de triân-
gulo de Bézier racional como forma aproximada do modelo. A incidência dos pontos de con-
trole é a mesma utilizada para avaliar os ı́ndices únicos da representação, como mostra a Figura
5.
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b8

b9 b5
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b2

b030

b300b201b102b003

b021

b012
b111

b120

b210

λ1

λ2

λ3

Figura 5: Sistema local do elemento triangular de Bézier.

Nas formulações isogeométricas tradicionais descritas por NURBS, cada patch possui uma
conjunto de elementos definidos pelo número de knot spans. Elementos de mesmo patch podem
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possuir continuidades maiores que C0. Os refinamentos no modelo são obtidos através dos
algoritmos clássicos de Knot Insertion e Degree Elevation (Piegl & Tiller, 1997). Além dos
refinamentos p e h presentes em elementos finitos, tal abordagem também possui o refinamento
k. Neste refinamento, além de aumentar o grau do elemento e número de elementos, ocorre
também o aumento da continuidade entre elementos (Hughes et al., 2005).

Por outro lado, os elementos de Bézier triangular desenvolvidos neste trabalho possuem
apenas um knot span, assim cada patch de Bézier define um único elemento isogeométrico com
continuidade C0 nas fronteiras. Refinamentos p e h também podem ser realizados através de
algoritmos de subdivisão e elevação de grau (Farin, 2002).

Apesar da abordagem utilizada neste trabalho não garantir continuidades elevadas entre os
elementos isogeométricos, a descrição exata da geometria é mantida. Além disto, tal abordagem
permite aplicar de forma facilitada a geração de malha isogeométrica aproveitando os algorit-
mos de geração de malha tradicionais desenvolvidos para o MEF (Engvall & Evans, 2016).
Assim, os elementos isogeométricos de Bézier têm maior semelhança com os elementos finitos
tradicionais.

A formulação isogeométrica apresentada foi implementada no software acadêmico de Ele-
mentos Finitos FAST (Barroso, 2015), desenvolvido em linguagem de programação C++ e uti-
lizando o paradigma de Programação Orientada a Objetos (POO).

3.4 Pós-processamento

O pós-processamento da análise isogeométrica requer que um pós-processador adaptado à
análise isogemétrica seja utilizado. Entretanto, uma forma de aproveitar um programa de pós-
processamento utilizado no MEF é gerar, para o modelo isogeométrico, uma malha fictı́cia de
elementos finitos.

No presente trabalho, cada elemento triangular de Bézier racional gera um elemento fi-
nito equivalente T6. As coordenadas nodais dos elementos fictı́cios são os pontos avaliados
pela superfı́cie de Bézier nas coordenadas paramétrica correspondente de cada nó do elemento
T6, como ilustrado na Figura 6. Por exemplo, o nó 3 é obtido pela avaliação da coordenada
paramétrica ξ = 1 e η = 0.

b7

b1b3b6b10

b8

b9 b5

b4

b2

n5

n2n1

n6 n4

n3

Evaluate

Figura 6: Pontos de controle e nós fictı́cios de um triângulo de Bézier cúbico e do elemento T6 equivalente
para pós-processamento.

Os resultados de deslocamentos dos nós fictı́cios são avaliados considerando os desloca-
mentos obtidos nos pontos de controle, por:

δ = EvalSurfPnt(ξ, η,x+ u)− EvalSurfPnt(ξ, η,x) (35)
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onde δ é o deslocamento nodal calculado, EvalSurfPnt é uma rotina que avalia as coordenadas
cartesianas de um ponto de uma superfı́cie de Bézier triangular, ξ e η são as coordenadas pa-
ramétricas correspondentes ao nó fictı́cio, x é o vetor de coordenadas dos pontos de controle da
superfı́cie e u é o vetor de deslocamentos dos pontos de controle obtidos na análise numérica.
As tensões nodais são avaliadas nas coordenadas paramétricas correspondentes aos nós fictı́cios.
Vale lembrar que este processo independe do grau ou número de pontos de controle do elemento
isogeométrico.

4 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Esta seção mostra exemplos de aplicação do elemento isogeométrico formulado neste tra-
balho. As aplicações consistem em problemas de análise estática e linear. As malhas iso-
geométricas triangulares foram obtidas através do programa TriGA (Engvall, 2015), que con-
siste em um gerador de malhas não estruturadas isogeométricas triangulares. O gerador recebe
como entrada as fronteiras do modelo descritas através de curvas NURBS, gerando elementos
de Bézier triangulares cúbicos. Uma descrição mais detalhada do processo de geração de malha
utilizado pode ser encontrado em Engvall & Evans (2016).

4.1 Cilindro espesso submetido à pressão interna

O primeiro exemplo trata da análise linear de um cilindro espesso submetido à pressão
interna, considerando modelo 2D de estado plano de tensões. A Figura 7 mostra os dados
utilizados no exemplo.

ρ

= 0.20 m Ri 

= 0.35 m Re 

= 105 N/m² E 
= 0.2ν 
= 10 N/m² ρ 

= 1.00 m t 

Figura 7: Descrição do Exemplo 4.1.

A solução analı́tica deste problema (Solução de Lamé) é dada em coordenadas polares por:

u(r) =
(1− ν

E

R2
i

R2
e −R2

i

r +
1 + ν

E

R2
iR

2
e

(R2
e −R2

i )r

)
ρ r ∈ [Ri, Re] (36)
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σr(r) = −ρ
(R2

e − r2)R2
i

(R2
e −R2

i ) r
2

(37)

σθ(r) = −ρ
(R2

e + r2)R2
i

(R2
e −R2

i ) r
2

(38)

onde u(r) é o deslocamento radial, Ri é o raio interno do cilindro, Re é o raio externo do
cilindro, σr é a tensão radial e σθ é a tensão circunferencial.

O problema é solucionado através da Análise Isogeométrica utilizando elementos triangu-
lares de Bézier racional cúbicos. Duas malhas foram obtidas utilizando o gerador de malhas
TriGA, que são ilustradas na Figura 8.

Figura 8: Malhas isogeométricas consideradas no Exemplo 1.

A integração numérica foi realizada considerando 7 pontos de integração de quadratura tri-
angular completa. Neste trabalho, a quadratura completa é aquela capaz de integrar exatamente
o polinômio de maior grau que aparece na matriz de rigidez de um elemento não distorcido
(Jacobiano constante). Os elementos triangulares cúbicos utilizados requerem uma integração
quártica, e os 7 pontos são suficientes para integrar polinômios quı́nticos (Zienkiewicz et al.,
2005). Vale lembrar que pelo fato dos elementos tratados neste trabalho serem racionais não é
garantido que uma quadratura completa seja suficiente para uma integração exata. Apesar disto,
foram obtidos bons resultados utilizando tal quadratura de integração.

A Tabela 1 mostra os resultados obtidos considerando o ponto de raio igual a 0.275 (na
metade do cilindro). Os resultados apresentam excelente semelhança com a solução analı́tica
do problema.

Tabela 1: Resultados obtidos do Exemplo 1 considerando r=0.275.

Analı́tico Malha 1 Erro(%) Malha 2 Erro (%)

u 3,6584e-5 3,6587e-5 0,008 3,6584e-5 0,000

σr -3,0053 -2,9710 -1,140 -2,9997 -0,183

σθ -12,702 -12,678 -0,192 -12,701 -0,007
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4.2 Parte Mecânica

O segundo exemplo deste trabalho trata de uma parte mecânica submetida a tração, consi-
derando um modelo de estado plano de tensão. A Figura 9 ilustra a geometria, carregamentos e
condições de contorno do problema. Este exemplo é baseado em um dos exemplos encontrados
em Zienkiewicz et al. (2005), no capı́tulo Adaptive finite element refinement.
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2

p = 138

26,5

90°R4

90
°

R4

R2,5 35
,5

17,5

11,0

13
,5R3,5

B

A

Figura 9: Geometria da parte mecânica.

O módulo de elasticidade E considerado é 1000, o coeficiente de Poisson é 0.3, e a es-
pessura considerada na análise tem valor unitário. As malhas consideradas neste exemplo são
ilustradas na Figura 10. A integração dos elementos é realizada com a mesma quadratura do
exemplo anterior.

Figura 10: Malhas isogeométricas consideradas no Exemplo 2.

O problema também foi analisado utilizando o Método dos Elementos Finitos pelo pro-
grama comercial Abaqus/CAE 6.9, considerando elementos triangulares de 6 nós CPS6M. As
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malhas de elementos finitos utilizadas foram geradas pelo programa e estão ilustradas na Figura
11.

Figura 11: Malhas de elementos finitos geradas no software Abaqus.

A Tabela 2 mostra os resultados obtidos nas análises realizadas. Neles são mostrados os
deslocamentos máximos u e v, que são verificados no ponto A mostrado na Figura 9. Também
são mostrados as tensões σx no ponto B situado na parte de cima do segundo furo circular, mos-
trado na Figura 9. As Figuras 12 e 13 mostram, respectivamente, os campos de deslocamentos
u e v obtidos na segunda malha isogeométrica considerada.

Tabela 2: Resultados obtidos no Exemplo 2.

Malha Número PC/Nós Número de Elem. u v σx

AIG Malha 1 3608 755 6,1232e-2 -2,5114e-2 3,0539

AIG Malha 2 14013 3020 6,1281e-2 -2,5161e-2 3,0472

Abaqus M1 3150 1497 6,1080e-2 -2,5070e-2 2,9840

Abaqus M2 7163 3462 6,1200e-2 -2,5140e-2 3,0081

Figura 12: Resultados de deslocamento u para segunda malha (AIG), geometria deformada com escala de
1:50.
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Figura 13: Resultados de deslocamento v para segunda malha (AIG), geometria deformada com escala de
1:50.

Os resultados obtidos mostraram grande concordância entre as respostas obtidas da análise
isogeométrica formulada neste trabalho com as respostas obtidas via elementos finitos.

5 CONCLUSÃO

Este trabalho apresentou a formulação e aplicação da Análise Isogeométrica utilizando
triângulos de Bézier racionais para problemas de estado plano de tensão. Os resultados mostra-
ram que uma correta implementação foi realizada.

A utilização de triângulos de Bézier juntamente com um gerador de malhas isogeométricas
não estruturadas permitiu analisar modelos complexos com furos, considerando geometria exata.
É importante ressaltar que a formulação e implementação de elementos tetraédricos de Bézier
é análoga a do elemento apresentado neste trabalho. Assim a mesma abordagem tratada aqui
pode ser utilizada em modelos tridimensionais.

Também é importante citar que a formulação apresentada pode ser utilizada independente
do grau considerando nos elementos triangulares, permitindo que uma adaptação do modelo
por elevação de grau seja realizada de maneira mais fácil.

Outros aspectos deste tema podem ser explorados em trabalhos futuros, como a geração de
malhas isogeométricas de superfı́cies para análise de cascas, considerando inclusive modelos
com furos. Também pode ser abordado a utilização de análises isogeométricas adaptativas.
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