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Resumo. Este artigo tem como objetivo apresentar uma formula¢do ndo convencional do
método dos elementos finitos (MEF). O método dos elementos finitos generalizados (MEFG)
foi formulado a fim de melhorar a aproximacao dos problemas de valor de contorno com
solucdes descontinuas devido a diferentes interfaces de materiais. Foi apresentado uma
técnica levando em consideragdo a interface do material em compdsitos sem a
correspondéncia da malha de elementos finitos com o contorno dos diferentes materiais nos
membros estruturais: chapas com dois materiais e compositos heterogéneos (matriz e
inclus@es). Os resultados foram comparados com solu¢des simuladas pelo MEF, mostrando a
eficiéncia do método e modelo proposto. A estratégia demonstrou potencial para resolver
problemas com gradiente descontinuo causado pela interface material.
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Método dos elementos finitos generalizados com enriquecimento de interface para materiais compdsitos

1 INTRODUCAO

Métodos ndo convencionais vém sendo cada vez mais difundidos para resolucdo de
problemas especificos e complexos da mecénica computacional. Dentre esses métodos
destaca-se 0 Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). O MEFG foi proposto
inicialmente sob as denominagdes Método dos Elementos Finitos Especiais; e Método dos
Elementos Finitos Particdo da Unidade (Babuska et al., 1994; Melenk e Babuska, 1996;
Babuska e Melenk, 1997). Uma estratégia similar foi também proposta sob as denominacdes
Nuvens hp e Método dos Elementos Finitos baseado nas Nuvens hp (Duarte e Oden, 1995;
Duarte e Oden, 1996; Oden et al., 1998). Outra abordagem foi proposta por Belytschko e
Black (1999) e Modes et al. (1999) com a denominacdo de Método dos Elementos Finitos
Estendido. O MEFG combina os conceitos dos métodos sem malha, quanto a utilizagdo de
funcBes enriquecedoras, com as fungdes de aproximacao tradicionais do MEF definidas nos
nos (Babuska et al., 1994). O método trabalha com diversas familias de fungdes de
enriquecimento, citando-se: 0s enriquecimentos polinomiais, singulares, descontinuos e de
interface que visam melhorar a qualidade da aproximacao e também flexibilizar os aspectos
de modelagem.

Para problemas envolvendo materiais compdsitos, a modelagem pelo MEFG possibilita
gue a malha gerada ndo esteja em conformidade com a interface fisica entre materiais, como
acontece na modelagem pelo MEF, aumentando os custos computacionais de modelagem. No
trabalho de Moes et al. (2003) foram implementadas funcGes de enriquecimento denominada
level — set que caracterizam a interface material. Para simular policristais com contorno de
grdos Simone et al. (2006) formularam o MEFG implementando fungbes descontinuas no
campo dos deslocamentos. Problemas envolvendo interface, porém em problemas de
transferéncia de calor foram formulados por Soghrati et al. (2012), Soghrati e Geubelle
(2012) em dominios 2D e 3D, respectivamente denominado MEFG com enriquecimento de
Interface (MEFGI). Uma estratégia global local para resolver problemas de gradientes de
temperatura foi desenvolvido por Plews et al. (2012), onde as func¢@es de enriquecimento séo
construidas numericamente em um dominio local para aplicar no dominio global. Plews e
Duarte (2015) aplicaram a estratégia global local em um problema com madltiplas escalas
locais para um Unico problema global em problemas de transferéncia de calor. Uma estratégia
de refinamento adaptativa para modelar interfaces curvas para problemas termomecénicos foi
desenvolvido por Soghrati et al. (2015) baseado no principio do MEFGI.

No presente trabalho se formulou e implementou funcbes de enriquecimento de interface
para a analise de estruturas compositas em regime elastico linear utilizando a metodologia do
MEFG. Validou-se uma técnica eficiente para a simulacdo de interface entre materiais, de
modo a flexibilizar a geracdo de malhas para analises de materiais compdsitos.

2 FORMULACAO DO MEFG

O MEFG utiliza a estrutura do MEF e os conceitos dos métodos sem malha. Esta secéo
faz-se uma abordagem geral do MEFG. Na sequéncia é descrita uma formulacdo do MEFG
que se aplica para o estudo da interface entre materiais com as respectivas funcbes de
enriquecimento mais conhecido como MEFGI.

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Alves, G. S., Evangelista Jr, F.

2.1 Aproximacdo no MEFG

O MEFG abrange o conceito de nuvens de influéncia (suporte) entre os elementos, no
qual se utiliza uma malha de elementos finitos para o posicionamento dos nds e as nuvens de
influéncia wj sdo formadas pelo conjunto de elementos finitos que compartilham o mesmo né
Xj, similarmente como ocorre no método das nuvens hp de Duarte e Oden (1996). Para cada
nuvem, a PU fica determinada pelo conjunto das fungdes de forma dos elementos finitos que
compartilham o no base e devem respeitar as mesmas propriedades que sdo estabelecidas
pelo MEF para se formar a PU. Maiores detalhes sobre as propriedades da PU podem ser
encontrados em (Bathe, 1996; Reddy, 2006 e Zienkiewicz et al.2005).

Para obtencdo de uma melhor qualidade nas aproximacfes, amplia-se o espaco da
aproximacdo multiplicando as fungdes PU ja estabelecidas, por fungdes de aproximacéo local,
conhecidas como fungdes de enriquecimento como apresentados na Eq. (1):

def

3, ={L,0 () Ly (%) Lo (X))} com Ly, (x)=1. @)

em que L;i sdo as fungBes de enriquecimento definidas em cada né x;j da nuvem wj. O produto
entre a PU pelas funcdes da Eq. (1) resulta nas fungdes de forma do MEFG, representado na

Eq. (2):
3 001 = NS (L, (%)) @

em que N; séo as fun¢bes PU também conhecido como fungGes de interpolagéo ou fungdes de
forma e ¢;i séo as fungdes de forma do MEFG.

Na Figura 1, pode ser visualizado uma representacdo para a construcdo da funcdo de
forma do MEFG mostrado pela Eq. (2). Na parte superior da Fig. 1 € representada a funcéo
PU (Nj) de uma determinada nuvem de elementos. Essa funcdo é a funcdo de forma
tradicional do MEF. Na parte central, encontra-se a fungdo de enriquecimento (Lj) para
caracterizacdo do problema local sendo definida a partir de um conhecimento a priori do
comportamento da solucdo. Na parte inferior, mostra-se a funcdo de forma do MEFG (¢;i)
resultado do produto entre a PU e a funcdo de enriquecimento, essa funcdo possui
caracteristicas locais em decorréncia das caracteristicas da fungdo de enriquecimento
escolhida e herdam o suporte compacto da PU, ou seja, as funcbes de forma valem zero fora
dos elementos que contém o seu n6 associado (Strouboulis et al., 2000).

-

Figura 1. Construcéo das func¢des de forma do MEFG (Evangelista Jr et al. 2013).
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Pela combinacdo entre as fungdes PU e de enriquecimento estabelecidas na Fig. (1),
chega-se a uma aproximagao U (x) do MEFG, apresentada na Eq. (3):

7(x)= z N, (X){uj 3L, } G

em que u; sdo os graus de liberdade da estrutura atrelada ao né x; da nuvem wj e bji Sdo 0s
graus de liberdade adicionais, em correspondéncia a cada componente das funcoes
enriquecidas.

2.2 Aproximacdo no MEFGI

O Método dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimento de Interface
(MEFGI) utiliza uma estratégia similar ao MEFG convencional visto anteriormente, a
diferenca crucial entre ambos estd na escolha das funcbes de enriquecimento. No MEFG
convencional se escolhem as fungdes a partir de um conhecimento inicial do comportamento
da solucdo e no MEFGI as func¢des de enriquecimentos sdo escolhidas a partir das fungdes de
forma do préprio dominio. A Figura 2 melhor se compreende essa definicdo do MEFGI num
dominio com dois materiais.

Figura 2. Aproximacdes em um dominio com 2 materiais em uma interpolacdo do MEFGI.

Para um dominio com dois materiais sendo discretizado por dois elementos
quadrilaterais, cada um em conformidade com cada material € realizada uma interpolacéo
pelo MEF, utilizando fungfes de forma Lagrangeanas como funcdes de interpolacdo. A
aproximacao genérica U(x) pelo MEF é mostrada na Eq. (4).

0(x)= z N, (X (4)

No entanto, se os dois elementos forem agrupados e transformados em apenas um
elemento em ndo conformidade, ter-se-4 um dominio com dois materiais pertencente ao
mesmo elemento. A aproximacdo pelo MEF calculado pela Eq. (4) desse elemento, ndo
reconstrdi o gradiente de descontinuidade na regido da interface do material (Soghrati et al.,
2012).

A parte que falta na interpolacdo do campo de deslocamento pode ser recuperada,
conforme observado na Fig. 2, por meio da utilizacdo da estratégia do MEFGI. A estratégia
consiste em utilizar em um dominio com dois materiais, apenas um elemento, no qual se

extrai as funcbes de forma Lagrangeanas N}p) desse elemento chamado de pai. Na
interseccdo da aresta do elemento com a interface, criam-se nos e, consequentemente,

aumenta-se o numero de graus de liberdade, porém esses nds ndo sdo pertencentes a malha
original (Soghrati et al., 2012).
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Com os nos inseridos na intersec¢cdo da interface com a aresta do elemento, criam-se
novos elementos, chamados elementos crianga, como se observa na Fig. 2, em que cada
elemento criangca pertence a cada material, possuindo fungdes de forma Lagrangeanas
associadas a cada ponto nodal dos mesmos e que s&o responsaveis pelo célculo da integracéo
em cada material separadamente.

Ao final, junta-se cada elemento crianga ao elemento pai, para a montagem da matriz de
rigidez do elemento. A aproximagéo G(x) pelo MEFGI é apresentada na Eq. (5):

nen

(0)= 2N b, + 3 5w (1) ®)

em que Nﬁp) sdo as fungdes de forma Lagrangeanas do elemento pai em cada no j, uj sdo 0s

deslocamentos em cada ponto nodal j do elemento pai, wie oi s&o fun¢des de enriquecimento
de interface e graus de liberdade generalizados para cada né i de interface, respectivamente e
s é um fator de escala relacionado a relacdo de aspecto entre o elemento crianca e o pai,
maiores detalhes podem ser encontrados em Soghrati et al., (2012).

As funcdes de enriquecimento do MEFGI sdo construidas, a partir da obtencdo dos
valores das funcdes de forma Lagrangeanas dos elementos crianca relativos a cada nd que
intercepta a interface e no final sdo somados os valores dessas fungbes de forma
correspondentes a cada né dessa interface (Soghrati e Geubelle, 2012). Na Figura 2, como
foram inseridos dois nds na interface, duas func@es de enriquecimento sao adicionadas.

Segundo Soghrati e Geubelle (2012), os subelementos quadrilaterais sdo criados apenas
para se avaliar as funcdes de enriquecimento de interface. As funcbes de forma sdo
selecionadas do elemento como um todo, equivalente a primeira parte da Eq. (5), ou seja, do
elemento pai.

3 MODELAGEM COMPUTACIONAL DE MATERIAIS
COMPOSITOS

Sdo apresentados nesta secdo os resultados das simulacGes numéricas relacionados ao
MEFGI em um dominio de analise composto por dois materiais. Como modelos, apresenta-se
uma chapa engastada e submetida a um esforco de tracdo, constituida de dois materiais
distintos, em que foi discretizado para os dois matérias apenas um elemento quadrilateral para
todo o dominio. Outro modelo € um material composito também constituido por uma chapa
engastada submetida a um esforco de tracdo, porém no interior da chapa possui alguns
materiais em regides localizadas com diferentes propriedades mecéanicas.

3.1 Aplicacdo em chapa de dois materiais

Neste modelo, é analisada uma chapa tracionada em uma das extremidades e engastada
na outra extremidade, como apresentado na Figura (3).
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Figura 3. Geometria e carregamento da chapa uniaxial submetido a esforgo de tracéo.

A chapa possui dimensdes de a = 160, b = 120 e h = 0.036, um carregamento
uniformemente distribuido f, = 10, um Mdodulo de Elasticidade de Referéncia Er= 30E+06 e
coeficiente de Poisson v = 0 (todas as grandezas sdo apresentadas em unidades consistentes).
Os coeficientes a e B sdo medidas das proporc¢des para cada material em cada lado na diregdo
longitudinal da chapa.

O Mdédulo de Elasticidade de Referéncia, Er, é 0 valor de referéncia para analise, pois
como sao dois materiais diferentes na composicdo da peca, cada material possui valores
diferentes para 0 médulo. Desse modo, foi utilizado para cada material um valor de modulo
de elasticidade em funcdo do valor de Referéncia. Nessa chapa, o objetivo foi analisar a
convergéncia para os valores da energia de deformacao para a construcdo de um Mddulo de
Elasticidade Longitudinal Equivalente (Eeq) @ medida que se muda a proporcdo de cada
material na chapa.

A chapa da Figura 3 foi simulada para cinco configuracdes diferentes (Fig. 4), em que
cada configuragé@o possui diferentes propor¢des de materiais na composi¢do da mesma. Essa
mudanca fez-se alterando os valores dos coeficientes o e P, anteriormente mencionados. Na
Figura 4 sdo mostrados as malhas (em tracejado) para a simulacdo pelo MEF (Fig 4(a)) e pelo
MEFGI (Fig 4(b)) de cada configuracao.
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Figura 4. Configuracdes dos materiais e malhas para a chapa analisada; (a) MEF; (b) MEFGI.

Para todas as simulagdes pelo MEF, utilizam-se dois elementos, discretizando um
elemento para cada material, de forma a malha gerada estar em conformidade com cada
material. Para todas as simulagdes pelo MEFGI, utilizam-se para cada configuragdo da chapa
apenas um elemento, em que 0 mesmo agrupa os dois materiais. Para todas as simulacfes se
utilizou valores de modulos de elasticidade iguais a E1 = 10Er para o material 1 e E> = Er
para o material 2.

Na Tabela 1, apresentam-se os resultados dos erros relativos das energias de deformacéo
da chapa, realizado pelo MEFGI, comparando-se com a solucdo do MEF, para todos 0s casos
da Fig. 4, para a relacéo entre materiais E1/E>=10.
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Tabela 1. Energia de deformag&o na chapa realizado pelo MEFGI e MEF para todos os valores de a. e 8
para a relacio E1/E2=10.

Ev/E2 =10
CASO
MEF MEFGI & (%)

| 0,6889 0,6889 0,00
I 0,4855 0,4787 1,40
1 0,4889 0,4889 0,00
v 0,4855 0,4787 1,40
v 0,2889 0,2889 0,00

Na Tabela 1, pode ser observado, para valores de a e P iguais nos casos I, Il e V, a
solucdo do MEFGI se iguala a solugdo do MEF. Isto confirma a capacidade do método
MEFGI de se trabalhar com materiais com geometrias regulares, para qualquer relacao entre
seus modulos de elasticidade, atuantes sobre uma dire¢do uniaxial de carregamento.

Porém, nos casos Il e IV, quando os materiais possuem geometrias com distor¢des
angulares, as solu¢des do MEFGI e do MEF apresentam um pequeno erro relativo (g > 0).
Isso se deve ao fato de se trabalhar com elementos distorcidos de acordo com as interfaces,
em ambos 0s casos.

Os valores dos Eeq dependem dos valores dos deslocamentos axiais calculados na
extremidade da chapa. Para cada composicdo de material na chapa, obtém-se valores de
deslocamentos diferentes, em que se calcula a média dos mesmos para o calculo dos modulos
equivalentes. Na Tabela 2, sdo apresentados os valores obtidos para Eeq (em unidades
consistentes), para as analises realizadas pelo MEFGI e MEF para a relacdo entre médulos
E./E> = 10.

Tabela 2. Valores dos Eeq analisado via MEF e MEFGI.

Ei/E2=10
CASO
MEF MEFGI & (%)

I 38709677 38709677 0,00
] 54925423 55702739 1,40
1l 54545455 54545455 0,00
v 54925423 55702739 1.40
vV 92307692 92307692 0,00

Da Tabela 2, visualiza-se os valores dos Eeq para 0 MEF e 0 MEFGI, e 0 &, entre eles.
Observa-se a igualdade dos valores quando os coeficientes a e B S&0 iguais € uma pequena
diferenca quando os coeficientes sdo diferentes por causa das distor¢cBes angulares dos
materiais, vistas anteriormente para as energias de deformacéo. Os valores dos Eeq para o
MEFGI apresentados na Tabela 2 é visualizado no grafico da Fig. 5 para os diferentes valores
dos coeficientes o e .
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Figura 5. Valores do Eeq analisado via MEFGI para diferentes valores de a e .

Da Figura 5, comenta-se que os gréaficos se iniciam com valores de a e B nulos. Esses
correspondem, nos graficos, ao valor de Eeq igual a Ez, prosseguindo para pontos
intermediarios ndo nulos de o e B, o que acarreta num Eeq. Finaliza-se com valores dos
coeficientes iguais a 100 %, que correspondem nos graficos ao valor de Eeq igual a E1. Note
que as superficies dos graficos sdo polinomiais com aproximacdes quadraticas. Para E1/E; =
10, a superficie possui uma inclinagdo maior na parte final. Isto faz com que o material E>
possua rigidez menor do que o E: e reduza o valor do deslocamento de forma acentuada na
parte final do valor dos coeficientes. Assim o valor do deslocamento € regido quase todo pelo
valor do deslocamento do material de rigidez maior E1, acarretando na inclinacao.

3.2 Aplicagdo em compdsitos de matriz e inclusdes

Neste modelo, é analisada uma chapa engastada em uma extremidade e submetida a um
esforco de tracdo na outra extremidade. A chapa € um material compoésito heterogéneo
formado pelas inclusdes com mddulo de elasticidade E; e a matriz com mddulo de
elasticidade E>. A Figura 6 apresenta para a chapa uma configuracdo do compdsito com
relacdo ao seu volume.

T

|\\ x

Figura 6. Geometria, carregamento da chapa submetido a esfor¢o de tracédo para uma relagédo entre
volumes V1/V2 = 0,16.
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A chapa possui dimensdes de a =1, b =1 e h = 0.036, um carregamento uniforme f, =
1000, um Mddulo de Elasticidade de Referéncia Er= 30E+06 e coeficiente de Poisson v = 0
(todas as grandezas sdo apresentadas em unidades consistentes).

Nesta chapa, o objetivo é analisar as respostas para 0s deslocamentos para a construgao
de um Eeq, @ medida que se muda o valor E: das inclusdes com relagdo a matriz dessa chapa
para anélise realizada pelo MEFGI. Na Figura 7, é simulado para a chapa com a relacéo entre
volume estabelecida, duas diferentes configuracbes de malhas para anélise.

(a) MEF (50 x 50) (b) MEFGI (50 x 50)

Figura 7. Configuracdes das malhas.

A Malha | foi simulada pelo MEF com os elementos em conformidade na interface
existente entre a matriz e as inclusées. A malha Il é simulada pelo MEFGI, com a interface
das inclusdes cortando alguns elementos na discretizacdo. Os valores dos Eeq dependem dos
valores dos deslocamentos axiais. Para cada composicdo de material na chapa, obtém-se
valores de deslocamentos diferentes, em que se calcula a média dos mesmos para se calcular
0s modulos equivalentes.

No gréfico da Figura 8, sdo apresentados valores para 0 Eeq para as duas configuragdes de
malhas, juntamente com os tipos de simulacdes realizadas para as diferentes relac6es entre 0s
Madulos de Elasticidade E1/E>, com o valor E> = Er para todas as simulagdes.

E./E,

1 m2 w10 m 100 W 2000
40,0

38,0

36,0

34,0

Eeq. 10E6

32,0

30,0

28,0

MALHA | MEF (50x50) MALHA Il MEFGI (50x50)
MALHAS

Figura 8. Valores de Eeq para diferentes malhas e tipos de simulagfes com diferentes relag6es E1/Ez.

Do gréfico da Figura 8, analisa-se uma significante proximidade dos valores de Eeq entre
a malha | simulada pelo MEF e a malha I, simulada pelo MEFGI, com a mesma quantidade
de elementos para todas as relagdes Ei/E estabelecidas, garantindo boas aproximagdes para o
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MEFGI em malhas refinadas. A diferenca Eeq para a malha | aumenta a medida que se
aumenta o valor da relagdo Ei/E> entre a matriz e as inclusdes, porém néo significante como
pode ser visualizado na Fig. 8. No entanto, apesar do aumento da diferenca, esses resultados
sdo satisfatorios, pois a relacdo E1/E> é muito alta, 0 que ndo ocorre com frequéncia nos
materiais empregados na pratica. O MEFGI pode ser melhor utilizado com um refinamento da
malha, porém somente se estabelece o tamanho dessa malha apenas uma vez, tendo como
vantagem a possibilidade dos materiais mudarem de forma e ndo precisar gerar uma nova
malha para contorna-los.

4 CONCLUSOES

Esse artigo abordou a formulacdo do Método dos Elementos Finitos Generalizados com
enriquecimento de Interface (MEFGI) para aplicagdo em estruturas bidimensionais de
materiais compositos.

A estratégia de enriquecimento MEFGI demonstrou grande potencialidade para a
resolucdo de problemas com gradiente descontinuo originado pela diferenca de rigidez entre
os diferentes materiais sem usar uma malha de conformidade nas bordas da interface.

O MEFGI captura de forma eficiente os valores dos mddulos de elasticidade
equivalentes. Os resultados mostraram a utilidade destas analises no desenvolvimento de
materiais compdsitos através da otimizacdo da rigidez equivalente do composito, por meio da
otimizagao simultanea da rigidez.

Finalizando, conclui-se que a utilizacdo do MEFG traz uma grande capacidade na
qualidade da aproximacéo final com a utilizacdo racional de funcbes de enriquecimento
melhorando a eficiéncia computacional. A aplicacdo das funcbes de interface propostas
flexibilizam significantemente a modelagem de problemas com campos de gradiente
descontinuos, em que se geram malhas sem a preocupacdo de estar em conformidade com
cada material.
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