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Resumo. Neste trabalho o refinamento k da Andlise Isogeométrica (AIG) é aplicado ao pro-
blema de concentragdo de tensoes. As fungoes bases NURBS sdo obtidas a partir da defini¢do
da geometria e aplicadas na aproximagdo do campo desejado (conceito isoparamétrico). Aplica-
se o refinamento, elevando-se a ordem das fungoes bases e inserindo-se um novo no, dentro do
vetor de nos, logo na sequéncia. Com isso elevam-se as funcoes de ordem p para q, e a con-
tinuidade de CP~1 para C97', sendo esta uma grande vantagem no uso do refinamento k. O
refinamento k da AIG é analisado e também comparado ao refinamento hp, ressalta-se também
a utilizagdo da AIG em problemas que envolvem concentrag¢do de tensées e a eficiéncia do
refinamento k.

Palavras Chave: Andlise Isogeométrica, NURBS, Concentracdo de Tensoes, Estado Plano de
Tensoes.
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Refinamento k da Andlise Isogeométrica aplicado a problemas bidimensionais de concentragdo de tensoes

1 INTRODUCAO

Hughes et al. (2005) introduziram um novo método para anélise de problemas governados
por equacdes diferenciais parciais, baseado no uso das fungdes NURBS (Non-Uniform Ratio-
nal B-Splines) e no conceito isoparamétrico, o qual foi denominado de Anélise Isogeométrica
(AIG). O método apresenta caracteristicas comuns ao Método dos Elementos Finitos e tem
como principal objetivo fazer uma ligacdo entre a industria CAD (Computer Aided Design) € a
industria de softwares de andlise computacional.

Afim de comprovar a eficiéncia do método foram testados diversos problemas, como na
mecanica dos solidos em regimes lineares e nao-lineares, propagacdes de ondas e vibracoes,
regimes transientes, mecanica dos fluidos, interagao fluido-estrutura, nos quais foram obtidos
otimos resultados. Alguns esquemas de refinamento de malhas também foram estudados, como
o refinamento h e o refinamento p, e um novo esquema proposto, denominado de refinamento k.
O uso de novas fungdes, como as T-splines (Bazilevs et al.,2010), surgiram para corrigir algu-
mas deficiéncias relacionadas as NURBS, principalmente pelo fato de permitirem refinamentos
locais, e solucionarem problemas de vazios e sobreposicoes de malhas.

Neste trabalho emprega-se a Anélise Isogeométrica no estudo do problema de uma chapa
com furo circular sob tensdes, no regime eldstico-linear, afim de avaliar a concentracdo de
tensdes ao redor do furo e tendo como principal objetivo o estudo do refinamento k.

2 NURBS

A Anélise Isogeométrica é baseada no uso das fungdes NURBS, a compreensao destas
fungdes se inicia com o estudo das fun¢des B-splines.

2.1 B-Splines

As fungdes B-splines sdo definidas a partir de um vetor de nds, ou knot vector. Um vetor de
nds, em uma dimensao, € um conjunto ndo decrescente de coordenadas no espaco paramétrico,
escrito como = = {1, &a, ..., {nipi1 ), onde & € R € o i-ésimo nd, 7 o indice do nd que varia
de i=1,2,...,n+p+1, p a ordem do polindmio, e n 0 nimero de fun¢des base que compreendem
as B-splines. O vetor de nds € dito uniforme se os nds sao igualmentes espagados no espago
paramétrico, caso os nds nao sejam igualmente espacados, o vetor de nds € dito ndo uniforme.
O uso de um vetor de nés nio uniforme permite a obtengdo de um melhor comportamento

quando comparado ao vetor de nés uniforme, sendo aquele o mais utilizado (Hughes et al.,
2005; Cottrell et al., 2009).

As funcdes de base B-spline sdo definidas recursivamente com a utiliza¢do da férmula de
Cox-de Boor (Hughes et al., 2005; Piegl et al.,1996). Inicia-se, primeiramente, pelas funcdes
definidas por partes de ordem p = 0:

Nio(€) = Ise& <E<&in )

0 para os demais casos
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Segue-se na sequéncia, para as ordens p=1,2,3,..., cujas funcdes sdo definidas da seguinte
maneira:

fvap_1<§)-+»fifﬁii—iléifv;+Lp_1<f) 2)
§i+p+1 -&

Ni,p(&) = é;_glg

Importantes propriedades das fun¢des bases B-splines podem ser destacadas:

1. Constituem um parti¢cao da unidade, ou seja:
VEL Y Nip(6) =1 3)
i=1

2. O suporte de cada N;, é compacto e contido no intervalo [&;, & p+1]

3. Cada funcdo base € ndo negativa, isto é, N; ,(£) > 0,V €.

N1,3 N8,3

1/5 2/5 3/5

Figura 1: Exemplo de fun¢des B-Splines de grau 3 definidas para o vetor = = [0,0,0,0,%,2,2, 2 1,1,1,1].

A partir de uma combinagdo linear das funcdes bases podem ser obtidas as curvas B-splines,
definidas da seguinte forma:

Cm=ZMMﬂ (4)

Sendo B; € R? os coeficientes chamados de pontos de controle. A interpolagdo linear
desses pontos de controle gera o chamado poligono de controle.
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Refinamento k da Andlise Isogeométrica aplicado a problemas bidimensionais de concentragdo de tensoes

Assim sendo, dado uma rede de controle B; ;, parai = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m, e 08
vetores de nds = = { &1, &2, ..., Enipr1 }» € H = { M1, 2, Nintq+1}, uma superficie B-spline pode
ser definida por:

n m

SEm) =D Nip(§)M;4(n)By; (5)

i=1 j=1

Sendo N, e M; , fungdes bases B-spline.

E, também, podem ser gerados solidos B-splines, dado uma rede de controle B; ; ., para
i=1,2,..,n,j=12..,m k=12, ..1,eos vetores de nés = = { &1, &, ..., Enipt1 ), H =
{m1, M2y Mg }s Z = { (1, G2, Qg1 }» um s6lido B-spline é definido como:

n

SEm =3 2 Nipl€)Mjg(n) L () B 6)

!
i=1 j=1 k=1

2.2 Funcoes NURBS

A grande vantagem das fungdes NURBS vista pela industria CAD é que estas permitem
representar as mais variadas entidades geométricas como circulos, elipses, entre outros. O
significado das NURBS pode ser compreendido pelo proprio nome, (Non-Uniform Rational B-
Splines), que significa funcdes racionais formadas a partir de fungdes B-splines definidas por
um vetor de nds ndo uniforme.

As formas geométricas baseadas em NURBS sao obtidas através de projecoes das geome-
trias geradas com as B-Splines no espaco R%*! para um espaco R?. Os pontos de controle
no espaco R? sdo obtidos pela proje¢do dos pontos de controle, dado pelas Eq. (7) e Eq. (8)
(Hughes et al., 2009):

w; = (Bi")a41 ®)

Sendo (B;); a j-ésima componente do vetor B;, € w; 0 i-€simo peso.

Portanto, as fungdes bases racionais e as curvas NURBS sdo expressas pelas Eq. (9) e Eq.
(10):

D _ Ni,p(g)wi
) > i V; (S
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C€) =) RI()B (10)

As superficies e soélidos racionais podem ser definidos de forma andloga em termos de
fungdes racionais:

RE(EN) = e e (1)

Nip(§) M;o(n) L (Q)wi i
S S N (M () Ly, (Qwisg

RI(E,m,C) = : (12)

Importantes propriedades das funcdes NURBS podem ser destacadas:
e As fungdes de base NURBS formam uma parti¢ao da unidade

e A continuidade e suporte das funcdes de base NURBS sdo as mesmas que para as B-
splines

e Se os pesos sao iguais, NURBS se tornam B-splines

3 ANALISE ISOGEOMETRICA

A Andlise Isogeométrica consiste no uso das fungdes NURBS para aproximagao dos cam-
pos desejados em problemas governados por equagdes diferenciais parciais. A AIG compartilha
de diversas caracteristicas do modelo de analise do Método dos Elementos Finitos, no entanto
algumas particularidades devem ser ressaltadas.

Segundo Hughes et al. (2009) existem duas definicdes de malhas na AIG, as malhas de
controles e as malhas fisicas. Os pontos de controle definem a malha de controle, e a malha de
controle interpola estes pontos de controle. A malha fisica é uma decomposi¢do da geometria
atual e ha dois importantes elementos que a compdem, os chamados macro elementos, ou pat-
ches, e os intervalos de valores paramétricos, ou knot spans. Os macro elementos sdo imagens
das malhas retangulares do espaco paramétrico mapeadas no espaco fisico, e também podem
ser entendidos como um subdomino. Os macro elementos, por sua vez, podem ser decompos-
tos nos intervalos de valores paramétricos. Nestes intervalos, que podem ser entendidos como
micro elementos, sdo definidas as fungdes bases. Um esquema representativo destas entidades
pode ser visto na Fig. 2.
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ESPACO INDICIAL _ ESPAGO PARAMETRICO

100

075

025

“mﬂ.ﬂ 05 1o
N12 { M4.2
ESPACO FISICO N o w
’ o vz 1

DOMINIO AUXILIAR

MALHA DE CONTROLE ~ MALHAFISICA

PONTOS DE CONTROLE

Figura 2: Representacao esquematica dos componentes da Analise Isogeométrica.

3.1 Mapeamento

O mapeamento do espaco paramétrico O para o espaco fisico (2 é realizado conforme a Eq.
(13):

s = "MV _SS g e (13)
y(&:m) a=1 Ya

sendo z¢, yo, as componentes do ponto de controle B,, IR, as funcdes NURBS locais que
possuem suporte no elemento 2°, e e.,, 0 nimero de fungdes locais.
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Na Anadlise Isogeométrica utiliza-se o conceito isoparamétrico, no qual as funcdes bases
que definem a geometria do elemento sdo utilizadas para aproximagao do campo que se deseja
conhecer.

Assim sendo, o campo de deslocamento pode ser construido de maneira similar:

Nnp

a(&,m) =Y Ra(& n)ua (14)

A=1

sendod : Q0 - Ro campo de deslocamento, u 4 as varidveis de controle, 24 as funcdes
NURBS globais, e n,,, o nimero de fung¢des globais.

O mapeamento do dominio auxiliar €2 para o espago paramétrico €) € realizado com as
seguintes equagoes:

(Civ1 = &)E+ (G + &)
2

§= (15)

(M1 — ?7j)772+ (M1 +n5) (16)

A matriz Jacobiana do mapeamento do dominio auxiliar para o dominio fisico é dada por:

g dx _dxdg  jwe oy ¢ 0

_ X axdas . (17)
¢ dede |y, y, 0 v4
e o Jacobiano dado pelo determinante da matriz Jacobiana:
d
J== (18)
dg

3.2 Matriz de Rigidez e vetor de forcas

Para o problema em estudo utiliza-se a teoria do estado plano de tensdes para a obtengdo
da matriz de rigidez e do vetor de forcas. Segundo Timoshenko et al. (1970), no caso de
uma chapa fina solicitada por forgas aplicadas em seu contorno, paralelas ao plano da chapa
e distribuidas uniformemente sobre sua espessura, as componentes de tensio o, 7., T, Sa0
nulas em ambas as faces da chapa e presume-se que sejam nulas no interior da chapa. O estado
de tensdo pode entdo ser especificado somente por o, 0y, 7.y, € desta forma denomiado de
estado plano de tensdo.Assume-se também, que estas trés componentes sejam independentes de
z, sendo fun¢ao somente de x e y.
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As equacgdes de equilibrio do estado plano de tensdes € dada pela Eq. (19):

ox 0 (19)
90y | Oay +f,=0 em Q
oy 0 Y

Sendo o, 0, as tensOes normais, 7, as tensdes tangenciais, f;, f, as componentes da forga
de corpo por unidade de volume e €2 o dominio do corpo em estudo.

Com base no equilibrio das forgas atuantes no contorno da chapa e das tensdes nas pro-
ximidades do contorno, obtém-se as condi¢cdes mecanicas de contorno, representada pela Eq.
(20):

OxNyg + ToyNy = h, em Iy 20)

OyNy + Tayny = hy em T'y
Sendo n,, n, os cossenos diretores, h,, h, as componentes da for¢a de superficie por uni-
dade de drea, I'y o contorno onde sdo aplicadas as condi¢des mecanicas de contorno.

Além disso, sdo especificadas as condi¢des geométricas de contorno, dada pela Eq. (21):

21

Sendo u, v os deslocamentos nas diregdes x €y, g, g, 0s deslocamentos prescritos nas
direcdes x e y e ['p o contorno onde sdo aplicadas as condi¢cdes geométricas de contorno.

As expressdes Eq. (19) e Eq. (20) constituem a formulacdo forte do estado plano de
tensoes, utiliza-se o0 método de Galerkin afim de obter a formulacao fraca do problema.

Considerando w; e ws as funcdes peso e aplicando o método dos residuos ponderados na
Eq. (19), tem-se:

0o, 0Ty
Ty 0 —

&Ty 8Txy B
/Q“fZ(a—y B fy)d =0

(22)

Utiliza-se o teorema de Green para realizar a integracao por partes nos termos da Eq. (22)
obtém-se a seguinte expressao:

811]1 awl
—/Q (%O’x + a_yT$y> dS2 + /lefl'dQ + /];w1<0-1'n1' + Tmyny)dr =0

ow ow (23)
2 )
B /Q ((9_3/% * a_xT“y>dQ - /szfde " /er(Uyny + Tayna )dl' = 0
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Utilizando a expressao apresentada pela Eq. (20), e considerando que as fungdes peso em
I'p atendam a condicdo w; = wy = 0, a Eq. (23) torna-se:

_/ <%Ux + %Txy> ds) + / wy frdS) + / wih,dl’ =0
o\ Oz Jy 0 'y (24)

Ows Ows _
[ Gz Sy [ | =

N

O sistema apresentado na equagao Eq. (24) pode ser representado pela seguinte forma
matricial:

- / (Lw)"odQ + / wfdQ + / whdl' =0 (25)
Q Q I'n

Sendo L a matriz dos operadores diferenciais, w a matriz das funcdes peso, o o vetor das
tensoes, f o vetor das forcas de corpo e h o vetor das for¢as de superficie:

8/(% 0 0 Oy f L
w xT €T
L=|0 | w=|" |.0=30,¢.f=3"0 h= (26)
o o 0 Wo fy hy
/o, /0. Ty

Considerando que o vetor das tensdes pode ser determinado pela Eq. (27):

1 v 0 %5, 0

v 1 0 0 Y9 27
v

00 (1-v)/2 %a, %o.

&5
>

:J':D(Lﬁ)zl_y2

Sendo D a matriz das relagdes constituivas, i o vetor dos campos de deslocamentos, £ o
modulo de elasticidade do material, v o coeficiente de Poisson.

Os campos de deslocamentos sao representados pelas seguintes expressoes:

Nnp

a(f? 77) - Z RA(S? U)UA
A=1 (28)

Nnp

@(57 7]) - Z RA(f? n)UA
A=1
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Ou em forma matricial a Eq. (28), torna-se:

Uy
U1

U2

Ry 0 Ry 0 .. Ry, O
0 R 0 Ry .. 0 Ry

o>
I
=~
c
Il

(%

Substituindo a Eq. (27) e Eq. (29), na Eq. (25) tem-se:

. / (Lw)"D(L)dS + / wdQ + / whdl = 0
Q Q I'n

(29)

(30)

No método de Galerkin as fungdes peso sdo consideradas iguais as fungdes de forma por-

tanto a Eq. (30) transforma-se em:

- / (LR)"D(LR)ud + / RTfdQ + / R’ hdl' =0 (31)
Q Q I'n
Considerando LR = B e rearranjando os termos da Eq. (31) tem-se:
/ B'DBdQu = / RTfdQ + / RThdll (32)
Q Q I'n
Utilizando a seguinte simbologia:
K = / B"DBd (33)
Q
F = / R£dQ + / R"hdl (34)
Q I'n
Sendo K a matriz de rigidez e F o vetor de forgas, a Eq. (32) transforma-se em:
K=uF (35)
CILAMCE 2016
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Aplicando as condi¢des geométricas de contorno ao sistema da Eq. (35) e resolvendo o
sistema linear encontram-se os deslocamentos desejados.

De maneira semelhante ao MEF, na AIG as matrizes de rigidez e os vetores de for¢a sdao
definidos para cada elemento com a Eq. (36) e a Eq. (37):

K® = / BIDB,d0 (36)

Fe = / RIfdQ) + / Rl hal (37)
e FNE

Posteriormente estes vetores sdo acoplados em uma matriz de rigidez global e um vetor de
forgas global, respectivamente, formando o mesmo sistema apresentado na Eq. (35).

As integragcdes necessdrias para a obtencdo da matriz de rigidez e do vetor de forca, sdo re-
alizadas por meio de integragdao numérica em um elemento no dominio auxiliar de coordenadas
fe 7). Neste trabalho utiliza-se o método de Gauss-Legendre, considerando p+ 1 e ¢ 4 1 pontos
de integracdo nas dire¢des & e 7, respectivamente, conforme resultados observados em Gang et
al. (2013).

3.3 Refinamento h

No refinamento h um novo né & € [, &kp| € inserido dentro do vetor de nés = =
{&,8,..,& + p+ 1}. As novas n + 1 fungdes bases B-Splines sdo formadas recursiva-
mente segundo o novo vetor de nés = = {&1,&, ..., &, &, Epst, ves&napr1}. Os novos n + 1
pontos de controle, {By, B, ..., B, } sdo gerados a partir dos pontos de controles originais
{By, By, ..., B, }, dado por:

B =a;B;+ (1 + ;)B4 (38)
1, 1<i<k—p
) -4 .
=9 k—-p+1<i<k (39)
€i+p_£i
0, E+1<i<n+p+2

Hughes et al. (2005), propuseram uma técnica para a escolha do né que deve ser inserido
dentro do vetor de n6s, que consiste numa combinagdo da iteracdo de Newton para encontrar os
nés & e & através do procedimento de inversdo do ponto (Piegl et al. 1997), e a utilizacdo de
uma média ponderada dada por:
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Refinamento k da Andlise Isogeométrica aplicado a problemas bidimensionais de concentragdo de tensoes

H d& (gl,m) H dé

(€2a77m+q+1) (40)

%+ 1

(é1,m) (&2,0m4q+1)

Dessa maneira obtém-se uma malha melhor distribuida dentro de um macro elemento,
como pode ser visto na Fig. 3. Apesar desta consideracao, ambas as malhas podem ser utiliza-
das na andlise sem prejuizo no resultado obtido. Exemplos de malhas obtidas para os demais
refinamentos h sdo apresentadas na Fig. 4.

(a) (b)

Figura 3: a) Refinamento h. b) Refinamento h com escolha do melhor local para inserir o né £.

Figura 4: Malhas obtidas com o refinamento h. Da esquerda para a direita: Malha 0, Malha 1, Malha 2,
Malha 3, Malha 4.

3.4 Refinamento p

No refinamento p o grau das fungdes sdo elevadas. Durante o refinamento, cada né dentro
de um vetor de nds tem a sua multiplicidade aumentada, afim de que a continuidade C?~"™ das
funcdes B-splines sejam preservadas.

3.5 Refinamento k

O refinamento k é uma combinagao de seguidos refinamentos p e posteriores refinamentos
h. Aplica-se o refinamento, elevando-se a ordem das fun¢des B-Spline e inserindo-se um novo
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nd, dentro do vetor de nds, logo na sequéncia. Com isso elevam-se as fungdes de ordem p para
g, e a continuidade de CP~! para C?~!. Segundo Cottrell et al. (2007) o refinamento k ndo se
aproveita do refinamento anterior para uma posterior nova etapa de refinamento, pois sempre
parte da malha mais grosseira, ou malha inicial, a cada nivel de refinamento. Ou seja, sO se
torna possivel a eleva¢do da continuidade para C~! ao longo do dominio, se o refinamento k for
aplicado em um malha inicial composta por um unico elemento. Um exemplo de refinamento k
pode ser observado na Fig. 5.

N1, 1 N2,1

1

N1,2 N4, 2

(b) (c)

Figura 5: a) Funcoes B-Spline, p=q=1e =

[0,0,1,1]. b) Eleva¢ao da ordem das fungdes ,p=q=2e
2=10,0,0,1,1,1]. ¢) Refinamento-k, p = q =[0,0,

2e= 0,0.5,1,1,1].

Nguyen et al. (2015) observaram que o nimero de pontos de controle obtidos apds o refina-
mento k € menor quando comparado ao niimero de pontos de controle obtidos pelo refinamento
hp, como pode ser visto na Fig. 6.

(a) (b) (c)

Figura 6: a) Superficie NURBS com p =2 e q = 1. b) Refinamento k com p = 4 e q = 2. ¢) Refinamento hp
comp=4eq=2.
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4 RESULTADOS

Para o estudo do refinamento k da AIG foi escolhido o problema de uma chapa com furo
circular central sob tensao (Hughes et al.,2005). A configuracdao do problema pode ser vista na
Fig. 7.

y Y
= L 1, 071 I
B R L5 E=16e5
g i == i — L e
= i R\ = <—l € R=1
= |/ g 5 T« =10
-— R <—l /_’—
= e //r %
i 2 %l f%e R
e IS
- - & & 1
(a) (b)

Figura 7: a) Chapa infinita com furo circular sob tensao. b) Parte simétrica com condicoes geométricas e
mecanicas de contorno.

A solucgdo analitica para o problema apresentado € obtida pela Eq. (41) em coordenadas
polares (Timoshenko et al. 1970):

T, R? T, 3RY  4AR?
o= 5 (1) + 5 (1 T =75 Jeos2t
T, R? T, 3R
70 =5 (14 37) =5 (155 )cos20 @b
T, 3R* 2R?
o= = (1= T + 7 )sen2t

E sdo transformadas para coordenadas cartesianas por meio da Eq. (42):

0y, = 0, c0s%0 + g sen’0 — 27,9 senb cosh
oy = Oy sen?0 + o cos*0 + 27,9 senb) cosd 42)

Toy = (0, — 0g) senb cost + T, (cos®0 — sen’d)

Utilizam-se as Eqgs. (41)-(42) para a obteng@o do vetor de forcas de superficie por unidade
de drea. Para x = -4 tem-se h = (—o,, —7,,) e paray =4 tem-se h = (0, 7,y ).

A configuracdo utilizada na Andlise Isogométrica para o problema apresentado pode ser
conferida na Fig. 8. Os resultados analiticos e as solu¢des numéricas podem ser vistas nas Figs.
9-13.
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Figura 8: Malha e pontos de controle. Funcoes NURBS de grau 4, Malha 4, 760 pontos de controle, 512
elementos
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Figura 9: a) Solucio analitica das tensdes normais na direcao x. b) Solucdo numérica das tensoes normais
na direcio x.
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Figura 10: a) Solucio analitica das tensées normais na direcao y. b) Solucao numérica das tensdes normais
na direcao y.
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Figura 11: a) Solucao analitica das tensoes tangenciais na direcio xy. b) Solucdo numérica das tensoes
tangenciais na direcao xy.
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Figura 12: a) Solucio analitica dos deslocamentos na direcao x. b) Solu¢io numérica dos deslocamentos na
direcao x.
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Figura 13: a) Solucio analitica dos deslocamentos na direcao y. b) Solu¢ao numérica dos deslocamentos na
direciao y.
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Com a Andlise Isogeométrica foi possivel obter uma boa representagdao da concentracao de
tensdes ao redor do furo circular, e também uma boa aproximacgao dos deslocamentos, como
pode ser visto nas Figs. 9-13.

No refinamento k a continuidade das fung¢des passam de CP~! para C9~! quando a ordem
das func¢des sdo elevadas de p para ¢, no entanto, isso somente € valido quando o refinamento
parte de uma malha grosseira, formada por um tnico elemento, caso contrario os nds internos
tem sua multiplicidade aumentada afim de se manter a continuidade inicial das funcdes. No
exemplo analisado a minima configuracao necessaria € formada por dois elementos, o que pode
ser notado pelo vetor de nés = = [0,0,0,0.5,1, 1, 1], portanto a cada novo refinamento k a
multiplicidade do n6é £ = 0.5 € aumentada em uma unidade, o que gera um aumento no nimero
de elementos com drea nula e que nio contribuem para a analise. No entanto, a quantidade de
elementos continua sendo muito inferior do que o aumento produzido pelo refinamento hp, o
qual aumenta a multiplicidade de cada novo n6 inserido pelo refinamento h.

—-0.000300

—0.000298 -

hp - NURBS Grau 3
hp - NURBS Grau 4 ]
k - NURBS Grau 3
k - NURBS Grau 4

—0.000296 |- I

1111

—0.000294 - I

Deslocamento em x

—0.000292 I

—0.000290 . . =
10" 10° 10° 10* 10°
Graus de liberdade

Figura 14: Deslocamento na direcio x em x=0.0 e y=1.0 pelo niimero de graus de liberdade para os refina-
mento hp e k.

Tabela 1: Nimero de graus de liberdade para os refinamento hp e refinamento k, parap =q=3.

Graus de liberdade
Malha
refinamento-hp refinamento-k
0 38 38
1 106 68
2 338 152
3 1186 416
4 4418 1328
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Na Fig. 14 faz-se uma comparagdo entre o numero dos graus de liberdade necessarios
para convergéncia da solu¢dao do deslocamento para os refinamentos hp e k. Percebe-se que o
numero de graus de liberdade necessarios na anélise com o refinamento hp é muito superior ao
necessdrio para o refinamento k. Na Tabela 1 nota-se que para a mesma malha no refinamento
k tem-se uma menor propagacao dos graus de liberdade quando comparado com o refinamento
hp, nota-se portanto a eficiéncia do refinamento k.
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