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Resumo. Devido a natureza aproximadora da solucéo fornecida pelo Método dos Elementos
Finitos, sdo diversas as pesquisas que tém surgido com o objetivo de quantificar, controlar
ou minimizar 0s erros causados pela discretizagcdo da solucdo. Nesse contexto, uma das
alternativas é o emprego de processos h-adaptativos guiados por estimadores de erros a
posteriori, os quais fornecem estimativas locais dos erros. Assim, com o objetivo de satisfazer
um valor de erro limite com um custo computacional reduzido, prop&e-se um novo método
para projecdo isotrépica do tamanho elementar, denominado Recuperacdo Quadratica do
Erro. Neste, é desenvolvido o conceito de recuperacdo quadratica da densidade do erro em
energia, o qual, em conjunto com a solugdo de um problema de otimiza¢do via Método do
Lagrangeano, fornece uma expressdo analitica para determinacdo do novo tamanho do
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elemento. A estimativa dos erros a posteriori baseada em recuperacao é dirigida mediante a
recuperacdo do gradiente pelo classico método Superconvergente de Recuperagdo de
Padrdes (Superconvergent Patch Recovery) (Zienkiewicz e Zhu, 1992a, 1992b). A eficiéncia
da metodologia proposta € comprovada através da aplicagdo em problemas lineares
escalares de engenharia, sendo a implementacdo numérica e a geracdo da malha adaptada
realizada respectivamente, pelos softwares Matlab e BAMG (Bidimensional Anisotropic Mesh
Generator).

Palavras-chave: Método dos elementos finitos, h-adaptatividade, Superconvergent Patch
Recovery. Recuperacao Quadratica do Erro.

1 INTRODUCAO

O emprego de métodos de aproximacao e interpolagdo, como o Método dos Elementos
Finitos (MEF), para solucdes de equacdes diferenciais, gera inevitavelmente erros numericos
e duas questdes fundamentais sdo: quais sao os erros associados ao MEF? Como o erro pode
ser avaliado, controlado e efetivamente reduzido?

Segundo Reddy (2006), os erros em elementos finitos podem ser atribuidos a trés fontes
prevalecentes: erros de aproximacdo de dominio, erros de aritmética finita e quadratura e
erros de aproximagdo. Em geral, com foco na estimativa dos erros de aproximacao, duas sao
as categorias principais de estimadores de erro: a priori e a posteriori (Ainsworth e Oden,
2000). Estes ultimos sdo agrupados em duas classes principais: estimadores baseados em
residuo e estimadores baseados em recuperacédo (Zienkiewicz et al., 1999).

Os estimadores de erros baseados em recuperacdo, apresentados inicialmente por
Zienkiewicz e Zhu (1987), sdo fundamentados na diferenca entre os valores aproximados
calculados via MEF e os valores recuperados (melhorados), os quais podem ser gerados por
diferentes métodos de recuperagdo. Devido ao fato da qualidade da estimativa de erro baseada
em recuperacao estar intimamente ligada a qualidade dos valores recuperados dos gradientes,
varios sdo os trabalhos que tém surgido com o intuito de obter valores recuperados cada vez
mais precisos. Alguns métodos desenvolvidos sdo o Superconvergent Patch Recovery (SPR)
(Zienkiewicz e Zhu, 1992a, 1992b), Superconvergent Patch Recovery with Equilibrium
(SPRE) (Wiberg e Abdulwahab, 1992), Superconvergent Patch Recovery incorporating
Equilibrium and Boundary conditions (SPREB) (Wiberg et al., 1994), Recovery by
Equilibrium of Patches (REP) (Boroomand e Zienkiewicz, 1997), Recovery by Compatibility
in Patches (RCP) (Ubertini, 2004; Benedetti et al., 2006; Castellazzi et al., 2010), Polynomial
Preserving Recovery (PPR) (Zhang e Naga, 2005) e The Superconvergent Cluster Recovery
Method (SCR) (Huang e Yi, 2010).

Dessa forma, fundamentado nas estimativas de erros locais fornecidas por esses
estimadores de erro, é possivel estabelecer algoritmos adaptativos que busquem uma solugdo
de elementos finitos que satisfaca uma precisdo pré-estabelecida (Prudhomme et al., 2003).

Trés formas basicas de adaptatividade da malha sdo geralmente empregadas, sejam elas
(Cook et al., 2002): h, p e r. A mais comum entre todas e utilizada neste trabalho, é a h-
adaptatividade de malha, a qual implica na modificagdo dos tamanhos elementares e
consequente alteragdo do numero de graus de liberdade, mantendo constante o grau
polinomial (Zienkiewicz e Zhu, 1987; Zhu e Zienkiewicz, 1988).

Originalmente, estratégias h-adaptativas eram limitadas em dividir os elementos com um
erro acima do permitido até que uma solugdo aceitivel fosse obtida (Zienkiewicz, 2006).

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Jucélio Tomas Pereira, Jéderson da Silva, Jodo do Carmo Lopes Gongalves

Embora esta metodologia obtenha solucdes apreciaveis, possui um alto custo computacional.
Dessa forma, outras metodologias de projecdo do tamanho elementar e geracdo de uma malha
dita 6tima tém surgido.

Zienkiewicz e Zhu (1987) e Zhu e Zienkiewicz (1988) apresentaram um processo
adaptativo, no qual um estimador de erro baseado em recuperacdo foi empregado como guia
de um processo h-adaptativo isotropico. Neste caso, definido o critério de malha 6tima de
equidistribuicdo do erro, foi obtido um modo de estimar diretamente cada tamanho elementar
de acordo com um valor de erro pré-estabelecido. A abordagem foi aplicada para problemas
lineares de engenharia, comprovando a eficacia do processo no controle de erros de
aproximacdo e na obtencdo de malhas muito proximas das adequadas. Outros trabalhos
aplicaram essa projecdo do tamanho elementar nos mais diversos problemas (Wiberg et al.,
1997; Diez e Huerta, 1999; Onéte e Bugeda, 1993; Zienkiewicz et al., 1999; Castellazzi et al.,
2010).

Dessa maneira, para dispor de calculos confiaveis através da solucdo encontrada pelo
MEF, faz-se necessaria a utilizacdo de metodologias eficazes de estimativas de erros em
conjunto com técnicas adaptativas de refino que levem a uma uniformizagdo e limitagcdo do
erro por todo o dominio do problema.

Como uma alternativa na determinacdo do tamanho elementar, o corrente estudo propde
uma nova técnica para projecdo isotropica do tamanho elementar. Esta, denominada
Recuperacdo Quadratica do Erro (RQE), é baseada no conceito de recuperagdo quadratica da
densidade do erro em energia, juntamente com a solucdo de um problema de otimizacdo. A
solucdo deste problema, posta através do Método do Lagrangeano, fornece uma expressao
analitica para a determinacdo do novo tamanho elementar. Além disso, com 0 objetivo de
demonstrar a qualidade e funcionalidade da projecdo RQE, sdo apresentadas algumas
aplicacdes em problemas lineares escalares de engenharia utilizando o estimador SPR
(Zienkiewicz e Zhu, 1992a, 1992b). Para critério de comparacdo, 0s casos descritos sdo
também submetidos a um processo h-adaptativo seguindo a projecdo do tamanho elementar
proposta por Zienkiewicz e Zhu (1987), aqui denominada projecdo ChP”, a qual é baseada no
critério de equidistribuicdo do erro elementar.

2 ESTIMATIVA DE ERRO BASEADA NA NORMA EM ENERGIA

Em uma andlise numérica de um problema de engenharia pode-se definir o erro como a

diferenca entre a solugdo exata (u ) e a solucdo aproximada obtida pelo MEF (u™¥). Assim, a
funcdo erro medida em termos de um campo escalar é dada por (Zienkiewicz e Zhu, 1987)

e, =u-u"s, (1)

De maneira a quantificar o erro em cada regido de forma apropriada sdo introduzidas
diferentes normas representando uma quantidade escalar do erro. Utilizar-se-a neste trabalho a

norma do erro em energia ||e|| Este conceito, empregado em termos de um estimador de erro

a posteriori baseado em recuperagéo, foi inicialmente introduzido por Zienkiewicz e Zhu
(1987) e, para problemas lineares escalares, pode ser escrito como

] %
el = [(G-G"*) k(G—GMEF)dQ} , )
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onde G € o vetor gradiente analitico do campo escalar obtido pela diferenciacdo da solucéo

exata U, GM* ¢ o vetor gradiente aproximado do campo escalar, obtido via MEF, e k é um
tensor linear e isotrépico de segunda ordem.

Para descrever o comportamento dos problemas em anélise é conveniente definir uma
medida percentual do erro mensurado pela norma em energia, conhecido como erro relativo
percentual em energia r, na forma

n= Hm%, (3)

-l
onde [Ju|| representa uma medida da energia total acumulada no sistema.

Admitindo que a solucdo analitica U ndo € conhecida e, consequentemente, o gradiente
analitico do campo escalar, estimativas de erro baseadas em recuperacdo utilizam uma

solugdo recuperada G™, que possua uma taxa de convergéncia superior a solugdo obtida

diretamente pelo MEF, GV . Deste modo, uma estimativa do erro baseada na norma em
energia, obtida em relacdo a solucdo recuperada, pode ser escrita como (Zienkiewicz e Zhu,
1987)

e*

) %
:U(G*—GMEF) k(G"-G")da| . (4)
Q

Uma cléassica medida da qualidade do estimador de erro ¢ denominada indice de
efetividade ¢, dado pela razéo entre o erro estimado e o erro verdadeiro, expresso como

0 =[] /Je]l ®)

Assim, caso a solugéo recuperada convirja a uma taxa mais elevada do que a solugédo de
elementos finitos, tem-se uma estimativa assintoticamente exata (Zienkiewicz e Zhu, 1992b).

3 METODO SUPERCONVERGENTE DE RECUPERAGAO DE
PADROES (SPR)

Introduzido por Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b), o classico método Superconvergente
de Recuperacdo de Padrdes (SPR) mostra-se uma ferramenta simples, robusta e eficaz na
obtengdo de valores de gradiente recuperado. Considerando um problema linear escalar, o
método SPR basicamente busca encontrar um polindmio que aproxima os gradientes do
campo escalar e, empregando um ajuste por minimos quadrados de solucdes obtidas nos
pontos superconvergentes (Barlow, 1976), obtém os valores recuperados nos nds. Para tal,
diferentemente de definir o polindmio aproximado ao longo de todo o dominio, a técnica
obtém o polinbmio que aproxima os gradientes do campo escalar dentro de um anexo de
elementos que estdo conectados a um mesmo no, denominado de padréo (patch).

Assim, considerando uma malha de elementos finitos triangulares lineares (Constant
Strain Triangle — CST) para cada componente G do vetor GV, escreve-se o gradiente
recuperado como (Zienkiewicz e Zhu, 1992a, 1992b; Zienkiewicz e Taylor, 2000)

G =p(xy)a=[lxy]a, (6)
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sendo os coeficientes do polinémio dados por

T

a=[aa,8] . (7)
Estes coeficientes sdo encontrados através da minimizacdo da distancia quadratica entre

este polinbmio e os valores de gradiente do campo escalar nos pontos superconvergentes dos

elementos que formam o padrédo para o no.

Logo, uma vez obtidos os coeficientes do polinémio, as coordenadas do né central do
padrdo sdo substituidas na Eg. (6) para encontrar as componentes do vetor gradiente
recuperado do campo escalar no n6 em questdo. Empregando o mesmo procedimento para
todos os nés da malha, obtém-se todos os valores nodais recuperados do gradiente do campo
escalar.

Com isso, empregando a matriz de funcbes de forma elementares (N ) utilizadas para
interpolar o campo escalar, um campo suavizado e continuo entre os elementos pode ser
formado. A parcela do gradiente do campo escalar recuperado sobre um elemento pode ser
posta como

G =NG’, (8)

onde G é o vetor nodal dos gradientes recuperados do campo escalar para o elemento em
questdo. Logo, utilizando o conceito de estimador de erro baseado em recuperacdo (Eg. 4) a
nivel elementar, € possivel computar os erros localmente.

Frisa-se que, para que a técnica funcione de maneira efetiva, é necessario que o nimero
de pontos superconvergentes presentes no padrdo seja igual ou superior ao numero de
coeficientes do vetor de incognitas. Em caso contrario, Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b)
recomendam que se empregue o polindmio aproximador do padrdo mais proximo.

4 DEFINICAO DOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA DO
PROCESSO ADAPTATIVO

Assume-se que uma solucdo é convergente e aceitavel caso satisfaca dois critérios: um
em nivel global, e outro em nivel elementar (Zienkiewicz e Zhu, 1987; Ondte e Bugeda,

1993). O primeiro requer que o erro global na norma em energia para a malha corrente ||e||

ndo seja maior que um percentual da energia total |uf|, ou seja

e <7, )

onde 77 é o valor do erro relativo percentual admissivel global especificado. Desta maneira,
define-se o parametro de erro global, ¢, como

e 0
é’g — ! ( )
7|
sendo que valores de ¢, <1 indicam satisfagdo do critério de convergéncia global.

A distribuicdo dos elementos na malha deve satisfazer um critério de malha 6tima, como,
por exemplo, o critério de equidistribuicdo de erro. Deste modo, um critério de convergéncia
local também necessita ser satisfeito. Esta condi¢do local pode ser expressa por
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lelle <l (11)

onde |e].. é o erro no ie-ésimo elemento e |||, = representa o erro limite por elemento, o qual
¢ dependente do critério de malha adotado. Assim, define-se o parametro de erro local
elementar &, como (Zienkiewicz e Zhu, 1987; Ofiate e Bugeda, 1993)

= _ lel
Cie : (12)
€l

Neste caso, é possivel perceber que um pardmetro de erro local elementar igual & unidade
representa um elemento com tamanho étimo, de modo que satisfaz a Eq. (11). Em geral, a
defini¢do do erro limite elementar é a principal diferenca entre os varios critérios de malhas
existentes e influencia significativamente na distribuicdo dos elementos da malha (Onate e
Bugeda, 1993).

Deste modo, com o objetivo de buscar satisfazer ambos os critérios de convergéncia
simultaneamente, um Unico pardmetro é defino. Este, denominado pardmetro de refinamento
elementar ¢, € determinado pela multiplicagdo de ¢, e &, e dado por (Zienkiewicz e Zhu,
1987)

= el el
Ce=Colie==rri (13)
7|l el

5 PARAMETROS DA QUALIDADE DO PROCESSO ADAPTATIVO

Em geral, os trabalhos que discutem estratégias h-adaptativas apresentam como medida
da qualidade da malha gerada somente caracteristicas globais da malha, por exemplo, o
parametro de erro global (Eq. 10). Embora esses parametros sejam uma boa medida para tal,
ndo é possivel visualizar o comportamento das projecdes em nivel elementar.

O corrente trabalho propbe a definicdo de trés medidas auxiliares para quantificar e
comparar a qualidade das projecfes elementares, sdo elas: 0 maximo valor do pardmetro de

erro local elementar (g‘max), a média simples dos valores do parametro de erro local elementar
(g:méd) e 0 desvio do parametro de erro local elementar (Dg). Esta Gltima representa a

variacdo média dos pardmetros de erro local elementar em relacdo a unidade e pode ser
definida como

(14)

onde Nel é o nimero total de elementos na malha e é dado pela Eqg. (12). Deste modo,

ie

em uma malha 6tima, ¢, = 1 para todos os elementos e, assim, D; = 0 para a malha.
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6 PROJECAO Ch® BASEADA NO CRITERIO DE
EQUIDISTRIBUICAO DO ERRO ELEMENTAR

A projecdo Ch” tem como objetivo encontrar o tamanho ideal de cada elemento de
forma a satisfazer um determinado critério de malha 6tima. Como critério de malha 6tima,
Zienkiewicz e Zhu propdem a condigao de equidistribuicdo do erro em energia (Zienkiewicz e
Zhu, 1987; Zhu e Zienkiewicz, 1988). Assim, é possivel expressar o erro total na malha

corrente, |||, como

9 Nel 9
el = > [l (15)
ie=1
Supondo um valor constante e limitado para o erro em cada elemento, e denotado por
le]|,,, - tem-se para a proxima malha
el = Nel ef;, - (16)

Combinando as equacdes (16) e (12), o parametro de erro local pode ser posto como

- el e, -

el [l Net™

e 0 parametro de refinamento elementar é dado por

- ”e”ie
L= . = — 18
é/le é/gé/le 77||U|| Nel_l/z ( )
Neste caso, ¢;, € um pardmetro de refino que indica se a malha sera (para &, >1) ou ndo

(parag, <1) refinada. Para uma estimativa a posteriori do erro, um limite superior para o
mesmo pode ser posto como (Zienkiewicz e Zhu, 1987; Zhu e Zienkiewicz, 1988)

e <chm e, (19)

onde ||e|| representa a norma em energia, C é uma constante, h representa o tamanho de um

elemento finito, p é a ordem polinomial do elemento e A é um pardmetro que define a

singularidade. Considerando que esta equacdo de projecdo para o erro é valida para a malha
corrente e para a proxima malha, obtém-se uma estimativa para o novo tamanho do elemento

h,., naforma

h
hew = old , (20)
%

h

onde h,, representa o tamanho do elemento corrente.
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7 PROJECAO BASEADA NA RECUPERACAO QUADRATICA DO
ERRO (RQE)

Como posto anteriormente, o objetivo principal do presente trabalho é propor e analisar
uma nova tecnica de projeto da nova malha de elementos por refino h-adaptativo. Essa técnica
busca encontrar o tamanho 6timo de cada elemento para que um valor limite do erro ndo seja
ultrapassado. Para isso, envolve o conceito de recuperacdo quadratica do erro em densidade
de energia em conjunto com técnicas de otimizacao.

Considere um problema linear escalar, cuja solu¢do aproximada é conhecida para uma
malha composta de elementos do tipo CST. Neste caso, define-se o gradiente aproximado do

campo escalar (G e o gradiente recuperado do campo escalar (G ), respectivamente por:

G MEF . G*
GMEF :{ l'\]/.IEF} G :{ ];1} (21)
GZZ GZZ

No corrente estudo, o gradiente recuperado do campo escalar € obtido através do método
SPR, que fornece campos lineares de gradientes em cada elemento. Assim, define-se a
aproximacdo linear dos gradientes recuperados como

1
G B!, Blly 4 B gil gt pit )
11 _JPo 2 Y _|Po B 2 x\=B.P, 22)
o, o verenzy e w2 2|

onde Bg representa a matriz com os coeficientes dos campos lineares dos gradientes

recuperados, X e y sdo as coordenadas de um ponto qualquer, definido em relagdo ao
baricentro do elemento e, portanto, P é um vetor de coordenadas relativas.

Deste modo, para uma componente qualquer GIJ dos gradientes recuperados, pode-se
escrever:

G; =B +Bix+Bjy=BY P. (23)

Aplicando a Eq. (23) para cada n6 que compde um determinado elemento tem-se:

Gj,,, =B +Blx +B]y,, (25)
G; =BJ+Blx,+Bly.. (26)

IJ(nc’JS)
Este sistema de equacdes, na forma matricial, pode ser escrito como

*

G i
Uns) 1 % Y BOJ
G(néz) =1 x, Yy, |{B/}. (27)
x 1 X3 VY, ||B!

Gij(nd3) ’ ’ ?
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Assim, a solucéo deste sistema de equacdes fornece as componentes Bg da aproximagéo
linear para a ij-ésima componente do gradiente recuperado. Aplicando-se a todas as
componentes do gradiente do campo escalar, obtém-se os coeficientes da matriz By .

7.1 Calculo do erro total em uma regido qualquer no entorno de um
elemento

Como posto através da Eq. (1), o erro pode ser definido como a diferenca entre a solucéo
exata e a solugdo aproximada obtida pelo MEF (Zienkiewicz e Zhu, 1987). Uma maneira de
quantificar o erro ¢ atraves da norma em energia, a qual pode ser vista como

JulZ = jAu dQ= jAGTk AG d 2, (28)
0 0

sendo ||u||E a norma do erro em energia em uma regido do dominio qualquer, k um tensor

linear de segunda ordem, AU a funcdo densidade do erro em energia e AG o vetor da
diferenca entre os gradientes aproximados via MEF e os gradientes recuperados:

AG =G -GM*. (29)
Aplicando a Eq. (22) a Eq. (29) obtém-se
AG=G -G"™ =B,P-G"*, (30)

a qual pode ser expandida na forma

1 1 11 ~MEF 11 Rl

Bl B! B GYEF 0 0 (B*-GY™) B B

AG=l o Lm na [1X7| g X171 (22 _amver) p2z 22 |]° ' (31)
B B B Gy 00 (B°-G5") B® BF||,

1

AG =B,P,

onde B; é a matriz com os coeficientes do campo linear resultante da diferenga entre os

gradientes recuperados e gradientes aproximados obtidos via MEF (GM&"

funcdo densidade do erro em energia pode ser posta como:

AU =AU (x,y)=AG"k AG = P"BJkB.P = P ZP, (32)

). Desta maneira, a

onde Z é uma matriz simétrica definida pelo produto:
Z = BLkB;. (33)
Neste caso, a expansédo do termo AU (x,y) resulta em:
AU =PTZP=
=(Z32)+(Zip +Zp0 )X +(Zi3+ Zyy ) y + [Zzzxz +(Zys + 23 )Xy + Z33y2] (34)
=AUy +(Mx+ sz)+(H11x2 +2H,xy + H22y2)

=AU, + Mx+x"Hx,
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onde 4U,,M, H e X séo dados por
A, =27, (35)

{Ml}:{zlz"'zzl} (36)
M, Ziz+Zy

H, H Z,, Z
H:{ 11 12}:{ 22 23] (37)
Hy  Hy Ly Zg

)
y

Por questdes de simplificacdo, considera-se que o dominio de um elemento com centro
no mesmo baricentro seja uma circunferéncia de raio r. Neste caso, pode-se definir a norma
do erro em energia em uma regiéo de dominio circular (2, como:

M

Ju

2
. =E;=[aUdq,

0

= I[AUO+(M1X+ sz)+(Hllx2+2H12xy+ szyz)]d_Q0
2
=AU, [ 2, +M, [ xd2,+M, [ ydQ, +H,, [ x*de2, +... (39)

0, 0, (9 0,

0 0 0 0

A 2H, [ xy d @, +Hy, [ yPde,

0 0,

0 0

=AJoAy+Hyly +Hypl

X1

onde A, corresponde a area do circulo e |, e I, sdo os momentos de inércia do mesmo,
dados por

=1, =7r"/4 (40)

X

Neste caso, uma estimativa para o erro em uma regido circular (E,), de raio genérico r, na
regido do elemento em analise na malha corrente, pode ser posta como

2
E2 :m{Auo +tr(H)%}. (41)

7.2 Projecéo do novo tamanho elementar via otimizacéo

Esta secdo tem por objetivo encontrar um triangulo equilatero de arestas h.,,, centrado
no baricentro de um elemento triangular 2, de arestas h,, e cuja &rea é aproximadamente a

de uma circunferéncia de raio r. O novo elemento deve possuir, em seu interior, um valor de
erro total ( E,) limitado por um erro limite (&,,,). Matematicamente, pode-se encontrar o
tamanho 6timo do novo elemento em termos de um problema de otimizacéo, onde o objetivo

new ’
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é maximizar a area da circunferéncia centrada no elemento, mas restrito a EZ <&2, . Assim,
este problema de otimizag&o pode ser posto na forma padrdo como:

2

p- mlnernzar -A =-nr (42)
Restricdo: g(r)<0

onde ¢ (r) é a funcdo restricdo do erro no elemento, dada por

2
0(r)= £ - = e Uy e () -2 @

A solugdo do problema de otimizacdo (Eqg. (42)) pode ser realizada aplicando o método
dos multiplicadores de Lagrange. Este se baseia na constru¢do da funcdo Lagrangeano (L), a

qual depende do raio r e do multiplicador de Lagrange ("), posta como
L(r,f): —rr?+ > A g(x)

2
=—xr’+ A {ﬂ'rz [AU0 +tr(H)%]—52

(44)
adm |*
Assim, a determinacdo da area 6tima, contanto que o erro nao ultrapasse um valor limite,
pode ser obtida através da aplicacdo das condi¢cdes necessarias de primeira ordem para o
6timo da funcdo Lagrangeano, as quais sao dadas por:

2
% =271 + A" 221 AU, + 7r°tr (H) | = 272t {—1+ A [AUO +%tr (H )H =0 (45)
r

oL ) r’l

e =g(r)=nr AUO+tr(H)I — o = (46)
Reescrevendo a Eq. (46) na forma

{%tr(H)} r*+[maU,]r? - &, =0 (47)
e aplicando as seguintes definicdes: r* =R, A=(ztr(H))/4,B=mU e C=-&%, a

Eq.(47) pode ser reescrita em termos de uma funcdo do segundo grau da forma

AR? +BR+C =0. Nesse caso, em especial, esta equacdo possui uma Unica raiz real e
positiva dada por

, \/(AU0)2+”(7:|)5§dm —-AJ,
R=r?=2 r(H) . (48)

Assim, dividindo o numerador e o denominador por AU, (supondo AU, >0), a Eq. (48) pode
Ser expressa como
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%
r=| 2| ML (49)

tr(H) ’
AU,

onde

_tr(H) e (50)
AU ,?

Definido qual deve ser o raio 6timo da circunferéncia associado ao erro elementar, pode-
se calcular a area da circunferéncia (A, = zr?) referente a esse raio, dado pela Eq. (49).
Admitindo que esta area seja igual a area do novo elemento triangular e, ainda, que este
elemento seja equilatero de arestas h.,,, pode-se estimar o novo tamanho elementar em
funcgéo do raio da circunferéncia como

My =473 Y2r = 2,7r. (51)
8 EXEMPLOS NUMERICOS

Com o objetivo de demonstrar a qualidade e funcionalidade da técnica de Recuperacdo
Quadrética do Erro (RQE), nesta secdo sdo apresentados dois modelos de excitacfes de
dominio aplicados ao problema linear escalar utilizando um processo de estimativa de erro
baseado no método SPR e considerando o elemento CST. Além disso, de forma a quantificar
0 qudo precisa e robusta a nova técnica se mostra, 0s casos descritos sdo também submetidos

a um processo h-adaptativo seguindo a projecdo Ch® baseada no critério de equidistribuicdo
do erro elementar.

Em ambos os problemas, séo realizadas quatro iteragdes adaptativas para cada tipo de
projecdo com o intuito de avaliar os parametros de qualidade das malhas geradas. A Unica
limitacdo imposta sobre o tamanho elementar, é que este ndo deva aumentar mais do que 1,5
vezes e diminuir mais do que 3 vezes em cada uma das iteragdes. A programacao é realizada
utilizando o software Matlab e a geracdo da malha adaptativa emprega o gerador de malhas
BAMG (Hecht, 2006). Devido ao fato do gerador de malha necessitar de informacdes nodais

do tamanho elementar, define-se o novo tamanho elementar em um né (h.,) conectado a m
elementos de tamanho h,,,, através da expresséo

1 11
- == — 52
h. miezz‘ih'e (%2)

no new

8.1 Problemal

Nesse caso, considerando um problema definido em um dominio Q e submetido
unicamente a condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas, tem-se que sua forma
variacional pode ser posta como
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Encontrar u( x,y) € Hg (£2) que satisfaz

[(W) kvude=[vf d2, Vv veH{(Q), (53)

onde U é um campo escalar, k um tensor linear de segunda ordem (no corrente problema,
considerado isotropico e unitario), f a excitacdo de dominio, V & o operador gradiente, v €

uma fungio de variacio cinematicamente admissivel e Hj denota o espago de Hilbert de
primeira ordem com suporte compacto em Q.

Neste exemplo, a excitacdo de dominio aplicada é selecionada tal que a solucdo analitica
¢ dada por (Zienkiewicz e Taylor, 2000; Castellazzi et al., 2010)

u(x,y)=x(1-x)y(1-y)arctan[a(o— )], (54)

onde p= (x+ y)/x/i, Po=0,8e a=20. AFig. 1 representa a solucéo exata em termos do
campo escalar.

05

Figura 1. Problema 1: Solugdo analitica (Silva et al., 2015).

Para ambas as projecGes elementares, parte-se de uma malha uniforme com 244
elementos buscando-se um erro relativo percentual admissivel de 5% da energia total
acumulada. Na Fig. 2 pode-se visualizar a distribuicdo dos elementos ao longo do dominio
para a projecdo Ch" (Fig. 2(a)) e para a projecdo RQE (Fig. 2(b)). Comparando-se a Fig. 2(a)
com a Fig. 2(b), percebe-se um comportamento mais suave quando a projecdo RQE é
empregada, havendo uma menor oscila¢do quanto a distribuicdo dos elementos na malha entre
as iteracoes.

Na Fig.3 podem-se visualizar alguns pardmetros globais da qualidade das malhas geradas.
Nota-se, na Fig. 3(a), que ambas as projecfes tendem ao valor do erro relativo percentual
admissivel de 5% e, portanto, globalmente encontram-se proximas da malha 6tima. Por outro
lado, cabe ressaltar que a projecdo RQE utiliza um numero de graus de liberdade (NGL)
significativamente inferior a projecdo Ch® (Fig. 3(b)), indicando uma melhor distribuicdo dos
elementos na malha. Também é possivel visualizar na Fig. 4(a) os valores dos indices de
efetividade globais, indicando uma boa estimativa dos erros (8 ~ 1) e, consequente qualidade
dos valores de gradientes recuperados pela técnica SPR.
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Figura 2. Problema 1: Malha de elementos finitos. (a) Projecdo Ch". (b) Projecdo RQE
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Além disso, nas Figuras 4(b), 5(a) e 5(b) sdo expostos pardmetros auxiliares para
determinacdo da qualidade das malhas, sendo estes a media simples dos valores do parametro

de erro local elementar (fméd), 0 desvio do parametro de erro local elementar (Dg) e,
representando uma medida local critica, 0 maximo valor do pardmetro de erro local elementar

(5méx )

4000 F

[—o—cr 0
—8—Ch
——d— RQE —&— RQE

| —a— o percentust sdmissivel]

———————— 3500
3000
2500

; 2000

a 1500 |

1000

500 [

1 L L L )
10° 10° 0 1 2 3 4 5 6
Log (NGL) Niimero de iteragoes

(a) (b)
Figura 3. Problema 1: (a) Log (NGL) x Log (erro relativo % ). (b) Numero de iteragdes x NGL.

T - r
—8—CH 14 o—cr |
15 —a&—RQE| —&— RQE

weal elementar

ro de erro le

Indice de efetividade

Log (NGL) Log (NGL)

(@) (b)
Figura 4. Problema 1: (a) Log (NGL) x Indice de efetividade. (b) Log (NGL) x é'méd .

Através dessas medidas percebe-se claramente que, quando a projecdo RQE é empregada,
uma maior proximidade com a malha 6tima desejada é obtida. Ou seja, quando comparada

com a projecdo ChP tem-se um cfméd mais proximo da unidade, um Dg mais proximo de

zeroe um ¢, inferior.
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—e—cH E —e—cr |
1.1 —a&— RQE =l RQE

07F
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~

Log (NGL) (NGL)
(@) (b)
Figura 5. Problema 1: (a) Log (NGL) x Df . (b) Log (NGL) x(méx.

8.2 Problema?2

Neste, o problema proposto por Mitchell (2013) é adaptado, sendo que o termo de
excitacdo de dominio empregado é especificado de modo que a solucdo analitica (Fig. 6) seja
dada por

T(x,y) =22 (1-x)* y* (1-y)’, (55)
onde a=20eb=1.

0.9
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uh.l'l‘tll'l '|'| 05
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‘I“':i l]‘ll Hﬁll’lmllll't

ﬂxm‘ﬂm

105

0.4

l'i‘
|

0.3

0.2

0.1

- i}
0o
Figura 6. Problema 2: Solugéo analitica (Silva et al., 2015).

Nas Figuras 7, 8 e 9 sdo explanados, os parametros de qualidade das malhas. Conforme
exposto para o Problema 1, a projecdo RQE apresenta 6timas estimativas do novo tamanho
elementar, conduzindo a malhas quase-Gtimas. Além disso, quando comparada com a

projecdo Ch®, a projecdo RQE apresenta uma malha com um menor nimero de graus de
liberdade (Fig. 7(b)) e, em geral, possui melhores indices globais (£, : Fig. 8(b) e D;: Fig.
9(a)) e locais (&, : Fig. 9(b)). Podem-se observar ainda, na Fig. 10, as malhas de elementos
finitos para a projegdo Ch® e para a projecao RQE.
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Figura 7. Problema 2: (a) Log (NGL) x Log (erro relativo %). (b) Namero de iteragfes x NGL.
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(@) (b)
Figura 10. Problema 2: Malha de elementos finitos. (a) Projecéo RQE.
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9 CONCLUSOES

O corrente trabalho teve como objetivo o desenvolvimento e aplicagdo de uma nova
técnica de projecdo isotropica do tamanho elementar, denominada projecdo RQE.
Considerando os problemas lineares escalares expostos, embora esta metodologia seja
inicialmente limitada a aplicagcdo de elementos lineares, quando comparada com a classica
determinacdo do novo tamanho elementar proposta por Zienkiewicz e Zhu (projecdo Ch®), a
mesma, em geral, mostrou-se mais precisa. Essa precisdo pode ser verificada através dos
pardmetros de qualidade das malhas geradas, tanto em niveis globais, quanto em niveis
elementares. Além disso, frisa-se que a metodologia descrita ndo se limita ao caso
bidimensional, podendo ser aplicada ao caso tridimensional.
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