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Abstract. Uma barragem de concreto esta sujeita a receber solicitacdes em diversas fases e
situacdes de funcionamento durante a sua vida util. Uma destas fases € referente ao
fenémeno de troca de calor presente principalmente em sua etapa construtiva, ocasionado
pelo grande volume de concreto mobilizado, onde h& a geracdo de calor provocado pelo
fendbmeno de hidratacdo do cimento. Alguns problemas préaticos requerem a habilidade do
pesquisador em escolher artificios para determinar uma solucdo aceitavel para os casos
reais de interesse. Assim, os problemas térmicos em Engenharia de Barragens, sugerem um
tratamento progressivo da questdo, onde se possa inserir o conjunto de dificuldades
crescentes, a medida que os modelos e solugdes se tornam mais complexos. Os efeitos
térmicos sdo capazes de suscitar movimentagGes no barramento de concreto ou em estruturas
hidraulicas acessorias e desencadear fendémenos de interagédo térmico-mecanico. Problemas
esses que podem ser resolvidos por simulagBes numéricas, como os Métodos dos Elementos
Finitos, das Diferengas Finitas (MDF), ou mesmo analiticamente em casos que isso €
possivel. Neste trabalho, efetua-se uma analise do comportamento térmico de uma placa de
concreto massa, sujeita a temperaturas no contorno, como etapa preliminar no tratamento
desse problema em barragens de concreto. Serdo também apresentadas solugdes analiticas
construidas ou retiradas da literatura, para serem comparadas com as solugdes numéricas
obtidas por rotinas computacionais baseadas no MDF, e implementadas no software
MatLab.
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1 INTRODUCAO

No final do século XVIII existiam varios métodos para determinar solucdes de equacdes
diferenciais ordinérias, e no inicio do século XIX Joseph Fourier (1768 - 1830) prop0s a
solucdo de uma equacdo diferencial parcial que descreve a distribuicao de calor em uma barra,
cuja expressao pode ser representadda por séries trigonométricas. A série descrita por Fourier
possibilitou a obtencdo de solugbes para outros problemas que possuiam equacgdes
diferenciais parciais lineares, (Cindra, Teixeira, 2010).

Alguns métodos foram desenvolvidos e estudados proporcionando a evolucdo da fisica
matematica. Um método de destaque é o de separacdo de variaveis (Alves, 2010), que tem sua
origem em problemas de vibracfes e ondas, estudados por D”Alembert, Daniel Bernoulli e
Euler por volta de 1750.

Iniciou-se também as investigacdes sobre as questdes teoricas acerca da existéncia e
unicidade de solucgdes das equages, alavancou também métodos menos elementares como a
expansdo em séries de poténcias no plano complexo. Métodos numéricos também foram
impulsionados, porém, foram prejudicados pela falta de agilidade nos célculos que eram
executados de forma manual ou com equipamentos pouco precisos.

Com o advento do computador, com extrema performance a cada momento, muitos
problemas de interesse pratico em engenharia puderam ser abordados. Por consequéncia,
houve a possibilidade de aliar conceitos de engenharia e matematica e vislumbrar soluctes
que sejam de interesse da sociedade como um todo.

As estruturas de concreto, tornou-se objeto de muitos estudos em razdo da utilidade de
suas aplicacBes. A equacdo de Laplace representa um estagio inicial importante a ser
cumprido, quando procura-se em desenvolver uma metodologia progressiva que busca a
solucdo de problemas mais complexos envolvendo os fendmenos térmicos associados ao
concreto.

No que concerne a utilizacdo da equacdo de Laplace para analise dos efeitos térmicos em
estruturas de concerto, varios autores tem se dedicado a essa tematica na literatura, a saber:
Mamede (2016), Coelho (2015), Martins (2016), Hickmann, Gramani, Kaviski, Garcia,
(2015).

Focardo nesse trabalho a exposicdo de solucbes analiticas para uma das variacGes da
equacdo de calor - a equacdo de Laplace - com condi¢des de contorno pré definidas, mas,
mediante a dificuldade de adaptacdo das exigéncias matematicas ao contexto real
aproveitaram-se dos recursos computacionais do software MatLab para a elaboracdo de uma
function que execute a computacdo algebrica necessaria a aplicacdo do Meétodo das
Diferencas Finitas (MDF) a problemas de transferéncia de calor em estruturas de concreto.

As rotinas implementadas permitem a alteragdo e remodelagem do codigo pelo usuario,
possibilitam a representacdo grafica bi e tri dimensionais das saidas dos resultados, ha
exposicdo agrupada em tabelas dos dados de um problema com o intuito de facilitar a analise
e tomada de decisOes para cada aplicagéo.

2 PROBLEMATICA

Em face a necessidade de solugdes para os problemas do contexto real diversos cientistas
tem estudado sobre os conceitos matematicos referente as equacdes diferenciais. E possivel
exibir regifes e descrever como é o comportamento da solugdo, porém, ndo sabemos qual é a
expressao analitica desta solucdo. Visto que a teoria nos certifica da existéncia e unicidade de
solucdo em determinada regié&o sob certas restrigdes.
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H4&, em alguns casos, uma complexidade da aplicacdo da ciéncia matematica em resolver
alguns dos fendémenos reais. Os requisitos necessarios para exibir solugdes analiticas,
descritas na literatura, as vezes ndo sao satisfeitos pelos modelos. Dessa forma entram em
cena 0s métodos numéricos e a agilidade dos recursos computacionais para auxiliar na
solucdo e analise dos modelos que representam o contexto real e possuem semelhancas com
as solucgdes analiticas.

A modelagem de problemas reais é descrita por relacdes entre as variaveis que aparecem
no fendmeno ora observado, e que podem ser frequentemente expressas por relacdes entre a
funcdo e suas derivadas, que por sua vez ha possibilidade de serem modelados por uma
equacéo diferencial.

3 METODOLOGIA

O objetivo central da pesquisa foi explorar na literatura as solu¢@es analiticas a equacédo
de calor, simplificada para o caso permanente - equacao de Laplace - e promover a construgdo
de uma metodologia baseada no Método das Diferencas Finitas para analise qualitativa de
problemas que sdo governados pela equacdo do calor.

E necessario identificar e descrever ferramentas do software MatLab que podem auxiliar
no desenvolvimento de competéncias de utilizacdo de algumas das estruturas e conceitos de
equacdes diferenciais parciais e ordinarias e visualizacdo gréfica em espagos bi e tri
dimensionais.

Cervo (2002) assevera que "procura descobrir, com precisdo possivel, a frequéncia com
gue um fendmeno ocorre, sua relacdo e conexdo com outros, sua natureza e caracteristicas",
portanto, ao utilizar esta metodologia, pretendiam valorizar o estudo através da descoberta e
comparacao de situacdes do contexto que envolve a matematica.

Trataram de buscar a confrontacdo da teoria de solugcfes analiticas da equacdo de calor
com a pratica de forma cientifica. Dessa forma, buscaram na metodologia descritiva,
subsidios que contribuiram na elaboracdo da function no MatLab.

A investigacdo foi dividida em trés partes: a primeira, de carater bibliografico, com o
proposito de formalizar o marco tedrico sobre a equacdo de calor. A segunda, de carater
exploratdrio e descritivo das funcionalidades e formas de utilizacdo do software MatLab. E a
terceira elaborar, executar e analisar os dados de saida da function aplicada a equacéo de calor
em sua versao permanente - equacao de Laplace

4 FORMULACAO DO PROBLEMA

De acordo com 16rio (1971) e outros pesquisadores na literatura a equacao geral que rege
a conducéo de calor em um corpo sélido ortotroprico® pode ser expressio pela igualdade (1):

8X2 + ayz + 822 +0=p.C. (1)

W[OT 9T Ty . aT
' ot

! Um material é ortotrépico se suas propriedades térmicas sdo Unicas e independentes nas trés direcBes

mutuamente perpendiculares.
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Na Eq. (1) a fungdo T(x,y,z) apresenta a temperatura do corpo, k representa a

condutividade térmica, q € a geracdo de calor interno, e ,__K ¢é denominado de

pC
difusividade.

Considerando que a Eq. (1) é a equacdo completa de calor, para o concreto massa implica
na determinacdo de parametros de natureza complexa que sdo obtidos experimentalmente.
Como uma etapa inicial para o tratamento dessa questdo nesse trabalho aborda-se apenas o
problema estacionério e sem geracdo de calor, fato que simplifica a Eqg. (1) tornando a
equacao de Laplace.

A Tabela 1 exibe parte de um resumo disponibilizado em Coelho (2013), € a exposi¢do
da solucéo analitica para equacao de Laplace bi dimensional.

Tabela 1. Solucdo analitica para a equacédo de Laplace. Coelho (2016).

Eguacio Condicdes
Difcérer?cial de Solucéo Analitica
Contorno
T(X,O)Z fl(X) nz.y n.z.(2.H-y)
T(L;y)=0 T,(Xy) = Z{A sen nﬂx e L —e L ﬂ
T(x,H)=0
T(0;y)=0 1§ X
An:—. f(x)sen ax |.
L 2n ’ -([ L
T(x,0)=0 Ny
T(L:y) = 0,(y) T, (X, y) = Z B, senh sen vt
T(x,H)=0 9y
1 .
T(O: y):0 B, :ﬁ' L .j{gl(y).sen(r?j.dy}
enh('j 0
T(x,0)=0 & n.7z.X n.z.y
T o T(Ly)=0 To(x,y)=> | C,.sen I senh 0
VT:@TJFW:O T(x,H)=f,(x) i L
T(O;y)=0 C —E;j f(x)senﬁdx
(0:y)= "L (n.ﬂ.Hj' 2 L )|
senh| —— | ©°
T(x,H)=0

TOy)=0.(0

T(L,, y)=0 To (X, y) = i{ n(?){ W em'(i"H) H
ek

T(x;,0)=0
T zy
—T J' 2 (Y). sen jdy}
0

T H)=1,(x)

T(L,y)=0,(y) TY) =T Y)+Tg (X Y) + T (X, Y) + T (X, Y)
T(x0)=f,(x)

T(0;y)=9,(y)
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Contudo, foi necessario adaptar ao contexto real, dessa forma entram em cena 0s métodos
numeéricos, essa pesquisa utiliza-se do Método das Diferengas Finitas, que pontualmente no
dominio aproxima as derivadas de uma funcéo linear.

5 METODOS DE SOLUCAO

Segundo Burden (2003) o Método das Diferencas Finitas (MDF) apresenta caracteristicas
de estabilidade em relagdo a outros métodos, apesar de geralmente requerer mais computacao
para obter a precisao especificada.

O MDF é um artificio capaz de transformar um problema de equac6es diferenciais em um
problema algébrico, que substitui as derivadas na equagdo por uma aproximacao de quociente
de diferencas adequada, permite que 0 quociente e os parametros sejam escolhidos para
manter uma determinada ordem do erro de truncamento.

O Método das Diferencas Finitas € um suporte numérico préatico para avaliar o valor de
uma funcdo em dominios discretizados.

Mostra-se na Tabela 2 as expressoes de substituicdo das derivadas de primeira e segunda
ordens de uma fungdo T =T(x,y,z), por diferengas segundo o MDF, e de acordo com Szilard
(1974), Pedroso (2005, 2011) e Martins (2016).

Tabela 2. Expressoes derivadas de 12 e 22 ordens com o MDF.

Eixos Derivadas
12 ordem 2% ordem

X o _Tu-Ty _Ta-Ty o°T _ T =2T 0 + T
X Xy — Xy 2.AX ox? (Ax)®

v g:Tju_TH :Tj+1_Tj—l o°T :Ti,i+1,| _2'Ti,j,l +Ti,j—1,|
¥ Via~Yia 24y oy’ (Ay)°

7 O _Ta-Ty _Tea—Ty 0T _ Tiia =20 +Tija
oz z,,-1., 2.Az oz? (Az)?

A pesquisa apresenta uma formulacdo numérica, com o MDF, para resolucdo da equacao
2 2
de Laplace, vu? =2—u+ ou

~+— =0, em uma placa de dimensdes LxH. Considerou-se que
X“ oy
0<x<L eque 0<y<H, eaorigem do sistema de coordenadas cartesiano ficou definida no
canto inferior esquerdo da placa.

O eixo x foi dividido em n-1 subintervalos, e 0 eixo y em m-1 subintervalos, dessa

forma obteve-se que o comprimento de cada subintervalo nos eixos x e y é dado

respectivamente, por ax _Le Ay _H Consequentemente a malha gerada contém os pontos
n m

(x;y,) onde i=123...n e j=123...m.
Aplicando as equacgOes da Tabela 2 na equacdo de Laplace, conclui-se que a diferenga
dividida para os termos da Equagdo de Laplace no ponto (xi;yj) sdo iguais as parcelas

aZT(xi;yj)_ 1 _ . _ oT(x;y;) 1 . . .
x () -[T(Xm' yj)_Z'T(Xi Y )+T(Xi—1’ Yi )] € EY (ay) '[T(Xi’yj+1)_ Z-T(Xi ; yj)+T(xi,yH)]
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O erro de truncamento de cada uma das parcelas pode ser avaliado respectivamente, pelas

igualdades oy (&) OGSy, TEY) com & elx ix [ e oy (&y) aT0im) o
g O((&x)%) =T & XXl e oay)?) TREY:
1; e]yH; yj+1['
Reorganizando os termos da Equacdo de Laplace com as aproximacdes por MDF assume
a seguinte forma, 1[T(xm;yj)—Z.T(xi;yj)+T(Xil;yj)]+(A1)2.[T(xi;ym)—Z.T(xi;yj)+T(xi;yj1)]:0,
y

AX)*
(1 )e j=123,...m-1 e com erro de truncamento igual a
) Tlaiys) (ay) a'Tlxinm),
ox* 12 ¥t
Para S|mpI|f|car a notagdo considera-se | =i+(m—-1- j).(n—1) os pontos B =(x,y;) e
T,=T(R)=T(x,y;), onde i=123..,n-1 e j=123..,m-1 ainda temos que
1=12,...,(n=1).(m-1), representando (n—1).(m—-1) pontos na malha. Dessa forma a

discretizacdo da equacdo de Laplace com essa nova notacao € expressa pela igualdade da Eq.
2.

onde i=123,.

N
O((Ax)* +(ay)*) = (

2{(“)2 +1J.Ti‘ (T + T )—(i;jz.(n atT)=0. )

Ay

A notacéo utilizada na Eq. (2) favorece a programacao no software MatLab, pois, pode-se
reescreve-la isolando o termo T;; para 0 processo iterativo, outro ponto positivo € que o

comprimento de cada subintervalo nos eixos coordenados podem ser distintos.
6 RESULTADOS

Com a Eq. (2) e alguns recursos do software MatLab (Hanselman, Littlefield, 1999)
elaborou-se inicialmente quatro programas denominados de function, com 0s nomes
complborda, comp2borda, comp3borda e comp4borda, que recebem como dados de entrada
as dimensdes da placa, comprimento L e largura H, a quantidade k de termos na solucao
analitica dada em série, e o valor da temperatura em trés bordas distintas da placa.

Considerou-se o sistema de referéncia com origem no canto superior da placa, € 0 eixo X
sobre o comprimento e 0 y sobre a largura, de acordo com a Fig. 1.

Figura 1. Sistema de coordenadas bi dimensional
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Definiu-se uma orientacdo ciclica para o tratamento dos dados em cada arquivo function.
E crescente no sentido horario, e no arquivo cuja borda é ndo nula ¢ identificado pelo nimero
no nome do programa. Considerou se também, que nessa borda a funcdo utilizada ¢ uma
senoide, porém, pode ser substituida a critério do usuario.

Os pontos que estdo na borda sobre o eixo x, y =0, possuem temperatura designadas pela

variavel T1, e seguindo o padrdo ciclico horério, identificou-se por T2 0s pontos sobre a
borda paralela ao eixo y, x=L, borda paralela ao eixo x, T3, com y=H, e por fim, T4, a

borda sobre o eixo y, X=0, sdo considerados como dados de entrada e seus valores devem
ser inseridos quando a function € executada.

Determinou-se que a analise numérica deveria ser observada sobre os pontos de quatro
malhas com 3, 5, 9 e 17 pontos sobre os eixos coordenados. As dimensdes da placa foram
subdivididas em comprimentos Ax e Ay. Uma malha possui comprimento do subintervalo

igual a metade do comprimento da malha anterior, observando a quantidade de pontos na

malha, dessa formatemseque ax-- L L L e, _HHHH
2'2272%7°2" 227728 2"

Esses critérios aliados com a solucdo analitica para a equacdo de Laplace e com
condigdes de contorno definidas exibe-se o grafico de cada uma das quatro malhas. A Fig. 2
exibe as malhas que possuem 9, 25, 81 e 289 pontos. Utiliza-se 0 MDF para determinar o

valor da temperatura em cada ponto de cada uma das malhas.

BN NEns L greestebredes
T e e [TTITR YL PRI

. 7 I TN S L ) 4i.i.é.i...&i..i.i:u...ii.i.i.+
N T ITETTETTTITTIT

RS T TT e erriecaterrteieed

35 X lr‘r \I\ 35 muamum
3 N e il

- - Hood ] - TH] Lo sesdecesesiereees
@SRRI RHREERIR | A
-, S b S I iAsabARardAthnd:
Lo N At
RS Tl e Triterrenertees

w - |r‘+ S U T
oL IR
o N ITLIL IRTETTT LY

Comprimento L Comprimento L Comprimento L Comprimento L

Figura 2 - Discretizagdo do dominio com 9, 25, 81 e 289 pontos.

A function exp@e a visualiza¢do grafica das malhas, Figura 2, fato que oportuniza aferir
que como os Vvalores atribuidos para a dimensdo da placa sdo fixos a medida que a distancia
entre os pontos diminui ha um acréscimo na quantidade de termos em cada eixo, 0 que em
determinado momento ocasiona o preenchimento total da malha do ponto de vista discreto.

Na Fig. 3 é exposto o valor da temperatura obtida pelo MDF em imagem tridimensional
colorida e ¢é a representacdo da superficie, porém, os pontos sdo unidos por segmentos de
retas, o que assemelha-se a uma rede de pesca.
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S000 ..

-4000 -2000 0 2000

Temperatura Analitica malha fixa e gtd de termos variando

Figura 3. Temperatura analitica malha fixa e quantidade de termos variando.

A Fig. 3 apresenta algumas das possibilidades de janelas graficas que servem de suporte
para aferir conclusdes no que tange sobre as regides de crescimento e decrescimento do valor
da temperatura ao longo dos pontos de cada malha. Quantos termos na série Sa0 necessarios
para obter um modelo satisfatorio e que se adapte ao contexto ora aplicado.

A execucdo da function oferece a exposicdo de dados agrupados numa tabela, e listados
como na Fig. 4. Exibe as dimens6es da placa, para cada uma das quatro malhas o valor da
subdiviséo e a quantidade de pontos em cada uma.

=-Dimensdes da Placa———-— Coordenadas do Centro da Placa——--—-----=
10.0000 5.0000 5.0000 2.5000

=————delx--————-——- dely———————————- gtd de Pontos-—————————————————=
5.0000 2.5000 9.0000
2.5000 1.2500 25.0000
1.2500 0.6250 81.0000
0.6250 0.3125 2893.0000

=—-Malha 1 (x,y)---Malha 2 (x,y)-—--Malha 3 (x,y)---Malha 4 (x,y)-—-=

4] Q Q Q a o] o] o]
5.0000 2.5000 2.5000 1.2500 1.2500 0.6250 0.6250 0.3125
10.0000 5.0000 5.0000 2.5000 2.5000 1.2500 1.2500 0.6250
0 1] 7.5000 3.7500 3.7500 1.8750 1.8750 0.9375

0 Q 10.0000 5.0000 5.0000 2.5000 2.5000 1.2500

0 Q Q ] 6.2500 3.1250 3.1250 1.5625

0 Q Q L] 7.5000 3.7500 3.7500 1.8750

0 Q Q L] 8.7500 4.3750 4.3750 2.1875

0 0 ] 0 10.0000 5.0000 5.0000 2.5000

0 0 ] 0 0 0 5.6250 2.8125

0 0 ] 0 6.2500 3.1250

0 0 ] 0 0 0 6.8750 3.4375

0 0 ] 0 0 0 7.5000 3.7500

4] 4] 4] 4] 0 n R_.1250 4._.0R25

Figura 4. Informacdes das malhas gerados com o software MatLab
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Mostra-se na Fig. 5 as coordenadas (x,y) dos pontos da malha com 9 pontos, o valor da

temperatura tanto pelo MDF como da solugdo analitica com Kk, k+1, k+2, k+3, k+4 e k+5
termos na série, e também é possivel apresentar a expresséo dessas solucdes analiticas.

=Dados temperatura MDF e analitico k,...,K+5 termos com a malha 1-=

= (X,V) —-MDF-—-A-k——-L-k+1-——A-k+I———B-k+3———A-k+d4———A-k+5———————=
1.0e4003 *

Column=s 1 through 8§

0 a 0 a a aQ a 0
0.0050 a -0.0010 0.0002 -0.102% -0.102%5 -0.4030 -0.4030
0.0100 a —-0.0003 a a a a 0

9] 0.0025 0 aQ 1} Q aQ 9]
0.0050 0.0025 -0.0001 0.0001 -0.00%6 -0.0056 -0.0155 -0.0155
0.0100 0.0025 0 a 4] a a 0

0 0.0050 0 a 1] a a 0
0.0050 0.0050 0 aQ 1} Q aQ 9]
0.0100 0.0050 0 aQ 1} Q aQ 9]

Figura 5. Coordenadas dos pontos da malha com 9 pontos e o valor da temperatura
numérico e analitico

E importante ressaltar que na Fig. 5 os dados s&o apresentados apenas para a malha com 9
elementos, porém, a function descreve tabelas semelhantes para cada uma das quatro malhas.
Essa forma de apresentacdo certifica ao usuario a observacdo e comparagdo para cada ponto
(X, y) da malha o valor da temperatura calculada com o0 MDF e com a solugdo analitica com
k, k+1, k+2, k+3, k+4 e k+5 termos na série.

A Fig. 6 possibilita visualizar graficamente as curvas de nivel da temperatura
determinada pelo MDF, e o gradiente em cada um dos pontos da malha, evidencia a direcédo
de crescimento da temperatura.
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Figura 6. Representacdo gréafica bi dimensional do vetor gradiente.
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Essa abordagem permitiu avaliar que a cada trés pontos da superficie considerando uma
direcdo fixa, a curva intersecdo é descrita por uma pardbola, em conformidade ao que se
discutiu, previa-se e fora demostrado anteriormente (Coelho, 2013 e Pedroso, 2015).

Dessa forma a superficie gerada pelos pontos (x,y,T(x,y)) descreve a evolugio da
temperatura ao longo dos pontos da malha. Quando observa-se a curva obtida da intersecédo
entre essa superficie e planos ora paralelos ao plano x=constante ora por planos paralelos ao
plano y=constante, percebe-se que a curva tem comportamento de uma parabola.

Considere uma placa com dimensdes L e H, nas direcbes do eixo X e eixo Y,

respectivamente, e uma particdo dos eixos coordenados, X e y, onde cada subintervalo possui
comprimento igual a Ay~ L e Ay = H | respectivamente, e n é a quantidade de pontos entre
2n

on
0s extremos dos eixos coordenados.

A Fig.7 exibe uma superficie e as curvas interse¢des com os planos x=x, e y=y,.
Observa-se que as curvas nesses planos passam a depender de somente uma variavel, no
plano x=x, a curva é fungdo somente da variavel y e é constituida pelos pontos na forma
(X,,y,T(x,,y)), de modo semelhante no plano y =y, acurva é fungio somente da variavel x
e é constituida pelos pontos na forma (x, y,,T(x, ,)).

.
===k

e m

Figura 7. Curvas x=constante e y=constante.

Assume-se nesse momento que os pontos P =(x,y,, T(x, ;) P, =X, T(x,,Y,)) e
P, = (X, Y5, T(x;, y,)) pertencem a superficie, Fig. 7, que geram a temperatura ao longo da

placa, e com x =0, xzzg, x,=L, € y =0, yzz%, y,=H . Para simplificar a notagao
considera-se que z, =T(x,Y;) 2, =T(X,,¥,) € z,=T(x,,y,)

O mesmo argumento apresentado nos proximos dois paragrafos pode ser efetuado com
quaisquer trés pontos da superficie ao longo de uma variavel constante. E fato que quanto
menor for a distancia entre os pontos, AXZZLH e Ay:%, melhor ha de ser a aproximacéo
parabolica e as consideracdes refletir-se-d0 com maior exatidao a realidade, possibilitando a

tomada de decisGes mais coerente com a especificidade de cada problema.
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Tabela 3. Coeficientes da curva com y = constante.

A coordenada Yy, é fixa

z=ax’+bx+c

Coeficientes Coordenadas do Vertice
(Xv 1 yc ! Zv)
a=2l=4t2 -3z, +42,-1, -b. —-b*+4ac
L2 b = C= Zl s ycs
L 2a 4.a
Vetor tangente em
P= (x, Y fixo ’T(X, Y fixo )) Vv, = (1, Y i 2-2.X + b)
Yiixo = Yis i1=123
a>0 a<0
_ X, € ponto
X<— Z € crescente de z € decrescente X, é ponto de
2.a v
maximo e minimo e
_b 6 z, €0 76 z, € o valor
=53 decrescente valor crescente minimo
maximo
Grafico /_\ U

A Tabela 3 expde a parabola nos planos y=y, ou y=y, ou y=Y, , Cuja equagao
possui a forma z=a.x*+b.x+c. E os coeficientes sdo determinados por substituicio dos
pontos p, P, e P,, € aresolucdo de um sistema linear de equacGes. Portanto, os coeficientes

-3.z,+4z2,-1,

2.21—4.22+2.23, b c=z,

LZ

E a Tabela 4 expde a parabola nos planos x=x, 0U x=x, OU x=x, , Cuja equagao possui
a forma z=a_ .y’ +b.y+c,. E 0s coeficientes sdo determinados por substituicdo dos pontos
P, P, € P, e aresolucdo de um sistema linear de equagdes. Portanto, os coeficientes séo
2.2,-4.2,+21, b -3.z,+4.2,-1,
H? ' H

séo definidos pelas igualdades g =

gerados pelas igualdades a = , C=1,.

Tabela 4. Coeficientes da curva com x = constante.

A coordenada Xy, é fixa

z=a,.y’ +b.y+c

Coeficientes Coordenadas do Vértice
(Xfi><01 yv’zv)
_2n-42,+22 | _-32,+47,-1 c, =12 . b —b/ +4a,.c,
! H 2 1 H " 2a, ' 4a,
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Vetor tangente em
P= (Xfixm y:T(Xfixm y» v, = (xﬁxo 12.a,y+ bl)
Xfixo = Xi» =123
a>0 a<o0
—b, y, é ponto
y< 2a, Z é crescente de z € decrescente y, € ponto de
maximo e minimo e
y> -b, 76 Z,€0 76 Z, e,o_valor
2., decrescente valor crescente minimo
maximo
Grafico /_\ \_/

Com essa linha de raciocinio pode-se fazer algumas consideracdes a cerca da variagao da
temperatura ao longo dos pontos de cada uma das curvas quando X ou y sdo constantes.
As ideias expostas anteriormente direciona a um raciocinio semelhante, porém, com as

coordenadas um pouco diferentes. Suponha que X,,, X,,, X;; S40 pontos na dire¢éo do eixo X
compreendidos entre 0 e L, consecutivos, e que a distancia entre o sucessor e antecessor seja
igual a Ax= -

o
De modo anélogo, Y,,,Y,,, Ys; Sa0 pontos na dire¢do do eixo y compreendidos entre 0 e

H, consecutivos, e que a distancia entre o sucessor e antecessor seja igual a ay — H,
2H
Com notagéo semelhante considere que z,, =T (X, Vi1): Zps =T (X0, ¥22) € Zas =T (Xgs, Vas)-
Para um determinado valor de x ou de y fixos obtém se uma pardbola na direcdo
perpendicular a considerada constante, a saber, z=ax?+bx+c OU z=a,y’ +b.y +c,.

Cada ponto gera uma equacdo do primeiro grau que origina o sistema, em notagédo
matricial, expresso pela igualdade na Eqg. (3).

2

Xll Xll 1 a le

2

X2, X, 1l{b|=|z, ©)
2

X33 X33 1 c 233

A solugdo do sistema, em Eqg. (3), produz os coeficientes da parabola, que sdo descritos
nas igualdades das Eq. (4), Eq. (5) e Eq. (6).

a= Zy _ Z3 n Z33 (4)
(Xzz - X11)-(X33 - Xll) (Xzz - X11)-(X33 - Xzz) (X33 — Xy )-(Xss - Xll)

b _ 24y (X5 + %) n Zyp(Xeg + %,1) _ Zgg (X0 + %,1) (5)
(Xzz - X11)-(X33 - Xll) (Xzz - X11)-(X33 - Xzz) (Xss — Xy )-(X33 - X11)
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Z,1-X33.X Z,,.Xg3.X Z33.X,55. X
c= 11'733- 22 _ 22°133-M1 + 33-722+M1 ] (6)

(Xzz - Xn)-(xss - Xll) (Xzz - X11)-(X33 - Xzz) (X33 — Xy )-(X33 - Xll)

Com os valores dos coeficientes a analise aproximada para a curva de temperatura entre
0S pontos (X,;, Vi Z11)s (Xo20 Yaor Z2) € (Xs3, Vs, Z35) € descrito pela pardbola z =ax® +bx+c.

Contudo, observa-se que a medida que sdo acrescidos termos a malha o valor absoluto do
denominador dos coeficientes cresce, consequentemente os coeficientes tendem a zero.
Por outro lado, o denominador pode ser reescrito em fungdo de Ax e os coeficientes

passam a ter maior contribuigdo dos valores numéricos de Z,,, Z,,, € Z;5. Colaborando para

que as analises possam ser aferidas pelo valor numérico da temperatura nos pontos da malha
definida.

Quando os cortes sdo observados em planos paralelos ao eixo y, ou seja, a coordenada x é
uma constante, obtém se um sistema de equagdes definido de acordo com a Eq. (7), cuja
solucdo € semelhante as obtidas em relacdo a y, porém, ao invés de y deve se utilizar o valor
de x.

Y121 yu 1| Zy,
Y§2 Y2, 1l b1 =\ Zy (7)
Y§3 Y3 L[| C Z33

Dessa forma é possivel avaliar o que ocorre com a variacdo de temperatura ao longo da
placa de dimensdes H e L, valendo-se dos valores da temperatura determinadas com o MDF.

Quando sédo feitos cortes no sentido das direcdes principais, x e y, as igualdades em Eqg.
(4), Eq. (5) e Eq. (6) definem os pardmetros de uma parédbola, e as Tabela 3 e Tabela 4
apresentam formas de determinar as regides de crescimento ou decrescimento da temperatura,
indicando que a geometria pode ser simplificada, ou até mesmo modificada e mesmo assim
ser avaliada por um ramo de uma parabola.

7 DISCUSSOES, ANALISE E INTERPRETACAO DOS DADOS

Existe uma grande dificuldade em compreender o conceito matemaético de funcéo, este
formalismo aliado a uma notacdo matematica especifica, pode e as vezes deixa obscuro o real
significado da relagédo existente entre os elementos de dois conjuntos, a qual denominamos
funcéo.

Essas dificuldades as vezes surgem em incompatibilidades de interpretagdo das variaveis
existentes no mundo real e do mundo da ciéncia matematica. Faz-se necessario observar que a
ciéncia matematica trabalha conceitos com variaveis continuas. Neste sentido os softwares
possuem uma caracteristica que se adapta ao mundo real, seus conceitos sao matematicos,
mas sdo descritos com variaveis discretas, as quais em sua maioria representam os problemas
do cotidiano.

Nesta pesquisa foi proposto uma metodologia para tratamento de dados de problemas
reais que podem ser trabalhos com a equacdo de Laplace. Apresentou a implementacdo de
uma function para avaliar o valor da temperatura em um ponto da malha com o MDF, e aferir
a margem de erro entre os dados numericos com o MDF e a solucdo analitica em cada ponto
da malha.
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8 CONCLUSOES, RECOMENDAGCOES E PERSPECTIVAS

A computacdo algébrica foi realizada com o software MatLab, que possui um vasto menu
de comandos pré definidos e a possibilidade de que o usuério possa elaborar suas proprias
rotinas de calculos valendo-se de conceitos pertinentes a programagcéao.

O software MatLab oportuniza agilidade nos célculos e a implementacdo de uma rotina
de comandos com a criacdo de uma function, um arquivo com a extensao .m que pode ser
executado diversas vezes e 0 usuario necessita somente fornecer os dados fundamentais do
problema, nesse caso, foram o comprimento e a largura da placa e a quantidade de termos na
solucdo analitica expressa pela série.

Destaca-se nesta pesquisa como fator diferencial a function elaborada. Atua como
instrumento facilitador para os calculos no que tange a quantidade de termos na série da
solucdo analitica, a determinacdo e visualizacdo bidimensional da malha, o célculo e a
visualizagdo tridimensional do valor numérico da temperatura nos pontos da malha e com a
quantidade de termos pré definida, além de possibilitar um conjunto de dados para analise,
discussdo e fundamentar a tomada de decisoes.

Constitui-se uma forma de andlise que é implementada inicialmente com a solucdo da
equacdo de Laplace, com condicBes de contorno variavel em uma Unica borda, e pode se
testar a ideia da superposicao de resultados.
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