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Abstract. Neste trabalho foi apresentada uma solucé@o hibrida analitico-numérica para um
problema térmico associado a transferéncia de calor por conveccdo forcada em um
escoamento laminar desenvolvido e termicamente em desenvolvimento de fluidos
Newtonianos com perfil de temperatura de entrada uniforme no interior de dutos anulares
concéntricos submetidos a condi¢des de contorno de Dirichlet. Para facilitar o tratamento
analitico e a aplicacdo das condi¢bes de contorno uma Transformacdo Conforme foi
utilizada visando transformar o dominio para um sistema de coordenadas mais apropriado.
Feito isso, a Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG) foi aplicada na
Equacédo da Energia para determinacdo do campo de temperatura. Os resultados numéricos
foram obtidos para parametros térmicos de interesse, tais como: temperatura média de
mistura, nimeros de Nusselt local, médio e limite e comprimento de entrada térmica. Estes
resultados foram comparados, quando possivel, com aqueles disponiveis na literatura e
apresentaram uma excelente concordancia.

Keywords: Transformada Integral, Transformacédo Conforme, Convecgao forcada laminar,
Anular concéntrico
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1 INTRODUCAO

Na Engenharia, uma importante linha de pesquisa cientifico-tecnoldgica é a obtencéo de
técnicas, de metodologias e de procedimentos que possibilitem a interpretacdo mais realista
possivel dos fendmenos naturais, proporcionando assim, resultados precisos e confiaveis. Em
particular, a solucdo de problemas difusivos elipticos e difusivo-convectivos parabdlicos
sempre representou um grande desafio & Engenharia, uma vez que, as equagdes diferenciais
fundamentais que governam os principios de conservacdo, sdo, em via de regra, de dificil
solucéo (Maia, 2003).

Com a evolucao dos equipamentos eletroeletronicos e das ferramentas computacionais
ocorrida nas Ultimas décadas, diversas técnicas e metodologias numéricas foram propostas e
desenvolvidas para a obtencdo de solugcdes, mesmo que aproximadas, de problemas que
apresentavam estruturas complexas. Apesar das dificuldades decorrentes do enorme esforco
computacional, do longo tempo de processamento, das dificuldades na elaboracdo de
algoritmos numéricos, da instabilidade numérica e da convergéncia mais lenta, estas técnicas
se desenvolveram rapidamente, uma vez que atendem satisfatoriamente as necessidades do
engenheiro e/ou do projetista (Pelegrini, 2005).

Recentemente, inimeros cientistas e pesquisadores estdo concentrando seus esforcos no
desenvolvimento de técnicas hibridas analitico-numéricas que garantam precisdo e
confiabilidade nos resultados por elas obtidos. Em particular, a Técnica da Transformada
Integral Generalizada — TTIG (Cotta, 1998), € uma ferramenta com estas caracteristicas e vem
demonstrando ser eficaz na solugéo de problemas de Mecénica dos Fluidos e de Transferéncia
de Calor e Massa, 0s quais, geralmente, ndo possuem solucdo pelas técnicas analiticas
classicas. A Técnica da Transformada Integral Generalizada permite um tratamento analitico
elegante e formal proporcionando um menor esforco numérico-computacional para a
obtenc&o de solucéo de problemas (Maia et al., 2005).

Neste contexto, Antonini Alves (2006) prop6s uma combinacdo de duas ferramentas
matematicas para a obtencdo de solucdo de uma classe de problemas difusivo-convectivos de
natureza parabolica. Mais precisamente, neste trabalho € apresentada uma solucdo hibrida
analitico-numérica para um problema térmico associado a transferéncia de calor por
conveccao forcada em um escoamento laminar desenvolvido e termicamente em
desenvolvimento de fluidos Newtonianos com perfil de temperatura de entrada uniforme no
interior de dutos anulares concéntricos submetidos a condi¢bes de contorno de Dirichlet
(temperatura prescrita na parede). Geralmente, problemas com essa geometria sdo resolvidos
através da utilizacdo do sistema de coordenadas cilindricas. Todavia, para facilitar o
tratamento dos operadores Laplacianos e a aplicacdo das condi¢fes de contorno, proceder-se-
& uma mudanga de variaveis através da aplicagdo de uma Transformacdo Conforme
(Churchill, 1975), transformando o dominio original em um retangulo no novo sistema de
coordenadas. Para a obtencdo da distribuicdo de temperaturas e, consequentemente, dos
parametros térmicos de interesse, a TTIG € aplicada sobre a equacgédo governante do problema,
pois, para este caso, a equacdo diferencial parcial que descreve a conservagdo de energia €
transformada em um sistema de equacéo algebricas de facil solugdo. Este procedimento vem
sendo aplicado com sucesso para a obtencdo da solucdo hibrida analitico-numérica de
problemas difusivos e difusivo-convectivos com geometrias convencionais e n&o-
convencionais (Maia et al., 2006; Lima et al., 2007; Navieira-Cotta et al., 2010; Silva et al.,
2011; Sphaier, 2012; Cotta et al., 2013; Chalhub et al., 2014; Antonini Alves et al., 2014a,
2015a, 2015b, 2015c, 2016; Pelegrini et al., 2014a, 2014b; Knupp et al., 2015a, 2015b,
2015c).

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Thiago Antonini Alves, Ricardo A.V. Ramos & Cassio R.M. Maia

2 PROCEDIMENTO HIBRIDO ANALITICO-NUMERICO

Na formulacdo do problema em questdo foi considerado um escoamento laminar com
perfil de temperatura de entrada uniforme fluidodinamicamente desenvolvido e termicamente
em desenvolvimento no interior de dutos anulares concéntricos submetidos a condigdes de
contorno de Dirichlet (temperatura prescrita na parede). As propriedades termofisicas dos
fluidos permaneceram constantes em todo o dominio e os efeitos da dissipacdo viscosa e da
conducéo axial foram desprezados. Desta maneira, para fluidos Newtonianos, a Equacao da
Energia pode ser expressa por

pCpW(X,y)%Zy’Z) =k VT(x,y,z), {(xy)e@, z>0}, (1)

o

sendo que, p é a massa especifica, cp € o calor especifico a pressdo constante, k &
condutividade térmica, w é a velocidade, T é a temperatura, e I" e £ sdo 0 contorno e 0
dominio, respectivamente, da secdo transversal do duto anular concéntrico, como ilustrado
esquematicamente na Fig. 1.

As condigdes de entrada e de contorno sdo expressas por
T(x,y,2)=T,, {(x,y)e, z=0}, 2)
T(x,y,2)=T,, {(xy)er, z>0}, (3)

sendo que, To e T, séo as temperaturas de entrada e da parede, respectivamente.

O perfil de velocidade w(x,y) do escoamento laminar no interior do duto anular
concéntrico foi obtido por meio da TTIG, conforme apresentado em Antonini Alves et al.
(2014b).

2.1 Adimensionalizacéo

A Equacéo da Energia e as condigOes de entrada e de contorno, Egs. (1), (2) e (3), podem
ser escritas na forma adimensional como

W(X'Y)ae(;,ZY,z):azea(iz,z)JrazggéY,z)’ ((x¥)eq, z=0}, @
0(X,Y,z)=1, {(XY)e @, z=0}, (5)
0(X,Y,z)=0, {(XY)er, z>0}, (6)
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x=2X, y=Y,  z-_2  p %A (7-12)
h Dh Dh Pe Per
4D
Pe:pCmeed h (12)
K
T(X.Y,Z)-T
W(X,Y) _wlxy) o(X Y,Z)= ( )=To , (13)
Wingd TO_Tp

sendo que, Dn € o didmetro hidraulico, Pe é o nimero de Péclet, As é a area da secdo
transversal, Per é o perimetro do contorno e wmeq € a velocidade média do fluido.

2.2 Transformacao de coordenadas

Para facilitar o tratamento analitico, foi utilizada uma Transformacdo Conforme expressa
por

{=R.e"”, (14)

sendo, Re = re/Dn, Ri=ri/Dn,{=X+iY e w =u + iv. Esta relacdo permite transformar o
dominio anular concéntrico no plano (X,Y) em um dominio retangular no plano (u,v)
conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1. Transformacgdo do dominio anular concéntrico no plano (X,Y) para o plano (u,v).
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As relagdes de transformacdo de coordenadas sdo expressas por

X =R, e cos(u), (15)
Y =R,esen(u), (16)
Z=1z. (17)

Como a Transformacdo Conforme dada pela Eq. (14) satisfaz as condigdes de Cauchy-
Riemann, os coeficientes métricos hy, hy e 0 Jacobiano J(u,v) desta transformacdo podem ser
expressos por

h, (u,v)=h,(uv)= \/[Z—ﬁj J{%j =R,e”, (18)
J(uyv) = aa( (): \T)) =R’e™. (19)

Com isso, a Equacdo da Energia, Eq. (4), reescrita no novo sistema de coordenadas
gerado pela Transformac@o Conforme pode ser expressa por

2 2
H(uw) o6uv.2) & e(u,zv,z)+ o e(u,zv,z)
oz Au Y

, {(uv)e 2}, (20)

sendo que, H(u,v)=J(u,v)W (u,v).

As condicdes de entrada e de contorno neste novo sistema de coordenadas sdo

0uyv,z)=1, {(uv)eQ, zZ =0}, (21)
%&sz):o, {u=0, 0<v<v,, Z>0}, (22)
%:o, {u=27, 0<v<v,, Z>0}, (23)
Ouyv,z)=0, {0<u<2z, v=0, Z>0}, (24)
%:O’ {0<u<2z, v=v,, Z>0}. (25)
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2.3 Técnica da Transformada Integral Generalizada

Para a obtencdo da solucdo da Equacdo da Energia no novo sistema de coordenadas a
Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG foi aplicada sobre a Equagdo da
Energia transformada, Eg. (20), visando proceder a remocdo das derivadas de segunda ordem.
Para tal, o potencial 6(u,v,Z) foi escrito em termos de uma expansdo em autofuncdes
normalizadas obtidas de problemas auxiliares de autovalor para cada coordenada espacial.
Neste sentido, foi considerado, primeiramente, o problema auxiliar de autovalor,

ﬁﬁ?hww&nzo, {0<u <27}, (26)

com,

dv(0) _q 27)
du

dy(27)_ (28)
du

Os autovalores e as autofungfes normalizadas associados a este problema sdo expressos,
respectivamente, por

ui=201-1), i=123.. (29)
wi(u)= cos(z;u). (30)

Estas autofunc6es permitem o desenvolvimento do par transformada-inversa expresso por

6.(v,2)= f K;(u)é(u,v,Z)du, transformada, (31)
0

O(u,v,2)=>K,u)o(v,z), inversa, (32)

i=1

sendo que, Ki (u) séo as autofuncdes normalizadas, expressas por

Ki(u)='”‘—(”) (33)

com,

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Thiago Antonini Alves, Ricardo A.V. Ramos & Cassio R.M. Maia

2

N; = J.l//iz(u)dlj:ﬂ', (34)
0

sendo que, Ni sdo as integrais de normalizacdo das autofuncdes yi(u).

Efetuando o produto interno das autofungdes normalizadas Ki(u) com a Equacdo da
Energia e utilizando as condi¢cdes de contorno e as equacdes que definem o problema auxiliar
de autovalor, a primeira transformacdo da equacéo diferencial pode ser expressa por

Z:Aﬁj(v)%v'z) +126.(v,2) =%, i=1,2,3... (35)
A;(v) :TKi(u)KJ—(u)H(u,v)du. (36)

Para proceder a transformacéo integral relativo a coordenada v, o seguinte problema de
autovalor deve ser considerado,

d;ﬁg")mzqﬁ(v):o, {o<v<y, ), 37)
com,

$(0)=0, (38)
% 0. (39)

Os autovalores e as autofuncGes normalizadas para este novo problema podem ser
expressos por

A = (2m4_1), m=123.. (40)
#n(v) = sen(2, v). (41)

Estas autofuncGes permitem o desenvolvimento do seguinte par transformada-inversa,

Vo 27
() = _[ _[Ki(u)zm(v)e(u,v,z)du dv, transformada, (42)
00
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O(u,v,z)= i i K.(u) Z,(v)..(z), inversa, (43)

i=1 m=1

sendo que, Zm (V) séo as autofuncdes normalizadas e podem ser expressas por

Zm (V) = T , (44)

com,

M =[gi)ay =, )
0

sendo que, Mn sdo as integrais de normalizacgdo das autofungdes ¢, (V).

Efetuando o produto interno das autofuncdes normalizadas Zm(v) com a equacgdo
diferencial transformada em u e utilizando as condi¢fes de contorno e as relagfes de
ortogonalidade relativas ao segundo problema de autovalor, a transformacdo integral da
Equacdo da Energia pode ser expressa por

iiBijmnsz(z)+(yf + 2)80(2Z)=0, im=123.. (46)

n=l j=1

Bijmn = Iozm(v)zn(V)Aij(V)dvz\]QZfKi(u)Kj(u)Zm(V)Zn(v)H(U'V)dUdVv (47)
0 00

sendo que os pardmetros Bijmn S80 integraveis e, portanto, conhecidos.

A solucdo do sistema infinito e acoplado de equacBes diferenciais ordinarias dado
permite a obtencdo do potencial transformado, quando submetido a condi¢do de entrada
transformada dada por

g?im(o)z\jg 2fKi(u)Zm(v)e(u,v,O)du dv =\]9 2fKi(u)Zm(v)du dv. (48)

Para fins computacionais, o potencial transformado pode ser determinado numericamente
resolvendo o sistema de equacdes diferenciais correspondente e efetuando o truncamento da
expansdo para uma dada ordemi=M e j=N.

N M do. (Z =
ZZBijmné;Z()"'(:uiz+ﬂ“r2n)9im(z):0' (49)
n=l j=1
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O potencial temperatura pode, entdo, ser reconstruido por meio da utilizacdo da
transformada inversa, para a expansdo truncada até a ordem M e N,

N M

0(uv.2)=3 Y Ki(u)Zy(v),n(2). (50)

Obviamente, quanto maior N e M maior serd a precisdo dos resultados, sendo que, do
ponto de vista computacional, o duplo somatorio poderia ser resolvido como proposto por
Mikhailov & Cotta (1996), permitindo a reducdo deste custo através do reordenamento dos
termos e substituicdo por um somatdrio simples. No entanto, pela simplicidade do problema
em questdo, isso ndo se faz necessario.

2.4 Parametros Térmicos de Interesse

2.4.1 Temperatura média de mistura

A temperatura média de mistura em sua forma adimensional pode ser expressa por

Toea (Z)-T, 1 ¢ O(X.Y,Z)W(X)Y) d@
ea(2) = To-Tp - E?[ Wiea (X.Y) | Y
com,
Wgg (X.Y) = [W(XY)de2 = 1. (52)
0

sendo que, A, =A / th é a area da secdo transversal adimensional. Portanto, no plano (u,v), e
pode ser expresso por

Onea (Z) = iujgvj‘) 0 (u,v,Z) W(u,v) J(u,v)dvdu . (53)

00

2.4.2 Numero de Nusselt local
O namero de Nusselt local pode ser definido por
1 do,(2)

Nu(z)=—4eméd(z) 7 (54)

2.4.3 NUmero de Nusselt médio
O namero de Nusselt médio pode ser definido por

NU, (Z) = -ﬁ N0, (2). (55)
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2.4.4 Comprimento de Entrada Térmica

De acordo com Shah & London (1978), o comprimento de entrada térmico, L, pode ser
definido, com sendo a posi¢cdo em que o nimero de Nusselt local é 5% maior do que o
numero de Nusselt na regido em que o fluido esta termicamente desenvolvido (nimero de
Nusselt limite). Desta forma,

L, = raiz positiva de {1,05Nu(o0)—Nu(Z)=0}. (56)

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para a obtencdo dos resultados numeéricos, o Método de Quadratura de Gauss foi
utilizado para o calculo das integrais envolvidas nos coeficientes Bijmn € demais parametros
fisicos de interesse. Desta forma, foi necessaria, também, a determinacéo das autofuncdes e
do Jacobiano nos pontos de quadratura. Feito isso, o sistema de equacOes diferenciais foi
resolvido para a determinacdo dos coeficientes do potencial transformado fazendo uso da
rotina DIVPAG da biblioteca IMSL Fortran (1994) e do truncamento da expansdo dada pela
Eq. (50) para diversas ordens M e N. De uma analise de convergéncia foi verificado que com
a utilizacdo de até 50 termos na expansao da série em cada coordenada foi possivel a obtencéo
de trés casas decimais de precisao na regido de convergéncia mais lenta (0,01 < r* < 0,20),
enquanto que nas demais regides foi obtido a mesma precisdo com uma ordem N =M = 25 de
truncamento na série, ou menos. O tempo de processamento computacional gasto foi
pequeno, cerca de 25 a 30 segundos em um microcomputador pessoal comum (processador
Intel™ Core™ i7 de 3,6 GHz e com 16 GB de memdria RAM).

Nas Figuras 2, 3 e 4, sdo apresentados os comportamentos da temperatura adimensional
média de mistura e dos nimeros de Nusselt local e médio, respectivamente, em fungdo da
razdo de aspecto r* = rj /re dos dutos anulares concéntricos. Como esperado, 0s parametros
térmicos de interesse decrescem com 0 aumento da coordenada axial adimensionalizada Z
independentemente da razédo de aspecto.

(.

0.60
0.40

0.20

rr..1r.. . r..rr T 1.1

0.00

Z=1/(D,RePr)
Figura 2. Temperatura adimensional média de mistura para diferentes dutos anulares concéntricos.
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/AN NS NS FEWES FEES SEes Ry S

el

Lol IR | Ll L
10* 10° 107 10" 10°
Z=1/(D,RePr)

Figura 3. Namero de Nusselt local para diferentes dutos anulares concéntricos.
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\:: B r*
: |
=50 | 0.10
= | 0,30
! ———— 050

=
o
A
=
o
do
=
e
)
[E=N
o
[N
=
o
=)

Z=11/(D, RePr)
Figura 4. Numero de Nusselt médio para diferentes dutos anulares concéntricos.

Na Figura 5 e na Tabela 1 sdo apresentados os comportamentos dos numeros de Nusselt
limite e médio e do comprimento de entrada térmica em funcdo da razdo de aspectos dos
dutos anulares concéntricos. O nimero de Nusselt limite aumenta com o aumento da razdo de
aspecto enquanto o comprimento de entrada térmica apresenta um comportamento contrario,
ou seja, ele diminui com o aumento da raz&o de aspecto.
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Tabela 1. Parametros térmicos de interesse para o escoamento em dutos anulares concéntricos.

NUmed

NUmed

NUmed

NUmed

r NUG) 109 (02 @ol)  (109) Lin
0,00 335,823 49486 39585 34541 336,79 0,0669
0,01 53,535 96,14 68,12 55,83 53,77 0,0732
0,05 17,460 39,74 24,59 18,51 17,57 0,0949
0,10 11,560 30,03 17,26 12,38 11,64 0,1101
0,15 9,331 26,19 14,40 10,05 9,40 0,1218
0,20 8,130 24,17 12,95 8,81 8,20 0,1322
0,25 7,371 22,77 11,93 8,01 7,43 0,1401
0,30 6,845 21,91 11,32 1,47 6,91 0,1478
0,35 6,459 21,16 10,77 7,06 6,52 0,1545
0,40 6,163 20,70 10,46 6,76 6,22 0,1603
0,45 5,928 20,21 10,09 6,50 5,99 0,1660
0,50 5,738 19,93 9,90 6,31 5,80 0,1721
0,55 5,581 19,58 9,65 6,14 5,64 0,777
0,60 5,449 19,40 9,53 6,01 5,50 0,1831
0,65 5,337 19,13 9,34 5,89 5,39 0,1876
0,70 5,240 19,01 9,26 5,79 5,29 0,1925
0,75 5,156 18,80 9,10 5,70 5,21 0,1982
0,80 5,082 18,72 9,06 5,63 5,14 0,2018
0,85 5,017 18,53 8,92 5,55 5,07 0,2074
0,90 4,959 18,47 8,87 5,50 5,01 0,2109
0,95 4,907 18,32 8,78 5,44 4,96 0,2163
1,00 4,861 18,28 8,74 5,40 491 0,2201

=022 , , — — 25

| [~ e
020 -
- _.- 420

018 - ]
0.16 ;— - NI P
014 VI
0.12 f— 410
0.10 ;
0.08 :I.\ | | | | | | | | | | | 5

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

r*

Figura 5. Namero de Nusselt limite e comprimento de entrada térmica para dutos anulares concéntricos.

Nu
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Na Tabela 2 € realizada uma comparacéo entre os resultados obtidos neste trabalho para o
ndmero de Nusselt local em diferentes dutos anulares concéntricos e os resultados
apresentados em Lundberg et al. (1963) através de uma solucdo analitica. Enquanto que a
Tabela 3 mostra a comparagdo do nimero de Nusselt limite e do comprimento de entrada
térmica.

Tabela 2a. Comparacdo entre os resultados numéricos e os disponiveis na literatura para
o numero de Nusselt local no escoamento laminar em dutos anulares concéntricos.

r*=0,05 r*=0,10
Z Presente  Lundberg Presente  Lundberg
Trabalho et al. (1963) Trabalho et al. (1963)
0,010 20,329 20,332 13,761 13,762
0,050 17,593 17,592 11,649 11,648
0,100 17,465 17,464 11,562 11,562
0,500 17,461 17,460 11,560 11,560
1,000 17,461 17,460 11,560 11,560

Tabela 2b. Comparacéo entre os resultados numéricos e os disponiveis na literatura para
0 namero de Nusselt local no escoamento laminar em dutos anulares concéntricos.

r* =0,50 r*=1,00
YA Presente  Lundberg Presente  Lundberg
Trabalho etal. (1963) Trabalho etal. (1963)
0,010 7,246 7,246 6,260 6,260
0,050 5,785 5,785 4,902 4,902
0,100 5,739 5,739 4,861 4,861
0,500 5,738 5,738 4,861 4,861
1,000 5,738 5,738 4,861 4,861

Tabela 3. Comparacao entre os resultados numéricos e os disponiveis na literatura para o nimero de
Nusselt limite e 0 comprimento de entrada térmico no escoamento laminar dutos anulares concéntricos.

Nu(oo) Lth
r* Presente Lundberg Presente Egﬁg;‘]
Trabalho etal. (1963) Trabalho (1978)
0,05 17,461 17,460 0,0949 0,09493
0,10 11,560 11,560 0,1101 0,1101
0,50 5,738 5,738 0,1721 0,1721
1,00 4,861 4,861 0,2201 0,2201
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4 CONCLUSOES

No presente trabalho, foi analisada uma classe de problemas difusivo-convectivos de
natureza parabdlica em dominios de geometria anular concéntrica. Para tal, uma solucédo
hibrida analitico-numérico de um problema de transferéncia de calor em escoamento laminar
fluidodinamicamente desenvolvido e termicamente em desenvolvimento de fluidos
Newtonianos no interior de dutos anulares concéntricos submetidos as condic¢Ges de contorno
de Dirichlet (temperatura prescrita na parede) e perfil de temperatura de entrada uniforme foi
executada utilizando a Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG e a uma
Transformacao Conforme. Os parametros térmicos de interesse, tais como: temperatura média
de mistura, nimeros de Nusselt local, médio e limite e comprimento de entrada térmica foram
calculados para dutos de configuracbes geométricas anulares concéntricas e comparados,
quando possivel, com os resultados disponiveis na literatura. Finalmente, foi observado que a
Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG e a Transformacdo Conforme estdo
sendo aplicadas com sucesso na obtencdo de solucdo de problemas difusivos e difusivo-
convectivos multidimensionais, 0s quais muitas vezes ndo possuem solucdo pelas técnicas
analiticas cléssicas.
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