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Resumo. Um grande nimero de problemas complexos de engenharia ou de interesse pratico
sdo resolvidos por meio de programas baseados em métodos numéricos, tal como o MEF. No
entanto, na missdo de modelagem e simulacdo da realidade fisica de muitos desses
problemas, torna-se necessario, que estes resultados possam ser confrontados com resultados
oriundos de outras fontes, como experimentais e analiticas. Os primeiros podem ser
onerosos e/ou demandar muito tempo, e 0s segundos nem sempre existem na literatura ou
requerem solugdes matematicas complexas ou, por vezes, bastantes limitadas para traduzir o
problema real. Com efeito, este trabalho apresenta uma solucédo analitica para a equacéo do
calor em fungdo do ponto e do tempo, num cilindro com geracdo interna de calor. As
solugdes analiticas sdo obtidas utilizando-se as equacOes de Bessel de primeira espécie de
ordem zero, um e dois, e 0 teorema de Duhamel. Estas solu¢bes foram implementadas no
FREEMAT, programa de solugdes matematicas e comparada com resultados obtidos com o
programa ANSYS. Os resultados obtidos apresentaram uma excelente correlagéo, e
correspondem as tendéncias esperadas para o fenébmeno em questéo.
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Uma solucdo analitico-numérica para a difusividade do calor em um cilindro com e sem geragéo de calor
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1 INTRODUCAO

As variagdes volumétricas ao longo do tempo, notadamente nas primeiras idades,
conduzem ao aparecimento de tensdes de tracdo no material ou estrutura, podendo assim
induzir a formagé&o de fissuras no concreto. Por este fato, a importancia do conhecimento das
propriedades térmicas para se projetar, construir e acompanhar o comportamento de estruturas
sujeitas a grandes variagOes de temperatura (Furnas, 1997).

O problema de difusdo térmica em engenharia requer o conhecimento da propriedade
conhecida como difusividade térmica do material. A difusividade térmica indica a rapidez
com que o concreto sofre mudanca de temperatura (NBR 12818, 1993). Materiais de
difusividade alta irdo responder mais rapidamente as mudancas na temperatura ambiente,
enquanto os materiais de menor difusividade irdo responder mais lentamente, levando mais
tempo para chegar a nova condigdo de equilibrio. Dito de outro modo, a difusividade térmica
mede a capacidade do material de conduzir energia térmica, em relacdo a capacidade de
armazena-la (Incropera, 2008). Numericamente, é a condutividade dividida pela capacidade
calorifica volumétrica (massa especifica vezes calor especifico).

A magnitude da difusividade térmica ¢é afetada pelo tipo litolégico de agregado e pela
dimensdo maxima caracteristica (Furnas, 1997). Os valores tipicos sdo mostrados na Tabela 1
(ACI, 2007).

Tabela 1 - Difusividade térmica dos agregados (AClI, 2007).

Difusividade térmica

Litogologia do agregado (m?/dia) (1073.m2h)
Quiartzito 0,129 54
Calcario 0,113 4,7
Dolomito 0,111 4,6
Granito 0,096 4,0
Riolito 0,078 4,2
Basalto 0,072 4,0

De acordo com Bamonte & Gambarova (2010), a difusividade térmica ndo é afetada
pela resisténcia do concreto. O concreto de alta resisténcia com difusividade térmica baixa
pode ser utilizado como protecdo térmica contra o fogo ou como molde de cobertura em
paredes de cimento ou placas, incéndios ou gases quentes.

Diferente da condutividade e da capacidade de calor, ndo é possivel considerar que a
difusividade de concreto pode ser calculada de acordo com a média da difusividade de cada
constituinte ponderada pela massa (De Schutter & Taerwe, 1995). Liduério, et al. (2005)
apresentaram resultados de difusividade praticamente idénticos ao se manter a composi¢do
dos materiais e 0 cimento equivalente, alterando apenas a adicdo mineral (silica ativa,
metacaulim, escoria e pozalana, com teores de 8%, 8%, 20% e 50%, respectivamente).
Segundo Furnas, (1997), a difusividade aumenta com o aumento do volume total de agregado,
0 que por sua vez explica que concretos com dimensdo maxima caracteristica maiores, que em
geral possuem maior volume total de agregado, possuem maior difusividade. Isto explica
também porque o aumento do consumo de agua diminui a difusividade (Neville, 1997).
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Ukrainczyk & Matusinovi¢ (2010) corroboram o que foi afirmado por Neville mostrando que
o valor da difusividade obtido experimentalmente na pasta de cimento para a relagdo a/c
(agua/cimento) de 0,3 é 11% mais elevado do que para a/c de 0,4. Segundo Gomes (2016), a
modelagem multiescala poderia ser usada para estudar diversas propriedades do concreto na
macroescala, com base nas propriedades dos seus constituintes.

Na Tabela 2 s8o mostrados os valores tipicos de difusividade térmica para concretos
feitos com varios tipos de agregados de represas brasileiras.

Tabela 2 -Difusividade térmica de agregados e obras brasileiras (Furnas, 1997).

Agregado Obra Difusividade térmica (m?#/dia)
Gnaisse Angra dos Reis 0.097
Quartzito Estreito 0.189
Calcério Itabera 0.128
Metagrauvaca Tucurui 0.096
Basalto Itumbiara 0.063
Fonolito Osmu Utsumi 0.078
Granodiorito Cachoeira Porteira 0.108
Granito Serra da Mesa 0.102
Cascalho Itaparica 0.154

Outras propriedades térmicas tais como massa especifica, condutividade térmica e calor
especifico, influenciam diretamente no concreto e em sua difusividade térmica. Alguns
aspectos das propriedades dos materiais relacionadas com a difusividade, podem ser
encontrados em varios estudos da literatura, alguns deles sdo: Azenha (2009), Azenha, et all
(2011), Coelho (2012), Coelho, Nepomuceno & Pedroso (2014), Coelho, et al (2014), Gomes
(2011), Santos (2004).

Diante do exposto, este trabalho busca, primeiramente, simular numericamente o ensaio
de difusividade térmica por meio de um programa computacional (ANSYS) que utiliza o
método dos elementos finitos (MEF), comparando os resultados numéricos com os resultados
experimentais e a solucdo analitica para o problema homogéneo e transiente da difusividade
sem geracdo interna de calor em coordenadas cilindricas (adequado ao experimento).
Posteriormente, serd equacionado o mesmo problema anterior da difusividade acrescentando
primeiramente uma geracdo interna de calor constante e, em seguida, uma geracdo interna de
calor absolutamente genérica, cuja solugdo analitica sera apresentada e comparada com a
solucdo numeérica por elementos finitos. Por fim, serd discutido as implicacbes e aplicacdes
desta solugéo.

2 ENSAIO DE DIFUSIVIDADE TERMICA

Quanto aos metodos de ensaio, diversas técnicas e equipamentos séo utilizados para se
medir experimentalmente a difusividade térmica do concreto e outros materiais. A Fig. 1
mostra uma comparagdo das vantagens e desvantagens entre diversas técnicas e equipamentos
modernos para a determinacgéo da difusividade térmica. Alguns deles fornecem ndo somente a
difusividade térmica, mas simultaneamente a condutividade e, indiretamente, a capacidade
térmica. Eventualmente, a efusividade, cujo significado é irrelevante para o propdsito deste
artigo, é também fornecida. Esses equipamentos e técnicas tém em comum emitir um pulso
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Figura 1 — Comparacdo entre técnicas e equipamentos para difusividade térmica (Adaptado de
CTHERM, 2013)

Os resultados experimentais deste trabalho foram obtidos no Laboratério de Concreto
de Furnas e o procedimento foi realizado conforme descrito por Furnas (1997) apresentado a
seguir. Originalmente, este procedimento de ensaio remonta ao preconizado pelo US Bureau
of Reclamation para o concreto massa da barragem de Hoover (Boulder Dam Project, 1940).

Sdo utilizados dois tanques, um de aquecimento, em que corpos de prova (20 cm x 40
cm) séo aquecidos até estabilizar em temperatura uniforme de 20°C, 40°C ou 60°C; e outro de
resfriamento, com temperatura externa em 4°C, conforme pode ser visto na Fig. 2-b. Segundo
este método, o ensaio consiste na determinacdo da curva de resfriamento do corpo de prova,
entre as temperaturas de aquecimento e a do banho de resfriamento. As temperaturas séo
registradas em intervalos de 2 a 5 minutos pelo sensor do termdmetro colocado no interior do
corpo de prova. Apos aquecido, o corpo de prova é colocado no tanque de resfriamento e é
observado o tempo até que este totalmente resfriado, com temperatura constante de 4°C.

Embora ndo mostrado no esquema das Figuras 2-a e 2-b, um isolamento de isopor ou
cortica é colocado nas extremidades superior e inferior do corpo-de-prova no tanque de
resfriamento, para garantir que a perda de calor significativa se dé somente pela superficie
lateral.
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(a) TermOmetro

(b) Alca da tampa

(c) Orificio p/ colocagdo
do aquecedor

(d) Termémetro

(e) Suporte de borracha

(f) Parede externa

(g) Parede interna

(h) Fixacdo

(1) Armagio da fixagio

(j) Suporte

(1) Vilvula de drenagem

(m) Aquecedor

‘\(m) 0

(a) Termbmetro
(b) Termbmetro
(¢) Tanque para o banho de dgua
(d) Suporte do corpo-de-prova
(e) Tubo de suprimento de ar
de resfriamento
(f) Vilvula de suprimento de dgua
(g) Suporte vertical
(h) Orificio
(i) Tubo vertical
(j) Dreno

Figura 2. a) Tanque de aquecimento; b) tanque de resfriamento (Furnas, 1997).
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3 FORMULACAO MATEMATICA

Os problemas que envolvem o calor podem ser resolvidos pela equacdo de conducéo de
calor Eq. (1), aqui representada em coordenadas cilindricas.

azT(r,t)+1aT+q_ 10T(r,t) (1)
or? ror k a Ot
em que:

e ( =taxa de geracdo interna de calor;
e k = condutividade térmica;
e o =difusividade térmica;

e T,r,t=temperatura, raio e tempo, respectivamente.

3.1 Difusividade térmica

O equacionamento do problema térmico relacionado ao ensaio de difusividade térmica é
feito considerando um cilindro de raio R e comprimento infinito (fluxo de calor constante e
igual a zero nas extremidades, o que reduz o problema a uma dimenséo espacial r). O cilindro
apresenta uma temperatura inicial uniforme T, e é introduzido em um ambiente com
temperatura diferente T,. Ao longo do tempo, o corpo-de-prova sofrerd variacdo de
temperatura até que todo seu interior alcance a temperatura final igual a temperatura ambiente
Te.

Tao

A%

e

3y
I
=}

Ty

Figura 3 — Cilindro para estudo da difusividade térmica.

Matematicamente, o problema pode ser representado pela equacdo de conducdo
unidimensional Eq. (2), com as condic@es iniciais (Cl) e de contorno (CC), mostradas
equacoes (3) e (4).

0%T 10T 10T

- 2
or?2 ror «aot @)
comO<r<Ret>0.

CI: Tirgy = To 3)
CC:Trp) = To 4)

A solucdo deste problema homogéneo e transiente é classica, reproduzida aqui
conforme Hahn e Ozisik (2012), dada pela Eq. (5).

1 2 Joamm)

T(r,t) =To— (To — To)
R £ BinJramp)

exp(—al?t) )
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em que, J, € J; sdo as funcBes de Bessel de primeira espécie de ordem 0 e 1, respectivamente,
e A S0 as raizes caracteristicas de Jo(3,,-) = 0, €m que os 10 primeiros termos sdo:

[ 2.4048 5.5201 8.6537 11.7915 14.9309 18.0711 21.2116 24.3525 27.4935 30.6346 ]!

3.2 Difusividade térmica com geracdo interna de calor constante

Para o cilindro da Fig. 3, considera-se agora uma geracao de calor interna constante, g,
a equacao que representa o problema é dada como na Eq. (6) e as CC e Cl s@o as mesmas do
problema anterior.

0*T 10T g, 10T
4y yJ0_ 6
6r2+r6r+k a dt ©)

A solucdo da equacdo diferencial parcial pode ser obtida pelo método de separagédo de
variaveis, obtendo-se a solugdo da Eq. (7), baseado em Hahn & Ozisik (2012).

Tt = Too + z C,,J(,@mr)e—“’lfnt + Z—Z (R? —1?) (7
n=1

com C,,, dado por:

_ 22m(To — Tos)J1(ar) — R %]Z(AmR)

Cpp = (8)
W3R anry + i)
em que:
e T, T, =temperaturas inicial e final,
e Jo,J1,J> = funcBes de Bessel de primeira espécie de ordens 0, 1 e 2, respectivamente;
e go = geracdo de calor constante;
e k = condutividade térmica;
e R, r =raio externo e dimensdo radial,
e A, = raizes da equacao caracteristica /o3, z) = 0

3.3 Difusividade térmica com geracao interna de calor genérica

Considerando agora uma geragdo interna de calor genérica, g, pode-se aplicar o
teorema de Duhamel, fazendo na Eq. (7) g, = 1 e T, = 0, chamando-a de uma nova funcgéo
dada pela Eq. (9), substituindo t por (t — 7). @ -7

- 1

—aA2 (f—

Prt—1) = E Cm]O(Amr)e @A (t=7) 4 4k (Rz - .r.Z) )
m=1

A nova solucdo da temperatura para geracdo interna de calor genérica torna-se o
resultado da integral da Eq. (10, Teorema de Duhamel):

1 Fonte: David W. Hahn e M. Necati Ozisik, Table IV-2, pag. 704;
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b a(p
(rt-1)

Ta = f g(r)#d‘[ (10)

r=0
cuja solugdo é dada pela Eq. (11):

it b
T(r,t) =T, + Z Cma/lf,JO(Amr)e_“ﬁ”tf g(f)ea)”z’”fd’l' (ll)
m=1 r=0

Esta solucdo difere da apresentada em Hahn e Ozisik (2012, Ex. 7-5), pois considera a
possibilidade da temperatura inicial ser diferente da final. De qualquer modo, a integral de
9 dentro da solugdo analitica requer um procedimento numerico para ser implementada.

Seja uma discretizacdo temporal em que At,, = t,, — t,_; € uma funcéo y definida pela
Eq. (12):

tn
—g)2 2
Xm(tn) =Xmn=¢€ almtnL g(r)ealmrdl— (12)

Separando os limites de integracdo, tem-se a Eq. (13):
t

tn-1 n
2 2 2 2
Xmn = € %intn f e mtdr + e~ %Fmtn 9e*mtdr (13)
0 th-1
No instante anterior, tem-se:
2 tn-1 2
Xmn-1 = e_almtn_lj g(r)ealmrdr
0
- - 2
Multiplicando ambos os lados por e ~*4mAtn tem-se:

th-1
—aAZ,At —_ —aAdt ar?, T
e me Y mn—1 = € m nj Im€ mtdt
0

Substituindo na eq. (13), tem-se a Eq. (14):
tn
Amn = e—alantan_l + e_al%ltn g(r)eaﬁnrd‘[ (14)
th-1
Entre t,,_, e t,, a funcdo g,, a qual varia dentro do intervalo, pode ser substituida por
g calculada no meio do intervalo At;, = (t, + t,—1)/2 e constante neste intervalo. Portanto,
In = G(aey)- COMiss0, yom » torna-se a Eq. (15):

*

—aA2 9 a2
X = €7y g 5 (1 — e~ @imdtn) (15)

m

A solucdo final para a temperatura pode ser implementada recursivamente como a
Eq. (16):

T(r,tn) =Tw + Z Cma/lznjo(/lmr))(m,n (16)

m=1
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4 RESULTADOS

4.1 Difusividade térmica sem geracdo interna de calor

As analises que se seguem foram realizadas a partir de resultados experimentais do
Laboratério de Concreto de Furnas em Goiania. Para trés concretos diferentes, com Dmax
25mm, 50mm e 12.5mm respectivamente, as difusividades encontradas foram: 0,075 m?/dia,
0,085 m?/dia, e 0,068 m?/dia. Cada um destes valores ¢ a média de trés ensaios realizados em
temperaturas iniciais diferentes.

Implementando-se a Eq. (5) em um programa matematico com temperaturas iniciais de
20°C, 40°C e 60°C e sendo a temperatura final, T, = Ty = 4°C, obtém-se os graficos das Fig.
4a,b,c.

Ambos os gréficos apresentam o tempo decorrido, em horas, no eixo das abscissas e 0
resfriamento, diferenca de temperatura adimensional, no eixo das ordenadas. Dessa forma,
pode-se afirmar que o tempo de resfriamento dependera diretamente do valor da difusividade
térmica.
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Figura 4 - Resultado de ensaio de difusividade térmica: a) Dmax 25mm e b) 50mm; ¢) Dméax 12.5mm.

A comparacao entre a solucdo numérica, a solucdo analitica e o resultado experimental
do ensaio com Dmax 50mm e temperatura inicial de 40°C esta apresentado na Figura 5.

45 -
40 4
35

Temperatura (°C)
= N N w
(6] o wun o

=
o
1

Y

N
VNV oooe

0 T T T T T ]
0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

tempo (h)

ANSYS < Ensaio == = Analitico

Figura 5 — Comparagcéo dos resultados analiticos, experimentais e por MEF para a difusividade térmica.
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4.2  Difusividade térmica com geracao interna de calor constante

Para a simulacdo numérica considerou-se uma temperatura inicial de 36°C e mantendo a
temperatura imposta na superficie lateral do cilindro em 26°C, com uma difusividade térmica
de 0,0782 m#/dia, e as propriedades apresentadas na Tabela 3.

Tabela 3 — Propriedades e caracteristicas do cilindro.

Propriedade Simbolo Valor
Condutividade térmica k 2 Wim.°C
Massa especifica p 2350 kg/m3
Calor especifico c 940 J/kg.°C
Raio R 0,5m
Temperatura inicial To 36.0 °C
Temperatura final To 26.0 °C
Geracdo interna de calor Jo 200.0 W/m3

Os resultados encontrados podem ser visualizados na Fig. 6 para o tempo em que se
obteve a temperatura maxima, 18144 s. A anélise mostra ¥ da se¢éo transversal do cilindro.
Observa-se que no contorno a temperatura permanece constante e igual a 26°C, e a méxima
temperatura é obtida no centro, ou seja, parar = 0.

-,

0,000 0,150 0,300 (m)
L T ]

0,075 0,225

Figura 6 — Isotermas de temperatura do cilindro obtidas com o ANSY'S para geracéo de calor constante.

A Fig. 7 apresenta o grafico comparativo entre as temperaturas analiticas e numeéricas
para diferentes tempos de analises, t = 1 dia e t = 0,2 dias, sendo a temperatura mostrada no
eixo das abcissas e no eixo das ordenadas o raio. Em ambos os casos, a méxima foi obtida
parar = 0, ou seja, no centro do cilindro reduzindo até obter a temperatura do contorno, aqui
também temperatura de equilibrio. Nota-se também que para 0,2 dias as temperaturas foram
maiores que para 1 dia, isso porque, 0 concreto tem uma geracdo interna de calor e,
consequentemente, uma elevacdo inicial de temperatura para, posteriormente, comecar a
resfriar. Assim, nos tempos iniciais ha aquecimento e depois um resfriamento.
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Analitico x Numérico (ANSYS)
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Figura 7 - Comparativo entre as temperaturas analiticas e numéricas para diferentes tempos de analises
para geracédo de calor constante.

Fazendo a andlise para diferentes relagdes adimensionais, r/R, até o tempo de 3 dias,
obtém-se o gréafico da Fig. 8.

Analitico x Numérico (ANSYS)

38,0

36,0

34,0 ez 1 /R=0.0

@bz /R=0.2

r/R=0.4

Temperatura (°C)
w
N
o

r/R=0.6

e /R=0.8

=@ /R=1.0

tempo (dias)

Figura 8 — Comparativo: temperaturas analiticas e numéricas em funcéo do para diferentes razées r/R
para geracédo de calor constante.

4.3  Difusividade térmica com geracéao interna de calor genérica

Alterando apenas a geragéo interna de calor do subitem anterior e mantendo iguais todas
as propriedades térmicas e o raio do cilindro, é possivel comparar a solucdo numérica e
analitica apresentada pela Eq. (16).

A equacéo da taxa de geragdo interna de calor utilizada foi dada pela Eq. (17):

- aVN Nt
— d
g = pe AT O iy (17)
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A Eq. (17) correspondente a uma elevacdo adiabatica de temperatura de equacao
conhecida como “fun¢do Hill”, Eq. (18) (Faria, 2004).

N

.t
— d
AT(t) = AT“ lm (18)

sendo:

AT = 39°C, elevacdo adiabatica (final) de temperatura;
a = 0.8, constante da funcéo, em dia;

N = 2.0, constante da funcéo, sem unidade;

p = 2350, massa especifica, em kg/ms;

¢ = 940, calor especifico, em J/kg°C;

A Fig. 9 mostra os resultados numéricos para o cilindro com a geracéo interna de calor
genérica aplicada. Nota-se que a temperatura da superficie externa apresenta temperatura
constante, dada pela C.C., e as maximas sdo obtidas no centro.

o

Figura 9 — Isotermas de temperatura do cilindro obtidas com o software ANSYS para geracéo de calor
genérica.

0,000 0,150 0,300 (m)
| T ]

0,075 0,225

No grafico da Fig. 10, tem-se a comparacdo dos resultados analiticos e numéricos para
as temperaturas ao longo do raio nas idades de 0.2 e 1 dia. Observa-se que os resultados
foram coincidentes, significando a adequada representacdo numérica do fenémeno.
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Analitico x Numérico (ANSYS)
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Figura 10 - Comparativo entre as temperaturas analiticas e numéricas para diferentes tempos de anélises
para geracao de calor genérica.

Na Fig. 11, sdo dadas as temperaturas em diferentes razdes r/R no decorrer do tempo de
trés dias. As maximas temperaturas sdo para a relacdo r/R = 0, ou seja, no centro do cilindro,
reduzindo até a extremidade. As maximas temperaturas sdo obtidas para um tempo de
aproximadamente 0,85 dias devido a equacdo de geracao genérica.

Analitico x Numérico (ANSYS)

50,0
o ===r/R=0.0
S —6—r/R=0.2
-
©
o —ie1/R=0.4
Q.
g =>=r/R=0.6
[t
—¥=r/R=0.8
=a==r/R=1.0

tempo (dias)

Figura 11 — Comparativo: temperaturas analiticas e numéricas em funcdo do para diferentes razoes r/R
para geracao de calor genérica.

5 CONCLUSOES

As propriedades térmicas dos materiais, notadamente o concreto, sdo importantes para
descrever seu comportamento quanto a geragdo e difusdo do calor. A difusividade térmica ¢
pré-requisito essencial nas analises térmicas, pois relaciona-se com o tempo de resfriamento
do material sujeito a determinadas condic¢des iniciais e de contorno. A geracdo interna de
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calor é necessaria para se modelar o comportamento do concreto em situacdes reais de
servico. Os ensaios calorimétricos para o conhecimento desta importante propriedade sdo
relativamente caros e demorados, apenas sendo possivel de realizar em laboratdrios
especializados. Ja a situacdo descrita, de um corpo-de-prova cilindrico sujeito
simultaneamente a geracdo interna de calor e a um resfriamento forcado pela superficie, é
possivel ser facilmente reproduzida em campo. Com a formulacdo descrita, em que a
temperatura em funcdo do tempo estéa analiticamente relacionada a taxa de geracéo de calor, é
possivel entdo, a partir do histérico de temperaturas medido, calcular por retroandlise a taxa
de geracdo interna de calor. Esta importante propriedade pode ser entdo determinada a partir
de medicOes de temperatura em corpo-de-prova “passivo”, isto €, sem equipamento especial
para controlar o ambiente circundante do corpo-de-prova.

Esta formulacdo torna-se interessante para ser aplicada também na validagdo e
calibracdo de calorimetros semi-adiabaticos, que atualmente sdo os de mais baixo custo
encontrados no mercado e para 0s quais ndo se conta ainda com normalizacéo para calibracéo.

O desenvolvimento tedrico da equacdo analitica da temperatura para uma geracao
interna de calor genérica permitiu utilizar um importante teorema, ainda pouco explorado
nesta matéria, que é o teorema de Duhamel. Diversos outros casos importantes relacionados a
geracdo interna de calor podem ser desenvolvidos utilizando-se a mesma ferramenta tedrica
deste teorema: a) o caso de uma placa infinita, b) o caso do lancamento de uma camada de
concreto sobre um substrato inerte e c) o caso da pés-refrigeracdo. Todos estes casos estdo
sendo explorados para o desenvolvimento de uma solucdo analitica considerando uma
geracgdo interna de calor genérica.

Em termos de modelagem computacional, € sempre importante realizar estudos de
convergéncia de malha, estudando o adequado grau de refinamento do tamanho médio dos
elementos, bem como o grau de refinamento da discretizacdo temporal. A realizacdo de uma
modelagem numérica envolvendo geracdo interna de calor, para a qual a resposta analitica é
conhecida, é capaz de garantir que o refinamento espacial e temporal estdo adequados a
analise em questdo. Isto se faz particularmente importante antes de se realizar a modelagem
de grandes estruturas em que o refinamento da malha causa um aumento exponencial do
esfor¢co computacional.

Por fim, este caso de geracdo interna de calor genérica em cilindro com temperatura
imposta na superficie vem a compor um importante caso de benchmark nesta area de
simulacdo numérica do concreto nas primeiras idades a se integrar ao esforco internacional
sendo engendrado neste sentido (TU COST 1404).
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ANEXO

Script Freemat da implementacdo da solugdo analitica para geragdo de calor genérica

% CylindricHGenNecatiOsisikp296.m

% David Hann e Necati Ozisik, Heat Conduction, 2012

% Exemplo 7.5, pag 295

% ** * *

% ENSAIO DE GERACAO INTERNA DE CALOR POR CALORIMETRO SEMI-ADIABATICO
% Cilindro infinito de raio "b"

% com temperatura inicial diferente de a Tf

% sujeito a condicdo de contorno de tempeatura imposta igual a Tf = Ti

%x * ** ** ** **k* ** * ** ** **k* ** * *

clear all; clc; format long

Ti =36;

Tf = 26;

b=0.5; % m - raio externo

h2 = 0.07822544137619 / 86400; % m2/s - difusividade térmica

k=2.0; % W/m2°C - condutividade térmica

t = 0:864:864000; % s - tempo em segundos

r =[ 0 b/5 2*b/5 3*b/5 4*b/5 b]; % interessa o resfriamento do centro do corpo-de-prova
nr = length(r);

q0 = 39*k/h2;

%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % % %% %% % % %% %% %% % % %% %% %% % %% % %% % % %% %% %
%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%

% raizes da equacdo caracteristica:

% JO(mi(n)*b) =0

%
mi = [ 2.4048 5.5201 8.6537 11.7915 14.9309 18.0711 21.2116 24.3525 27.4935 30.6346 ]/b;
%
9%6%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% % %% % %% % %% % % %% %%

fori=21:nr
forn=1:10
JOr(n) = Bessel(0,mi(n)*r(i));
% JOb(n) = Bessel(0,mi(n)*b);
J1b(n) = Bessel(1,mi(n)*b);
% J2b(n) = Bessel(2,mi(n)*b);
% C(n) =JOr(n)/mi(n)/J1b(n);
% C(n) =(2*mi(n) * (Ti-Tf) *JI1b(n) - b/ k *JI2b(n) ) / ( mi(n)*2 * b * (JOb(n)"2 + J1b(n)"2) );
end

=L
9.(4)=0;
soma = 0;
forn=1:10

phi(j,n) = 1;
% soma = soma + C(n) * phi(j,n);
soma = soma + JOr(n)/(mi(n)*b*J1b(n)) * phi(j,n);

end
Teta(j,i) = Tf - soma;

for j = 2:1001
g_(j) = q0*(0.8*86400)"2*2*((t(j)+t(j-1))/2)"(2-1)/((0.8*86400)"2 +((t(j)+t(j-1))/2)"2)"2;
soma = 0;
forn=1:10
Po(j,n) = g_(j)*b"2/(k*(Ti-Tf));
phi(j,n) = Po(j,n)/(mi(n)*b)"2*(1-exp(-h2*mi(n)"2*(t(j)-t(j-1)))) + phi(i-1,n) * exp(-h2*mi(n)"2*(t(j)-t(-1))) ;
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soma = soma + JOr(n)/(mi(n)*b*J1b(n)) * phi(j,n);
end
Teta(j,i) = Tf + 2*soma*(Ti-Tf);
end
end

tdia = t/86400;

plot(tdia, Teta);
set(gca,'position’,[0.12 0.15 0.8 0.8]);
ylabel("Temperature (°C)");
xlabel(‘time (days)");
legend(‘Analytical’);
print('HanOsisikEx7_5p314.png’);

Res = [ tdia Teta ];
save('CylindricHGen.txt','Res");

soma = 0;
for j=1:1001
soma = g_(j)*864 + soma;
end
Q(j) = soma;
Tadi = Q(j)*h2/k

% Salvar o script abaixo como outro script com o nome de Bessel.m e deixar na mesma pasta de trabalho do script principal
function out = Bessel(a,z)

soma = 0;
for m=0:100
soma = soma + (-1)"m/gamma(m+1)/gamma(m+a+1)*(z/2)"(2*m+a);
end
out = soma;
end
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