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Resumo. O método dos elementos de conservagcdo espagco-tempo e elementos de solugdo
(CE/SE) é um método multidimensional robusto e acurado proposto por Chang em 1991. Fun-
damentado na resolucdo de leis de conservacdo, tal método é caracterizado por explorar, de
modo conjunto, as formas integrais e diferenciais das leis de conservacdo. Apresenta-se, neste
artigo, o desenvolvimento de um novo esquema CE/SE explicito para a solugcdo das equagoes
de Saint Venant unidimensionais, utilizando funcéoes de base polinomiais de segunda ordem.
Diferentemente dos esquemas tradicionais compostos por quatro varidveis de marcha, na pre-
sente formulacdo, as varidveis dindmicas sdo aproximadas localmente por um polinémio de
Taylor de segunda ordem, de modo que as equagoes resultantes sdo constituidas por seis in-
cognitas. As relacoes pertinentes as duas varidveis adicionais sdo obtidas combinando-se as
equacgoes de continuidade e quantidade de movimento. Para demonstrar a acurdcia, eficiéncia
e robustez do método, problemas de ruptura de barragem, escoamentos subcriticos e transcri-
ticos sdo simulados numericamente. Os resultados comprovam que o esquema proposto possui
alta habilidade em capturar choques e descontinuidades.
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Meétodo CE/SE com F. B. Polinomial de 2¢ O. Para as Eq. Saint Venant Uni.

INTRODUCAO

Os métodos convencionais de dindmica de fluidos computacional (CFD) focam na discre-
tizacdo das equagdes diferenciais parciais (Liu et al., 2015). Por outro lado, o método dos
elementos de conservagdo espago-tempo e elementos de solu¢do ou, de modo abreviado, mé-
todo CE/SE, considera na sua formulacdo, informagoes tanto da forma diferencial quanto da
forma integral das leis de conservacao (Chang e To, 1991). Esta estratégia se justifica pelo fato
de que a representacdo diferencial de uma lei de conservacgdo surge da lei integral sob a hipdtese
de que a solucdo fisica € suave, situagdao que € dificil de realizar numericamente numa regiao
de rapida mudanca, tal como uma camada limite turbulenta (Chang et al., 1999).

No método CE/SE original, a varidvel fluxo Q e o gradiente espacial Q, s@o considerados
como incdgnitas e sdo resolvidos simultaneamente (Zhang et al., 1999). Por tanto, para um
sistema de equacgdes unidimensionais como Saint Venant

Oh  O(uh)

7o = O .
owh) 0 (5 1 5\
A b o (wenee o) = ahisi, - 51 .

obtém-se convencionalmente quatro varidveis de marcha: Q= (h, ¢q) e Q. = (h;, ¢.), em que
h(z,t) é a profundidade do fluxo (m); ¢ = uh sendo u(x,t) a velocidade média do escoamento
(m/s) na direcdo x; x € a distancia ao longo do canal (m); ¢ € o tempo (s); g € a aceleracdo da
gravidade (m/s?) e Sy, é a inclinagio do fundo do canal. A resisténcia do escoamento pode ser
avaliada pela relacido (Chaudhry, 2008, p. 249):

= 3)

com coeficiente de Manning 7 (m~1/3s) e fator de correcdo para unidades Cy (no SI, Cy = 1,

enquanto que em unidades inglesas, Cy = 1, 49).

As equacdes de Saint Venant constituem um dos modelos mais comumente usados na ané-
lise de fluxo de dguas rasas em rios ou dreas costais (Yang et al., 2015), sendo que (1) e (2) re-
presentam sua forma conservativa unidimensional para um canal retangular (Chaudhry, 2008).
Molls e Molls (1998) e Zhang et al. (2012) desenvolveram esquemas pela formulagdo CE/SE
para as equagOes de dguas rasas unidimensionais e bidimensionais, simulando o problema de
ruptura de barragem nestas dimensdes. Molls e Molls (1998) apresentaram, ainda, simulagdes
de ressalto hidrdulico 1D e 2D.

Este trabalho tem por objetivo apresentar o desenvolvimento de novos esquemas CE/SE
para as equacdes (1) e (2), utilizando funcdes de base polinomial de segunda ordem em x e ¢
(as abordagens convencionais utilizam polindmios de primeira ordem). Para isso, este artigo
¢ organizado da seguinte maneira: na se¢do 2, sdo elencadas as principais caracteristicas do
método, como defini¢des dos elementos de conservacdo (CE) e dos elementos de solucdo (SE),
bem como as aproximagdes das leis diferenciais e integrais de conservacdo. Deduz-se, ainda
nesta secdo, as equagdes que regem o esquema de marcha. Na secdo 3, alguns estudos de
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caso sdo simulados, como problemas de escoamento subcritico e transcritico, além do cldssico
problema de ruptura de barragem unidimensional. Por fim, na sec¢do 4, sdo apresentadas as
conclusdes e consideragdes finais.

DESENVOLVIMENTO

Para aplicar o método CE/SE, as formas conservativas das equagdes (1) e (2) sdo reescritas,
respectivamente, como

oh  Oq
7t = O @
dq  Of
o tor T ©
em que
2 2
g 1 n°1qlq

Agora, pelo teorema da divergéncia de Gauss no espaco R?, tem-se que as equagdes em (4)
e (5) representam as formas diferenciais das leis integrais de conservacao

7{ Q. ds—0 e f P-ds:/de, (7)
S(V) S(V) 1%

em que S(V) representa o contorno de uma regido espago-tempo V' C R? e Q e P os campos
vetoriais

Q=(h,q) e P=(q f). (®)

Seja W o conjunto de todos os pontos de uma malha em V, conforme Fig. 1(a). Para
cada (i,j) € W associa-se um elemento de solucdo, denotado por SE(i, j) e definido como
sendo o interior de uma regido espaco-tempo limitada por uma curva pontilhada, conforme Fig.
1(b). Note-se que o elemento de solugdo é basicamente uma vizinhanga dos segmentos de reta
horizontal e vertical centrados em (i, 7).

Para todo (z,t) € SE(i, ), h(z,t) e ¢(x,t) sdo aproximados por polindmios de Taylor de
segunda ordem, dados respectivamente por

W(etiid) = b+ ()l =2 + (N = t) + o (hea)ie = )7 +

i

(] = )t = 1) + 5 ()i — 1, ©
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Meétodo CE/SE com F. B. Polinomial de 2¢ O. Para as Eq. Saint Venant Uni.

¢ (@ t0g) = a4 @) a0+ @~ 1) + e — ) +
()i = )¢ = 1) + (a6 — 1,7

Observa-se a partir da Eq. (6), que F' € funcdo explicita das varidveis h e g e

Je = gih + 85%7 Ji= f he + aﬁ@t;
foa = gzéhi gig‘hx@t+'%iQQ§ aihmp+-gfq
for = gzﬁh hy + aa;éf haqe + aa;g gzl + gQJ;qgcQt + g‘fihxt + gqut,

(10)

(1)

(12)

(13)

(14)

isto €, f e suas derivadas de primeira e segunda ordem sdo todas funcdes de h, ¢ e suas respec-
tivas derivadas. Por essa razdo, a fungdo f pode ser aproximada também por um polindmio de

Taylor de segunda ordem

i—1 i i+1
i—3/2 i—1/2 i+1/2 i +3/2
\ \ \ \ .
:***#***7*******1***“***7* J+1
| | | | | | |
I A
At2l 0
— -t b b I
| | | |
S | i TR L Gg)
i e e e e =12 e
T T At/2
T L e il e le__ i -1
Az/2 | Az/2 Az/2 Ax/ﬂ
(a) Malha ¥ (b) SE(i,j)
(4,9) (4, 7) (4,7)

(i—1/2,j-1/2)
(©) CE_(i,])

(i+1/2,5—1/2)
(d) CEL(i,])

(i—1/2,5—-1/2)
(e) CE(i, )

(t+1/2,5—-1/2)

Figura 1: Formacao da malha espaco-tempo ¥ escalonada (a), bem como elementos de solucio (b) e ele-
mentos de conservacio espaco-tempo (c), (d) e (e), todos formulados conforme Chang ef al. (1991) e Chang

(1993).
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f*<l',t;i,j> = fzj + (fx)z(x - wz) + (ft)z(t - tj) + %(fxw)i(m - xi)2 +
(il = 20)(t = t5) + Sl = )7 (15)

de tal forma que seus coeficientes sao dependentes das varidveis dinamicas h, q e de suas deri-
vadas.

Por outro lado, aproxima-se o termo fonte /' por um polindmio de Taylor de primeira
ordem, pois 0 mesmo possui derivada de uma ordem a menos que h e ¢ nas equacdes (4) e (5).
Assim,

F (2,131, 5) = F + (Fo)l (@ — @) + (F)I(t — ;). (16)
Para todo (z,t) € SE(i, j), aproximam-se as equagdes em (4) e (5) por

oh*  dq* oq*  Oof
o T V¢ o T T

F*. a7

respectivamente. Com isso, os campos vetoriais em (8) sdo aproximados por Q* = (h*, ¢*) e
P* = (¢*, f*), de modo que as correspondentes leis integrais em (7) sdo aproximadas por

j{ Q -ds=0 e j{ P*-ds:/F*dV. (18)
S(V) S(V) 1%

Substituindo-se as equagdes (9), (10), (15) e (16) em (17), obtém-se

(ht)g = _(Qm)ga (htt)f = f(ta)g, (hxt)f = —(Qxa:)f, ' (htt)f = (fxx)gv ' (19)

Comparando-se as equacoes (6), (11)-(14), (19) e (20), verifica-se que as aproximagdes (9),
(10), (15) e (16) dependem apenas das varidveis

W (ha)l, (hee)) @ (@) € (Gua)l, (21)

isto é, os seis termos em (21) sdo as dnicas varidveis de marcha associadas com o ponto (i, j)
da malha W.

As regides retangulares ndo sobrepostas que dividem o dominio (ver Fig. 1(a)), serdo
referidas como elementos de conservacdo C'E(i,7) (Fig. 1(e)). Cada ponto (7,j) € ¥ estd
associado a dois CE’s, denotados por CE_(7,j) e CE,(i,7) (ver Fig. 1(c) e Fig. 1(d)). O
contorno de um CE é composto por dois SE’s, por exemplo, o contorno de C'E_ (i, j) é formado
por SE(i,j) e SE(i — 1/2,5 — 1/2) (Chang, 1995; Chang et al., 2000).
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Meétodo CE/SE com F. B. Polinomial de 2¢ O. Para as Eq. Saint Venant Uni.

Avaliacao de hf e qf

Para prosseguir, avalia-se as integrais de linha em (18) sobre o 7j-ésimo elemento de con-
servagao, isto €,

j[ Q -ds=0 e % P*-ds:/ F*dv, (22)
S(CE+(i,5)) S(CE+(i,5)) CE4 (i,5)

de modo que h{ e q{ podem ser obtidos, apds todas as simplificagdes, como

j Lsjap | 3j-172 Az® j

ho= 5 (RO RL) = Sy (e 23)
; Lz jm1/2 At [ ~i1)2 1/2 Ax? ;

G = 2 (qg—l//2 + q§+1//2> + e (‘Fij—l//2 + Fz']+1//2> - ﬂ(qﬂm)z’ 24)

respectivamente, onde

b= hi e Ay Ay AL AT AT 25)
A L vl Ul et ey e (Ol yye C O

y - Ax - Az? At o A VAN A :
YR Y A — Y —— Y J_ J 2

hz h'L 4 (hx)z + 24 (hmﬁ) Ai[}qz AAT (qt)z UNAT (qtt)’w ( 6)
A Ax - Az? At2 At3 :

A‘.Y g —_— — — ] j 27
- . Az - Ax? . At2 At3

Fo— g — 2 ) i =l 2

ql qZ 4 (q$)’t + 24 (q55$) fZ (ft) 24A (ftt)’t’ ( 8)

. A At oy ; A - At

Bl = F+—(R)+(R)] e Fz = Fi — (R + (R, (29)

Saliente-se que (), (qu)’» (f:)? e (fu)! sdo calculados conforme equagdes (11)-(14), (19)
e (20), isto é, utilizando sempre as varidveis em (21).

As varidveis h] e ¢/ em (23) e (24) dependem de (h,.)! € (¢...)!, respectivamente. Dessa
forma, necessita-se avaliar previamente (h.)? € (¢y.)-

Avaliacdo de (h,) e (q,)]

Seja m o ntimero de leis de conservac¢do unidimensionais a serem resolvidas. No método
CE/SE tradicional existem 2m varidveis de marcha independentes para cada ponto (i, ;) da
malha (Chang et al., 1999, p. 96). O esquema proposto neste trabalho supde seis varidveis de
marcha, ou seja, duas a mais que o esperado. Para contornar esta situa¢do, combinaremos as
equacoes (4) e (5), da seguinte maneira

h 0%q

B o on 3y oF

! AT S5t o =0 (30)
Otox Ox Ox
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Assim, integrando a equagao anterior sobre os elementos de conservagio C'E. (i, j) e apli-
cando teorema da divergéncia, obtém-se

/ divF*dV = % F*-ds=0, (31)
CE4(i,j) S(CE+(i,5))

em que F*(x,t;4,j) = (—f* + F*, h}). Tomando f, = f, — I, aEq. (31) se torna

) 1 . . Ax j— j—
@ = 3@ @ T (e - @] +
At 1 e g yi-we] L AP T e g e
Az [(fﬂc)iflﬂ - (fz)i+1/2:| + 4Ax [<f””t>i*1/2 N <f"”t)i+1/2} ' 52)

De maneira equivalente, considerando F* = (¢, h%) em (31), teremos

. 1 . . Ax . .
(ha)] = —{(hx>z+b/§+<hx>zf//§+—[<hm>~ziﬁ—w;b@] +

2 4
At - - At? - -
o L@ — @I+ i @l — )] } SEEE)

Avaliagdo de (/,,)” € (¢u, )]

Para evitar oscilagdes causadas por descontinuidades, calcula-se (A, )! € (¢y.)] por meio
de uma média ponderada entre as diferencas regressivas e progressivas (Zhang et al., 2012)

(hxx)g = W{(hiz)f, (h;x)z’ a} € (qccx)z = W{(Q$x)3> (q;x)Z’ Oz}, (34
onde a funcdo W € definida como (Chang e To, 2010)

0 ,sexy =z =10

W(zry,z_,«a) = a a , (35)
2+ .7:; i |w,\ax+ ,se|ry|+]z_| >0
|z + Ja]

—1/2
) = o [ o= ] 0o = {het So0s Y 36)

xx /1 x 7;:|:1/2 /g | T 7;:|:1/2 x xt 3

Az 2 i+£1/2

| 9 | | | A YV

= e (@ — @] @)y = {0+ S . 37
(qmm)z AZL‘ (qx)tﬂ/g (q )z ) (qx>7,j:1/2 q + 9 qut o ( )
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Meétodo CE/SE com F. B. Polinomial de 2¢ O. Para as Eq. Saint Venant Uni.

A média ponderada das derivadas de segunda ordem € controlada pelo pardmetro «v. Quan-
do a = 0, W € equivalente a diferencas finitas centrais e € adequado para regides suaves,
enquanto que « igual a um ou dois siao usados em regides com descontinuidades (Zhang et al.,
2012). Neste trabalho, utiliza-se o« = 1.

Consisténcia, erro de truncamento e estabilidade

Suponha-se inicialmente que as solugdes u e ¢ das equagdes (1) e (2) sejam fungdes suaves
de modo que u,q € C*°(V) e ainda que f(u,q) € C*°(V). Neste caso, as fungdes u, g e f
podem ser expandidas em série de Taylor na vizinhanga de (2;,t;_1/2) € V C R%. O mesmo ¢é
possivel para suas derivadas, isto é, para as fungdes h, he, @y Quas Gts Gt ft € fr. Substituindo
estas expressoes em série de Taylor devidamente nas equagdes (4) e (23), a0 mesmo tempo em
que as subtraimos, teremos

To(xiyti12) = O(AtY) + O(Az?) + O(AtAz?). (38)

A Eq. (38) representa o erro de truncamento decorrente ao aproximar-se a Eq. (4) por (23).
De modo anédlogo, obtemos os erros de truncamento

Ti(zitioip) = O(AE) + O(Az?) + O(AtAz?), (39)
T\(I],I ($i, tj_l/g) = O(Atg) =+ O(AI’4) + O(AtAfEZ) = T\gz (.I'i, tj_1/2>, (40)

obtidos com as aproximacdes (24), (32) e (33), respectivamente. Pelas equacdes anteriores,
temos que os erros de truncamento 7, j;’q’hw’qw (x, ti—1 /2) — 0 quando At, Ax — 0. Quanto
a (hae)] € (que)’, pelas equacdes (34) e (35), temos que seus respectivos erros de truncamento
sdo da ordem de (h,)! e (¢,)]. A condigdo de estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
€ restrita por (Zhang et al., 2012)

A
CFL = A—;max(|u| + v/ gh), (41)

onde o ndmero de Courant satisfaz 0 < CFL < 1.

SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secdo apresenta-se simulagdes numéricas sobre trés estudos de caso: o problema
unidimensional de ruptura de barragem (subsecdo 3.1 a seguir) e problemas de escoamentos
subcriticos (sec¢do 3.2) e transcriticos (sec¢ao 3.3).

Problema de Riemann: ruptura de barragem

Nesta secdo considera-se um problema ideal de ruptura de barragem sobre um dominio
molhado, isto €, a quebra de barragem € instantanea, o fundo é plano e ndo existe resisténcia
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ao escoamento. As condic¢des iniciais para esta configuracdo seguem o cldssico problema de
Riemann

h; , paraOm < z < xogm
h(z,0) = . com by >h, e ulz,0)=Omis. (42)
h, , paraxom < x < Lm

O dominio considerado é Om < x < 2000m, o = 1000m e a solu¢do analitica pode ser
encontrada em Stoker (1957, p. 333) ou Delestre et al. (2013).

As varidveis do esquema sdo computadas com as equagdes (23), (24), (32), (33) e (34).
Apresenta-se nas Fig. 2(a) e Fig. 2(b) um comparativo entre as solugdes analitica e numérica,
calculadas no tempo ¢t = 52s, com n + 1 = 201 pontos, incremento espacial Ax = 10m e
profundidades iniciais a montante e a jusante h; = 10m e h,, = bm, respectivamente. Notemos
que a resposta numérica € coerente com a analitica, embora apresente suavidade que a distancie
nas regioes com mudancas abruptas.

10 cmm————— ; 4 ; ; ;
CE/SE-2 o CE/SE-2 o
9 Analitica 35 Analitica 7
3 - -
8 4 . 25F i
g g 2 -
=
r } ® sk .
0)
6 N 1F X i
0.5 o -
Q Q
5 ! ! 1%y () d— L 1%
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
X (m) X (m)

() (b)

Figura 2: Elevacao da superficie da agua / e velocidade  para o problema de ruptura de barragem, com-
putada no tempo ¢ = 52s, utilizando uma malha uniforme com 201 pontos, incremento espacial Az = 10m
eh,./hy=0,5.

Pode-se aprimorar a solu¢do numérica modificando-se as aproximagdes de (h,)? e (q.)]

K3 K3

por

(ha)l = WA(hD)], ()] e} e (a:)] = W{(gD)] ()], 0, (43)
em que (h;)] e (q;)]

¢ sd0 calculadas em termos de h{ e q{, semelhantemente a (36) e (37),
respectivamente.

Esta nova abordagem ¢ apresentada no algoritmo 1 e, neste caso, as equagdes (32) e (33)
desempenham o papel de aproximagdes iniciais num processo iterativo (ver algoritmo 1), que,
para nossas simulagdes, convergem em 3 ou 4 iteracdes numa tolerancia de 1076,

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Meétodo CE/SE com F. B. Polinomial de 2¢ O. Para as Eq. Saint Venant Uni.

Os gréficos constantes na Fig. 3 foram construidos com o esquema constante no referido
algoritmo 1, sob as mesmas condicdes € com os mesmos parametros utilizados para obter a
Fig. 2. Observemos que esta solu¢do numérica € superior a anterior, sobretudo no que tange as
regides de rdpidas mudancas.

Conforme Zhang et al. (2012), a razdo h, /h; é um importante indice para julgar a aplicabi-
lidade e a acurdcia de esquemas numéricos no modelo 1D de ruptura de barragem. Segundo os
mesmos autores, os regimes de escoamentos subcritico e supercritico existem simultaneamente

num canal

sem fric¢do, horizontal e retangular, quando h,./h; < 0,138. Altera-se, neste sen-

tido, estes parAmetros para uma razdo h,/h; = 0,01. Os resultados simulados sdo mostrados
nas Fig. 3(c) e Fig. 3(d).

Algoritmo 1: Algoritmo CE/SE-2

inicio

repita

fim

Defina tolerancia tol, 7 = 0;

j=j+1i=0
repita

t=1+1, k=1
Calcule (¢,)] e (h,)! com as equagdes (32) e (33), respectivamente;
Calcule (qm) ' (he »)) com as equagdes em (34);
Calcule ¢/ (k) e k] (k) com as equagdes (23) e (24), respectivamente;
repita
Calcule (¢,)! e (h,)! com as equagdes em (43);
Calcule (qm) e (hzz)! com as equagdes em (34);
Calcule g(k+1)e h!(k + 1) com as equagdes (23) e (24), respectivamente;
0+ 1) — B (k) < tol e |l (b + 1) — @/ (k)| < tols

até i =n — 1;
até j =q—1;

Adota-se o esquema modificado (algoritmo 1) nas simulagdes numéricas que se seguem,
tendo em vista sua superioridade.

Escoamento subcritico

Os escoamentos subcriticos e transcriticos sdo todos simulados sobre um canal com com-
primento L = 20m, sem resisténcia ao escoamento (Sy, = 0) e com uma topografia de fundo

dada por

4 — _ 2
M , se8m < x < 12m,
- 20 (44

0 , caso contrario,
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Figura 3: Elevacao da superficie da agua / e velocidade u para o problema de ruptura de barragem, com-
putada utilizando-se o algoritmo 1, no tempo ¢ = 52s, numa malha uniforme com 201 pontos e respectivo
incremento espacial Az = 10m, sendo: (a)-(b) 2; = 10m e h,, = 5m, (¢)-(d) »; = 10m e h,, = 0, Im.

e cujas respectivas solugdes analiticas podem ser encontradas em Delestre et al. (2013).

O problema de escoamento subcritico tem condigdes iniciais i + 2 = 2m e ¢ = 0m?/s e
as condi¢des de contorno sdo escolhidas como ¢ = 4,42m? /s a montante (upstream) e h = 2m
a jusante (downstream). Pode-se observar, conforme Fig. 4(a) e Fig. 4(a), que as solucdes
numéricas obtidas apresentam boa concordancia. Estas solu¢des foram construidas numa malha
uniforme com n + 1 = 101 pontos (Az = 1/5).

Escoamento transcritico

Consideraremos nesta secao duas situacdes: um problema de escoamento transcritico sem
formacdo de choque e um segundo problema, também de escoamento transcritico, mas com
formacdo de choque transiente.

No primeiro caso, o escoamento € fluvial a montante e se torna torrencial na parte superior
da saliéncia (Delestre et al., 2013). As condic¢des iniciais podem ser feitas iguais a h + z =
0,66m e ¢ = Om?/s e, como condi¢des de contorno, ¢ = 1,53 m?/s a montante € h = 0, 66m
a jusante (enquanto o escoamento € subcritico) (Yang et al., 2015). Nas Fig. 5(a) e Fig. 5(b)
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Figura 4: Elevacao da superficie da agua h (a) e velocidade u (b) para o problema de escoamento subcritico,
apos convergéncia em ¢t = 100s, computada numa malha uniforme com 101 pontos.

encontram-se os graficos da profundidade h e velocidade u, calculadas no tempo ¢t = 100s,
quando as solugdes atingem seus respectivos estados estdveis.
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Figura 5: Elevacao da superficie da agua h e velocidade u para os problemas de escoamento transcritico
com (c) e (d)) e sem formacao de choque ((a) e (b)), apds convergéncia em ¢ = 100s, computada numa malha
uniforme com 101 pontos e correspondente incremento Az = 1/5.
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No segundo caso, o escoamento torna-se supercritico no topo da lombada, mas torna-se
novamente fluvial apés um salto hidraulico (Delestre et al., 2013). As condi¢des iniciais con-
sideradas sdo h + z = 0,33m e ¢ = Om?/s, enquanto que as condi¢gdes de contorno a jusante
e a montante sdo ¢ = 0,18m?/s e h = 0, 33m, respectivamente. As solu¢des numéricas sao
comparadas com as analiticas e, conforme Fig. 5(c) e Fig. 5(d), sdo devidamente acuradas.

Ordem de acuracia experimental

Com o problema resolvido numericamente na se¢do 3.3 realiza-se uma andlise de acurécia
experimental. A Tabela 1 organiza os erros computados na norma L' em diferentes incrementos
Ax. Denota-se CE/SE-1 e CE/SE-2 aos esquemas com fungdes de base polinomial de ordens 1
e 2, respectivamente.

Tabela 1: Ordem de acuracia experimental das solu¢bes numéricas relativas ao problema de escoa-
mento transcritico sem choque (secfio 3.3), computadas na norma L' e no tempo ¢ = 100s.

Az CESE-1 CESE-2
Erroy, Ordemy, Erro,, Ordem,, Erroy, Ordemy, Erro,, Ordem,,
L/25 | 9,82E-02 4,96E-01 1,45E-01 3,70E-01

L/50 | 2,76E-02 1,8 1,41E-01 1,8 3,61E-02 2,0 1,07E-01 1,8
L/100 | 7,54E-03 1.9 3,93E-02 1,8 1,04E-02 1,8 3,17E-02 1.8
L/200 | 2,19E-03 1,8 1,16E-02 1,8 3,25E-03 1,7 9,71E-03 1,7

t h—CESE-1 ~—-x-- E E h—CESE-1 ---x---
u—CESE-1 --&-— 2 [ u-CESE-1 ——&-—
h-CESE-2 ---¢--- e ] | h—-CESE-2 ---0---
U~ CESE-2 ~a e 1 L u-CESE-2 &
Ordem 2 =g @ Ordem 2 B
0.1 A X o 0.1 i
w - - = ©
001 3 0.01 J
F o
X
0.001 : : —_— 0.001 : : —_—
0.1 1 0.1 1
log(Ax) lOg(AX)
(a) (b)

Figura 6: Graficos em escala log-log dos erros versus incremento espacial Az, para os esquemas CE/SE-1 e
CE/SE-2, calculados no tempo ¢t = 100s, em que: (a) Norma L', conforme Tabela 1 e (b), Norma L2.

Os gréficos constantes nas Fig. 6(a) e Fig. 6(b) sdo construidos em escala log-log a partir
dos dados tabelados em 1. O comportamento/acurécia dos esquemas sao semelhantes. A ordem
experimental calculada na norma L' se aproxima de 2, enquanto que na norma L2, est4 tendendo
para ordem 1.
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CONCLUSAO

Este artigo apresenta o desenvolvimento de um novo esquema CE/SE explicito para a solu-
¢do das equagdes de Saint Venant unidimensionais, utilizando polindmios de Taylor de segunda
ordem no tempo e no espago como fungdes de base. Diferentemente dos esquemas tradicionais
com fun¢des de base de primeira ordem, compostos por quatro varidveis de marcha, no presente
esquema, as varidveis dindmicas foram aproximadas localmente por um polindmio de Taylor
de segunda ordem, de modo que as equagdes resultantes tornaram-se dependentes de seis varid-
veis de avango no tempo. Para obter as relagdes pertinentes a estas duas incdgnitas adicionais,
utiliza-se novas equagdes diferenciais obtidas pela combinagdo entre as equacdes da quantidade
de movimento e continuidade do modelo de Saint Venant.

A andlise de erro na se¢@o 2.4 mostrou que o esquema ¢ dominado pelo fator At. Esquemas
CE/SE com polindmios de primeira ordem possuem erro de truncamento semelhantes aqueles
dados pelas equacdes (39) e (40), isto por que suas equagdes seguem o padrao de (32) e (33)
(Molls e Molls, 1998; Zhang et al., 2012), e assim, também sdo da ordem O(At).

Observa-se a necessidade de se calcular as varidveis (h,)? e (¢.)] de modo analogo as va-
ridveis (has)? € (que ), isto é, utilizando-se da fungdo W (x_, ., ), para que se possa alcancar
uma resposta mais proxima da ideal, sobretudo no que tange as regides de rdpida variagdo,
conforme estudos numéricos realizados.

Conclui-se, por fim, que o esquema proposto possui considerdvel habilidade em capturar
choques e descontinuidades, mesmo sobre malhas levemente refinadas (observe que utilizou-se
Az = 10m para o problema de Riemann e Az = 0, 2m para os demais problemas).
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