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Abstract. O escoamento laminar bidimensional de um fluido incompressivel, governado pelas
equacOes de Navier-Stokes, € o foco deste trabalho. Para tanto, utilizou-se o método de
volumes finitos (MVF), com esquema de aproximacao de segunda ordem (CDS), além de um
método de projecdo com correcdo incremental na pressdo e convergéncia temporal de
segunda ordem. O solver utilizado foi 0 método de Gauss-Seidel red-black. Para a obtencéo
da solucédo, foi empregado o método multigrid geométrico, com esquema de correcédo CS,
restricdo por ponderagdo completa, prolongacéo utilizando interpolacéo bilinear e nimero
maximo de niveis para os casos estudados. A paralelizacdo do multigrid foi realizada
aplicando-se uma metodologia de particionamento do dominio a cada uma de suas
componentes algoritmicas: solver, restricdo, prolongacéo e calculo do residuo. Foi possivel
testar a superioridade do multigrid em relacdo a utilizacdo do método de malha Unica
(singlegrid). Finalmente, com a paralelizacdo do método multigrid foi possivel reduzir em até
8 vezes, utilizando 14 processadores, o tempo de CPU necessario para se obter as solucfes
das equacdes de Navier-Stokes.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho foi resolvido numericamente o problema do escoamento laminar
bidimensional de um fluido incompressivel governado pelas equagdes de Navier-Stokes com
condicdes de contorno de Dirichlet para as velocidades.

Utilizou-se um método de projecdo com correcdo incremental na pressdo e convergéncia
temporal de segunda ordem. O primeiro, e mais simples, método considerado de projecéo foi
proposto por Chorin (1968) e Temam (1969). Utilizando o método de Euler na discretizacéo
temporal o algoritmo consiste em criar uma velocidade auxiliar com a qual se estima as
velocidadades no passo de tempo atual a partir do valor das velocidades no passo anterior
ignorando a pressdo. A partir da velocidade auxiliar é calculada a pressdo, sdo aplicadas as
condigBes de incompressibilidade e realizada a corre¢cdo da velocidade no tempo atual. O
aspecto mais atrativo do método é a solucdo de equaces elipticas em cada uma das etapas do
algoritmo, no entanto, a acuracia do método é prejudicada devido a imposicdo de condicdes
de contorno de Neumann artificiais.

Goda (1979) observou que adicionando o valor do gradiente de pressdo de uma iteracéo
anterior a primeira etapa do algoritmo de Chorin (1968), a qual ignora a pressdo
completamente na primeira etapa, a acuracia do algoritmo aumenta. Esta observacdo foi
utilizada por Van Kan (1986) na formulacdo de um método de correcao na pressdo de segunda
ordem. O método em questdo é conhecido como esquema de correcdo incremental na pressao
na forma padrao.

Em Bell et al. (1989) encontra-se um método de projecdo bastante conhecido, similar ao
de Van Kan (1986), ou seja, consiste em um esquema de correcdo incremental na pressdo na
forma padréo.

Na tentativa de superar o problema de se ter a acuracia afetada devido a condicbes de
contorno impostas a pressdo, Timmermans et al. (1996) propuseram adicionar o divergente das
velocidades auxiliares na segunda etapa do algoritmo de Van Kan (1986). Esta pequena
modificagdo conduz a melhorias na taxa de convergéncia da presséo.

Em Kim e Moin (1985) encontra-se um método de projecdo que, como o método de
Chorin (1968), ignora a presséo na primeira etapa do algoritmo e ndo realiza a corre¢do da
pressdo na segunda etapa, no entanto apresenta taxas de convergéncia similares as obtidas
pelo esquema de correcdo incremental da pressdo na forma rotacional de Timmermans et al.
(1996). Pelo fato de ignorar a presséo na primeira etapa e néo realizar a corre¢do da mesma na
segunda etapa Brown et al. (2001) referem-se ao esquema de Kim e Moin (1985) como um
método de projecdo independente da presséo.

Em Orszag et al. (1986) e Karniadakis et al. (1991) é apresentado uma nova classe de
métodos de projecdo conhecidos como esquemas de corre¢do na velocidade. De forma similar
ao caso da correcdo na pressdo, 0s metodos de correcdo na velocidade também possuem uma
versdo com correcdo incremental na forma padrdo e, introduzida por Guermond e Shen
(2003), na forma rotacional.

O método numérico utilizado para a discretizacdo do modelo matematico, foi 0 método
dos volumes finitos (Maliska, 2004). Foram utilizadas malhas desencontradas e condi¢des de
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contorno impostas com o auxilio de volumes ficticios. Para o sistema de equacgdes algébricas
resultantes do processo de discretizacdo do dominio e da equacdo diferencial do modelo
matematico utilizou-se o método multigrid (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001), que
pertence a familia dos métodos iterativos utilizados para resolver com eficiéncia sistemas de
equacOes oriundos da discretizacdo de equacOes diferenciais parciais e tém como principal
objetivo acelerar a convergéncia do esquema iterativo em que séo aplicados (Tannehill et al.,
1997). O interesse em aplicar o método multigrid em problemas de larga escala, mantendo o
custo computacional (tempo de processamento) aceitavel, conduz a necessidade de
paralelizacdo do mesmo. Uma abordagem que satisfaz as condicdes exigidas é obtida atraves
da decomposicdo do dominio em subdominios menores (com menos incognitas) e solucao
destes em paralelo. Varios autores (Chan e Saad, 1986; Chan e Schreiber, 1985; Hempel e
Schiller, 1988; Herbin et al., 1988; Thole, 1985; Mcbryan, 1990) estudaram a paralelizacéo
dos métodos multigrid. Contudo, segundo Trottenberg et al. (2001), o multigrid padrdo ndo é
completamente paralelizavel, pois as malhas sdo processadas sequencialmente e o grau de
paralelismo é diferente para cada malha considerada (menor para malhas mais grossas).

Neste trabalho a paralelizacdo do método multigrid foi realizada adotando-se a estratégia
da decomposicao de dados através do particionamento do dominio em subdominios, ou seja,
considera-se que existe apenas um Unico sistema de equacgdes para todos os subdominios, e
portanto, cada subdominio pode ser resolvido com o0 mesmo algoritmo.

2 MODELO MATEMATICO

O modelo matematico considerado refere-se ao escoamento laminar bidimensional de um
fluido incompressivel governado pelas equacdes de Navier-Stokes (Kim e Moin, 1985):

V-u=0

NMouvu=—P, Ly @)
ot ox Re

@+U-Vv:—@+ivzv

at &y Re

Na Eq. (1) x e y sdo as coordenadas espaciais (varidveis independentes), t é a

coordenada temporal (variavel independente), u e v sdo as componentes do vetor velocidade
u nas direcbes x e y, respectivamente, p é a pressao do fluido e Re é o nimero de

Reynolds. Cada termo da Eq. (1) foi discretizado utilizando o método dos volumes finitos
empregando malhas “desencontradas” (staggered grid). Detalhes serdo vistos na sec¢do 3.3.

Para testar a metodologia numérica foram resolvidos dois problemas:
Problema 1: Vortices de Taylor-Green (Pearson, 1964)
Dominio dado por {(x,y)eR*:0<x<rze0<y<x} esolugio analitica

u=—(cosx-seny)e"™
v=(senx-cosy)e ™ : )

p= _%(cos 2x+sen2y)e ™
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Na Eqg. (2) Ti é o tempo inicial; neste trabalho foi utilizado Ti=0, e t=kh, onde k é o
passo de tempo que se esta resolvendo e h, € o refinamento temporal. As condicdes iniciais e
de contorno séo obtidas diretamente da solucéo analitica.

Problema 2: Cavidade com tampa deslizante (Ghia et al., 1982)

Dominio dado por {(x y)e R*:0<x<le0<y sl} cujas condigdes de contorno séo:

u(0,1)=1
u(0,y)=u(ly)=u(x,0)=0 : (3
v(0,y)=v(Ly)=v(x,0)=v(x,1)=0

O Problema 2 ndo possui solucdo analitica, no entanto as solu¢bes numéricas
apresentadas por Ghia et al. (1982) sdao amplamente utilizadas na literatura como referéncia na
comparacéo dos resultados numéricos.

3 METODOGIA

3.1 Meétodos de projecao

Guermond et al. (2006) fazem uma ampla revisdao dos métodos de projecdo disponiveis
na literatura. Discutem os principais métodos de projecdo, as taxas de convergéncia e a
relacdo destes com outros métodos de projecdo. Apresentam uma generalizacdo dos métodos
de projecdo com correcdo na pressdo que para certa combinacdo de parametros (q=2, r=2

e y =1), resulta no esquema descrito a seguir:
1. Primeiro passo:
(3u' —4u" +u"?)
= u)+ u"t) -V + 2VP" - VP
o B9, (U")+ Bogo () | @

u'|,=b"

onde u' é o campo de velocidades auxiliar, u" o campo de velocidades no passo de tempo n,
h, é o refinamento temporal, P" é pressdo no passo de tempo ne b" as condi¢Bes de contorno
no passo de tempo n, Bg com S constante representa os termos convectivos u-Vu. A
escolha das constantes g, e f, vai depender de como se quer tratar (explicitamente ou
implicitamente) os termos convectivos. Para este trabalho, foi utilizado g, =-3/2 e 3, =1/2.

2. Segundo passo:

V2¢n+l =iV'Ut
2h,
un+l — ut _%v¢n+l ) (5)
Pn+l — Pn—l _ Pn + ¢n+1 _VV . ut
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Na secdo de resultados serdo apresentadas evidéncias numéricas que o0 esquema resultante da
combinagdo q=2, r=2 e y =1 é de segunda ordem em relacdo as normas L,, L, e L, .

3.2 Tipo de malha utilizada

Neste trabalho foram utilizadas malhas “desencontradas” (staggered grid) do tipo Harlow
e Welch (1965), também utilizadas por Maliska (2004), onde as velocidades séo posicionadas
nas faces e a pressdo no centro dos volumes. A razdo disso € para evitar instabilidades
numéricas na solucdo da pressao (Shih et al, 1989).

A Fig. 1 ilustra uma malha de 6 por 6 volumes, nela é apresentada a ordenacao que sera
adotada ao longo do trabalho. Na Fig. 1 os volumes com linha tracejada sdao chamados de
volumes ficticios e ndo pertencem ao dominio fisico do problema. Além disso, pode-se
observar que utilizando a malha desencontrada do tipo Harlow e Welch (1965), as condi¢6es
de contorno para a variavel u sdo automaticamente prescritas nos contornos oeste e leste. Nos
contornos norte e sul é necessario algum tipo de procedimento para que os volumes ficticios
levem em consideracdo a informacdo dos contornos; neste trabalho utilizou-se extrapolacéo
linear. De forma similar ao caso do varidvel u, nota-se, na Fig. 1, que as condicdes de
contorno na varidvel v sdo automaticamente prescritas nos contornos sul e norte mas nos
contornos oeste e leste foi utilizada extrapolacdo linear.
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Figura 1. Malha e ordenacao lexicogréafica das variaveis presséo e velocidade

3.3 Discretizacao espacial por volumes finitos

A Eq. (1) pode ser reescrita como:
Equacdo da conservagdo da massa (massa)

gSSu.nd5=o. (6)
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Equacao da conservacdo da quantidade de movimento linear na direcdo x (QML-x)

0 1

o jv udv = —gSS uu-nds —gSS pn,ds +R—egﬁs Vu-nds . @)
Equacdo da conservagédo da quantidade de movimento linear na direcdo y (QML-y)

0 1

EIV vdV = —<I>S vu-ndS —Sﬁs pn,dS +@Sf>s Vv-ndS. (8)

Cada termo das Egs. (6), (7) e (8) foram discretizados utilizando o método dos volumes
finitos empregando malhas “desencontradas” calculando-se as integrais sobre os volumes de
controle definidos na Fig 2. Por questdo de simplicidade foi utilizado o mesmo refinamento
espacial em todas as direces, ou seja, h, =h =h (malhas quadrangulares). A discretizagao

temporal ndo sera apresentada, pois é dependente do método de projecéo utilizado como pode
ser observado na Eq. (4); mais detalhes podem ser encontrados em Guermond et al. (2006).

Ui 1 j+1 P, i Uiy j+1 Vi j+12 Vi 12 Visr jri2
J
Vit Ui B j Usipp; P, j Uisip P 1
Uiy, P, U1, Vi j-12 Vi1 Vier j12
a) Volume centrado em v b) Volume centrado em P ¢) Volume centrado em u

Figura 2. Volumes de controle

A equacdo da conservacdo da massa, Eq. (6), é discretizada utilizando a Fig. 2 (b), ou
seja, um volume centrado em P
¢s u-ndS ~ uirz:lLZ,j _uinjz,j +Virjﬁ1/2 _V'rjﬁl/z =0. (9)

Os termos das pressoes sao discretizados utilizando os volumes definidos nas Figs. 2 (a) e
(c) de acordo com

és pn,dS z(pm,j - pi,j)h
q.)s pn,dS z(pi,j+1_ pi,j)h.

Utilizando os volumes de controle definidos pelas Figs. 2 (a) e (c) pode-se discretizar os
termos difusivos com

(10)

n

n n n n
is Vu-ndS ~ Uiz HUiysj T Uiyo jur T Uiy0 o — 4u|+]/2,j 1)
n n n n n ’
455 Vv-ndS ~ Vi,j+3/2 +Vi,j—1/2 +Vi+l,j+1/2 +Vi—l,j+1/2 _4Vi,j+1/2
Os termos advectivos sdo discretizados utilizando os volumes de controle definidos nas
Figs. 2 (a) e (c), ou seja, volumes centrados nas componentes das velocidades

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



R. L. A. Neundorf, M. A. V. Pinto, L. K. Araki , L. Calvetti

q-DS uu-nds =~ ((uz):+l.j _(uz)in,j +(uv)in+]/2,j+]/2 _(uv)inﬂ/zvjl/z)h

§vuends ~((v)] (v, + @)= ()] )

Na Eq. (13) sdo apresentados alguns exemplos das aproximacdes para as componentes
das velocidades utilizadas na Eq. (12):

n 1 2
CoN =(z(“i”+wvi ”)
n 1, n 1., '
G (E(inz,j * ui+]/2'j+l)j[z(vi’j+1/2 e )j ' -
2
(v? )Tl = (%(iju/z Vi )J

3.4 Restricdo no passo de tempo

(12)

Se o passo de tempo, h,, for muito grande em relagdo ao refinamento espacial (h, e h,)

as simulacBes podem se tornar instaveis. O critério utilizado neste trabalho para evitar
instabilidades é dado por (Maliska, 2004):

1 hXZ hyZ

<————, 14
2Reh?+h? (14)

h

3.5 Condicao de integrabilidade

Uma caracteristica comum dos métodos de projecdo € que estes impdem condicdes de
contorno de Neumann homogéneas sobre a presséo nos contornos. Devido a estas condicOes
de contorno, a seguinte condi¢do de integrabilidade precisa ser satisfeita para garantir a
existéncia e unicidade da solucéo (Briggs et al., 2000):

jv%;;”“:j%v-u‘ =0. (15)

Para detalhes de como a Eq. (15) ¢ satisfeita a cada passo de tempo, ver o procedimento
proposto por Villar (2007).

3.6 Método multigrid

O método multigrid consiste, basicamente, em aplicar algum método iterativo basico, por
exemplo os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001),
em uma dada malha até que as componentes do erro tornem-se suaves. Na sequéncia, deve-se
transferir o “problema” para uma malha mais grossa (onde os erros suavizados Se tornam mais
oscilatorios) e transferir o “problema” da malha mais grossa para a malha mais fina
melhorando a solugdo da malha fina com o erro suavizado da malha grossa. Este
procedimento para duas malhas pode ser facilmente estendido para diversas malhas e ele pode
ser repetido até que a malha mais grossa (ou conveniente) seja atingida.
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Considerando malhas uniformes, a razdo de engrossamento é definida como r=H/h,

onde h representa o tamanho dos elementos da malha fina Q" e H o tamanho dos elementos

da malha grossa Q" . Neste trabalho sera utilizado r =2. O nimero de malhas que podem ser
visitadas durante o processo de engrossamento depende do problema considerado e da razédo
de engrossamento utilizada.

A Fig. 3 mostra o processo de engrossamento de uma malha de 32x32 volumes de
tamanho h (em cada dire¢do coordenada) e razdo de engrossamento r =2, ou seja, H =2h.
Neste caso, L=L, =5 niveis de malha.

P

y &
e 4

Figura 3. Processo de engrossamento de uma malha uniforme

A ordem na qual as malhas séo visitadas é chamada de ciclo multigrid. Existem vérios
tipos de ciclos multigrid tais como o ciclo V, o ciclo W, o ciclo dente-de-serra, entre outros.
Neste trabalho foi utilizado o ciclo V.

3.7 Processo de restricéo

Os operadores que transferem informagdes da malha fina Q" para a malha grossa Q"
séo chamados de operadores de restrigdo. Estes operadores “convertem” vetores da malha

fina v" em vetores da malha grossa v>".

Um operador muito conhecido e utilizado neste trabalho é o operador de restricdo por
ponderacdo completa (Villar, 2007), que para o caso da pressao é dado por

¢|21h _ (¢|hj +¢:—l,j +fii,1j+1 +¢itll,j+1) , (16)

onde ¢” ¢ o valor da pressdo na posicdo i, j da malha grossa Q*". De forma similar 4, é o
valor da press&o na posicdo i, j da malha fina Q".

Para o caso das velocidades u e v foi utilizado o procedimento apresentado por Vanka
(1986)
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2h (u +uIJ+1)

Ui = >
. a7
V_zh _(V +Vl+11)
1] 2

3.8  Processo de prolongagao

Os operadores que transferem informacdes da malha grossa Q" para a malha fina Q"
sdo chamados de operadores de prolongagdo, também conhecidos como interpolacdo. Estes

operadores “convertem” vetores da malha grossa v*" em vetores da malha fina v".

Um dos operadores de prolongacdo mais utilizados € o operador de interpolacao bilinear.
Para o caso da presséo foi utilizado o procedimento apresentado em Villar (2007)

o 98 3404300
h 16

¢h 9¢|2h +3¢I+lj +3¢ j—l |+1 j-1

i+1,j —
) 16 (18)

¢h_ 9¢| +3¢| +3¢ J+l I lj+l
i,j+1 — 16

¢_h ) 9¢2h +3¢I+l] +3¢ j+1 |+l j+l
|+l,]+l 16

Para o caso das variaveis u e v as equacdes de interpolacdo utilizadas seguem o0s
procedimentos utilizados por Villar (2007)

2h 2h
S = 3uZl +ut oo v+
ij 4 1] 4
2h 2h 2h 2h 2h 2h
. 3u+3ul Hud +ul R PV i
U, = 3 Viijnn = 8
2h 2h 2h 2h 2h 2h
h 3U +3UH1] +U| i1 u|+l,j—l h 3V +3V| j-1 +V| -1,j +Vi71,j*l
ui+1j 8 Vivj*1 o 8
N , 2h (19)
h 3U + u| j+1 h 3V +V|+lj
2h 2h 2h 2h 2h 2h
A 3u; | +3u7 +u, U ) 3vi | +3v;; l+V.+1J Vi ja
Uiy = ) Vi ja = )
2h 2h 2h 2h 2h 2h
h 3U +3ul+lj + ul j+l u|+1,j+1 h 3V +3VI j+1 +Vl+lj V|+1,j+1
ui+1, j+l 8 Vi +1, j+1 8

3.9 Paralelizagcdo do método multigrid

A paralelizacdo do meétodo multigrid foi realizada adotando-se a estratégia da
decomposicdo de dados através do particionamento do dominio em subdominios, ou seja,
considera-se que existe apenas um unico sistema de equacdes para todos os subdominios, e
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portanto, cada subdominio pode ser resolvido com o mesmo algoritmo. O modelo de
paralelizagdo que aplica 0 mesmo programa em cada um dos subdominios € conhecido como
SPMD (Single Program Multiple Data) (Chapman et al., 2008).

O particionamento do dominio consiste em dividir o dominio em subdominios de forma
que cada thread (processador fisico ou logico) resolva uma parcela do sistema de equacGes
que define o problema em um menor intervalo de tempo.

O método de particionamento do dominio deste trabalho estd diretamente relacionado
com a ordenagdo lexicogréfica dos volumes do dominio. Como s&o considerados apenas
modelos com condi¢bes de contorno de Dirichlet, ou seja, modelos com solugdo conhecida
nos contornos, o numero de volumes de cada subdominio pode ser calculado como

_ (NX—Z)_(Ny—Z) | 20)

Nsub T

onde T é o nlimero total de threads disponiveis na maquina. O simbolo | | refere-se a funcéo
piso.

A Eg. (20) distribui 0 nimero de volumes no interior do dominio entre os threads
disponiveis de forma que o nimero méximo de volumes que podem “sobrar” na divisdo ¢

T -1, e estes, podem ser redistribuidos entre os threads de forma que a diferenca entre o
namero de volumes entre 0s subdominios ndo seja maior que um. A escolha de quais threads
receberdo os volumes que “sobram” ¢ arbitraria, desde que cada thread receba apenas 1
volume extra (balanceamento da carga). Neste trabalho optou-se por redistribuir os nés entre

os threads t>t_, onde
t,=T+1-[(N,=2)(N,-2)-TN,, |. (21)

Os indices que particionam o dominio em subdominios, em relacdo a ordenacdo
lexicografica, sdo dados por

L =(t—-1)N,, +1+C(t—t

t ( ) sub ( c), (22)
f,=tNg, +C(t—t, +1)

onde i, representa o inicio e f, representa o fim de cada subdominio. O termo C é calculado
com

(23)

lset>t,
Oset<t,

Desta forma cada thread a partir de t, (este thread incluso) recebera 1 volume dos que
sobraram na divisdo do dominio com a Eq. (20).

A Fig. 4 ilustra um dominio com 49 volumes distribuidos, utilizando a Eq. (22), entre: (a)
4 threads e (b) 8 threads. As formas geométricas representam os subdominios. Pode-se
observar nas duas situacOes, (a) e (b), que a diferenca no nimero de volumes entre 0s
subdominios ndo passa de um.

Na avaliagdo da paralelizacdo do método multigrid foram utilizados os pard@metros tempo
de CPU (t.p,), medido com a fungio OMP_GET_WTIME(), e o fator speed-up (S,),
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interpretado como uma medida do aumento na velocidade, ou “aceleragdao”, do programa,
definido como (Chapman et al., 2008)

5, =1, (24)

onde t, € o tempo de CPU utilizando apenas 1 processador e t, € o tempo de CPU utilizando

P processadores (tempo de execugdo em paralelo do programa).

DEEEEEE
|| B|B|@KOKS
C1|E]|D|DOKKS
=|E| B[RS
ml[E[EEESE
| ®|B|®®KKS
NS EEESE
3@ g K
FHiB|®| Bk
FrB(@K B
| Bl | @k

@ B |G
@B |G
<IE(®| Bl [ BKS

a) 4 threads b) 8 threads
Figura 4. Dominio com 49 volumes particionado em (a) 4 subdominios e (b) 8 subdominios

Na literatura (Sun e Chen, 2010) é comum encontrar o speed-up tedrico maximo,
conhecido como lei de Amdahl (Amdahl, 1967), em sua forma mais genérica como

1
SAmdahI = N

(1—f)+E

(25)

onde f representa a parcela do processamento que pode ser melhorada por um fator m e o
restante (1— f), a parcela que ndo pode ser melhorada. No contexto do paralelismo, f

representa a parcela do trabalho que pode ser paralelizada e m, o nimero e processadores
utilizados.

4 RESULTADOS

4.1 Dados de implementacéo

Nesta secdo sdo apresentados os parametros empregados no método multigrid padréo
utilizado neste trabalho.

O tipo de ciclo utilizado € 0 V. O processo de restri¢do é feito empregando-se as Eqs (16)
e (17). O processo de prolongacéo é realizado empregando-se as Eqs (18) e (19). A razédo de
engrossamento das malhas (r) ¢ a razdo de engrossamento padréo, ou seja, r =2 (Briggs et

al., 2000).
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O suavizador (solver) utilizado foi 0 método de Gauss-Seidel red-black. Neste trabalho, o
ndmero de iteragdes internas empregadas na preé-suavizagdo, v,, é igual ao nimero de

iteragOes internas utilizadas na pos-suavizacdo, v,. Neste trabalho utilizou-se v, =v, =3
(Oliveira, 2010).

A cada passo de tempo sdo resolvidas numericamente, com multigrid ou singlegrid
(solucéo obtida pelo suavizador utilizando-se apenas uma malha), as velocidades e a pressao.
O critério de parada usado para interromper o processo iterativo de cada uma das variaveis
(velocidades e pressdao) € a norma euclidiana do residuo adimensionalizada pela norma
euclidiana do residuo na estimativa inicial (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001), ou

seja, Hr“)Hz/Hr(O)H2 ,onde o termo r"” é o residuo na iteragdo i e r'”, o residuo na estimativa

inicial. Entre os trabalhos que usam essa norma pode-se citar: Briggs et al. (2000); Oliveira
(2010) e Trottenberg et al. (2001). O processo iterativo é interrompido quando a norma é

menor ou igual a tolerancia ¢, isto é Hr(i)HZ/Hr(O)HZ < &. Neste trabalho foi utilizado £ =107.

Em todas as simulag¢Ges, 0 método multigrid partiu da malha mais fina, nivel 1, e foi até a
malha mais grossa possivel, nivel L., .

Para avaliar o fator speed-up devido a paralelizacdo é necessario medir o tempo de CPU.
Este tempo é medido em segundos (s) com o uso da funcdo OMP_GET_WTIME(). Entende-
se por tempo de CPU o tempo gasto para realizar a geracdo de malhas, atribuir a estimativa
inicial, calcular os coeficientes e resolver o sistema linear até atingir a tolerancia estabelecida
para o primeiro passo de tempo na comparacdo multigrid versus singlegrid . Como 0s tempos
de CPU entre dois passos de tempo sdo muito proximos e assumindo o principio da
proporcionalidade, pode-se avaliar o tempo de CPU considerando-se apenas o tempo medido
no primeiro passo de tempo. Na avaliacdo do paralelismo, até atingir a toleréncia estabelecida
para 10 passos de tempo. N&o se considera o tempo de CPU no ultimo passo de tempo porque
0 nimero de passos de tempo é variavel e depende do refinamento temporal utilizado (h, ).

Os algoritmos foram implementados na linguagem Fortran 2003 utilizando o compilador
GNU Fortran (GFortran), versdo 4.6.3, com a op¢do OpenMP e precisdo dupla. Os testes
foram realizados em um servidor disponibilizados pelo Sistema Meteorolégico do Parana-
SIMEPAR. O servidor utilizado esta equipado com processadores Intel Xeon E5-2690 de 2,9
GHz e totalizando 32 processadores, dos quais 14 estiveram disponiveis para testes; 32 GB de
memoria RAM e sistema operacional Linux 64 bits.

4.2  Avaliacéo das ordens de convergéncia

Para avaliacdo do erro numérico foi utilizado o Problema 1 que possui solucéo analitica
conhecida.

Se o0 erro em uma solucdo numérica é causado exclusivamente por erros de truncamento
entdo a quantidade E, =® —¢, onde @ representa a solugdo analitica de uma variavel e ¢ a

solucdo numérica, € conhecida como erro de discretizagéo ( E, ) ou erro numerico (Ferziger e
Peric, 2001).

Para Marchi (2001) a ordem efetiva do erro (P; ) pode ser entendida como a inclinacéo
local do erro de discretizagéo ( E, ) em relagéo ao refinamento da malha. A ordem efetiva do
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erro é importante pois permite verificar se a medida que a malha é refinada a ordem do erro
de discretizacdo tende & ordem assintética dos erros de truncamento.

Foi verificado se a ordem efetiva do erro (P.) tende para a ordem assintotica (P ) a

medida que a malha é refinada. As discretizacdes utilizadas em todos os algoritmos e em
todas as variaveis sdo de segunda ordem, portanto, espera-se que P. > P, =2.

Para o calculo da ordem efetiva do erro foi utilizada a equagéo

log [zizzj

26
log(q) (26)

onde @ ¢ a solucéo analitica do problema, ¢,e ¢ sdo solugdes numéricas de duas malhas e
q=h,/h =2, h, representa o comprimento da aresta de cada volume quadrangular da malha
grossa e h, o comprimento da aresta de cada volume quadrangular na malha fina. Em todos
0s casos as variaveis analisadas foram (u,v,P), em (x,y,t)=(1/2,1/2,Tf ), ou seja, a solucéo
no ponto central do dominio no ultimo passo de tempo.

Na Fig. 5 pode-se observar que a ordem ( P;) do erro de todas as variaveis primitivas
tende a ordem assintotica esperada (P, =2).

2.6 .

24} ]

221 1

2.0 * " » J

1.8} 1

Ordem Efetiva P,

1.6} 1

14l Ve

120 = p Pg 1

1.0

10 10
h

Figura 5. Ordem efetiva do erro para as velocidades e a presséo

Das Figs. 6, 7 e Tab 1 pode-se observar que o0 método estudado € de segunda ordem, para
todas variaveis estudadas, em relacdo a todas as normas empregadas. Os resultados
apresentados na Fig. 6 sdo importantes no contexto dos métodos de projecdo porque a
acurécia destes é prejudicada devido a imposi¢do de condi¢bes de contorno de Neumann
artificiais (ndo necessariamente obedecidas pelo fluido real) sobre a pressdo. Da Fig. 6
conclui-se que os erros introduzidos pela imposicdo de condi¢cbes de Neumann pelo método
de projecéo utilizado € menor, ou de mesma ordem, que os erros de discretizacdo obtidos.
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Figura 6. Taxa de convergéncia das normas em relacao ao tempo para pressao
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Figura 7. Normas das variéveis primitivas u e v

Tabela 1. Taxas de convergéncia observadas

P 1995 1,993 1,944
u 1978 1980 1,977

v 1979 1,983 1,984
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4.3  Avaliacao dos resultados para o Problema 2

Apesar deste problema néo ter solucdo analitica para comparacdes diretas, em Ghia et al.
(1982) podem ser encontrados resultados numéricos para comparacdo amplamente utilizados
na literatura. Como néo é conhecido o momento a partir do qual o problema da cavidade com
tampa deslizante (problema 2) atinge o regime permanente, ndo é possivel definir um tempo
final (Tf) para este problema, logo, para interromper o processo iterativo foi considerado que a
maior diferenca em modulo entre uma varidvel no passo de tempo atual e anterior deve ser

menor que 107°, ou seja, max(‘qo"”—go”)glo“‘, onde ¢ representa a pressdo ou

velocidades u e v . O processo sé foi interrompido quando todas as varidveis atingiram a
tolerancia estabelecida.

Na Fig. 8 sdo apresentadas as simulacOes para o Problema 2, Ghia et al. (1982). O
refinamento de malha considerado foi de 128x128 e Reynolds variando de 100 até 3200.
Pode-se observar boa concordancia entre os resultados. Pode-se observar também que ha uma
forte dependéncia dos perfis das velocidades em relacdo ao numero de Reynolds. Além disso,
foi observado que o tempo necessario para atingir a tolerancia aumenta com o ndmero de
Reynolds, sendo necessarios muitos passos de tempo para Reynolds maiores que 1000. Visto
que o tempo de processamento cresce significativamente, para nimeros de Reynolds maiores
que 1000, foi utilizada a verséao paralelizada do multigrid.

10 0.4

0.8 02

0.6+

y(m)

041

-0.2

Presente  Ghia et al Presente Ghia et al.

Re 128x128 128128 Re 1%8%1% 198173

= 100 — ':' 0 — O
400 — 0 0l — o
ool 1000 — A 1000 — A
| | | 3200 — <>‘ L — o |
04 -02 00 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 0.6 08 10
u(m/s) 2(m)
velocidade u velocidade v

Figura 8. Perfis das velocidades u e v em x=0,5 e y=0,5 para malhas de 128x128 volumes
4.4  Multigrid versus singlegrid

Nesta se¢do sdo apresentados os resultados do multigrid versus singlegrid. Basicamente
foi utilizado o método iterativo Gauss-Seidel red-black para o singlegrid e como suavizador
para 0 método multigrid.

Para gerar o tempo de CPU foi resolvido o Problema 1 para Reynolds igual a 100 com
ambos os métodos e considerado apenas o primeiro passo de tempo (lembrando que h,

depende do refinamento espacial utilizado de acordo com as restricdes ao passo de tempo). A
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solucdo numérica depende do tempo e diferentes refinamentos de tempo podem gerar
diferentes nimeros de passos de tempo, logo, para que a comparacdo tenha sentido foi
realizado apenas um passo de tempo para varios tamanhos de malha. Foram realizadas pelo
menos 5 simulac@es (repeticGes) de cada experimento numérico com as respectivas coletas de
tempo de CPU para cada tamanho de malha. O tempo apresentado na Fig. 9 é uma média
destes tempos (esta figura estd na escala log log). Além disso, foi utilizado o mesmo critério
de parada para ambos os métodos: norma L, do residuo da iteragdo atual dividida pela norma

L, do residuo na primeira iteragdo deve ser menor ou igual a uma tolerancia, isto é
Hr(‘)Hz/Hr(O)H2 < ¢. Neste trabalho foi utilizado & =10"°.

Na Tab. 2 sdo apresentados os tempos de CPU do multigrid (serial), do singlegrid e o
fator speed-up (aceleragcdo do multigrid em relacdo ao singlegrid). Pode-se observar um fator
speed-up significativo do multigrid em relacdo ao singlegrid. Pode-se observar ainda que o

fator speed-up aumenta com o refinamento da malha, uma propriedade desejavel.
10’ . . .

102} .

10t .

10°L .

Tempo de CPU (s)

10t .

102} E
=—=a GS Red-black
e—e Multigrid com GS Red-Black

10-3 | T T
102 103 104 10° 10°

Tamanho do problema (N)

Figura 9. Tempo de CPU para multigrid versus singlegrid para Reynolds igual a 1

Tabela 2. Tempo de CPU Multigrid (MG) versus singlegrid (SG) para Reynolds igual 1

Malha Multigrid ~ Singlegrid  Speed-up

32x32 0,01 0,16 16
64 x64 0,08 2,58 32
128x128 0,23 38,8 169
256 x 256 1,22 572,94 470

512x512 9,91
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Para calcular o esforco computacional (ordem de complexidade) foi realizado o ajuste
geométrico dos dados da Tab. 2 considerando a fungéo

Tepy (N)=CNP, (27)

onde p representa a ordem do solver utilizado (multigrid ou singlegrid) ou a inclinacdo das
curvas apresentadas na Fig. 9. No caso do multigrid, quanto mais proximo p estiver de 1
melhor o desempenho do algoritmo testado. A Tab. 3 apresenta o valor de p calculado
utilizando a Eq. (27) e os dados da Tab. 2.

Tabela 3. Esfor¢co computacional dos algoritmos multigrid e singlegrid

Multigrid ~ Singlegrid

p 1,196 1,978

4.5 Avaliacdo do desempenho paralelo

Nesta secdo sdo apresentados os resultados da paralelizacdo do método multigrid. Para a
geracdo dos tempos computacionais foram simulados 10 passos de tempo de forma que os
tempos totais de CPU medidos ficaram acima de 1s e, portanto, acima da preciséo da funcéo
OMP_GET_WTIME() do modulo OMP da linguagem FORTRAN. Além disso, foram feitas
pelo menos 5 simulagdes (repeticdes) de cada experimento numérico com as respectivas
coletas de tempo de CPU para cada tamanho de problema e thread utilizada. O tempo de CPU
foi considerado como a média destes tempos.

A Fig. 10 mostra o fator speed-up para varias malhas. Nela sdo apresentados o nimero
de processadores no eixo x e o fator speed-up (aceleracdo da versdo paralela em relacdo a
versdo serial do multigrid) no eixo y. Além disso, sdo apresentadas as curvas de speed-up
tedrico maximo previsto, pela Eq. (25), para programas que tém, hipoteticamente, fracGes
paralelas de 90%, 95% e 99%.

Uma anélise da Fig. 10 a), b), c) e d) mostra que o fator speed-up encontra-se
consideravelmente abaixo do pico maximo teérico de 14. As principais justificativas para
estes resultados podem ser resumidas nas seguintes constatacoes:

1) Na versdo do método multigrid utilizada, muitos processadores ficam ociosos durante
0 processamento da malha mais grossa. Para os experimentos realizados, na malha mais
grossa, 12 (de 13) processadores ficam ociosos enquanto esperam que 1 processador termine
suas tarefas.

2) No método Gauss-Seidel red-black apenas metade do dominio pode ser processado
em paralelo.

3) O método de particionamento do dominio, apesar do 6timo balanceamento de carga
ndo é ideal, pois produz subdominios com perimetros consideraveis elevando os custos de
comunicagéo entre os processadores.

Ja se encontra em fase de estudos, a solucdo dos problemas elencados nas constatacdes
1 e 3 acima. Para o problema elencado pela constatagdo 2 acima, sera necessario utilizar outro
suavizador cujo grau de paralelismo seja superior ao Gauss-Seidel red-black e com
propriedades de suavizacdo igual ou superior. O método de Jacobi, por exemplo, ndo se
enquadra como substituto do método Gauss-Seidel red-black pois, apesar de ter um grau de
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paralelismo superior (todo o dominio pode ser resolvido em paralelo), sua propriedade de
suavizacdo é muito inferior (Trottenberg et al., 2001) e portanto conduz a tempos de CPU

maiores.
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Figura 10. Fator speed-up para varias malhas.

5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado um metodo de projecdo com correcdo incremental na
pressdo e convergéncia temporal de segunda ordem para a resolucao das equagdes de Navier-
Stokes na variaveis primarias. Foi utilizado o método dos volumes finitos em malhas
cartesianas e com variaveis desencontradas para a discretizacdo das varidveis. Os sistemas
lineares gerados foram resolvidos com o método multigrid geométrico com esquema CS e
ciclo V. O método multigrid foi usado em conjunto com técnicas de paralelizacdo. Foram
realizados testes numeéricos com resultados satisfatorios para um problema com solucédo
analitica conhecida e o problema da cavidade com tampa mdvel (Ghia et al., 1982). Foi
possivel testar a superioridade do multigrid em relacdo a utilizacdo do método de malha unica
(singlegrid). Finalmente, com a paralelizagdo do método multigrid foi possivel reduzir em até
8 vezes, utilizando 14 processadores, o tempo de CPU necessario para se obter as solucdes
das equacOes de Navier-Stokes. Os resultados podem ser considerados positivos, pois
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verificou-se que, além do tempo de processamento ter sido reduzido significativamente
empregando o multigrid paralelizado, este diminuiu a medida que aumentou-se 0 ndmero
processadores utilizados.
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