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Resumo: Este trabalho tem por objetivo analisar e otimizar parametros do método multigrid,
além de minimizar o tempo computacional em problemas de transferéncia de calor que
apresentem anisotropia nos coeficientes. Sera realizada uma analise de Fourier local para
auxiliar no projeto de um método multigrid eficiente. O modelo considerado é de difusdo
pura com anisotropia alinhada ao eixo de coordenada x. Para a discretizacdo da equacéao é
utilizado o método de diferencas finitas com malhas uniformes e esquema numérico de
segunda ordem. Os problemas seréo resolvidos com o método multigrid geométrico, esquema
de correcdo e ciclo V com razdo de engrossamento padrdo. E calculado, o fator de
suavizacdo para diferentes métodos de resolucdo de sistemas de equacGes algébricas e o
fator de convergéncia assintotico variando diferentes parametros multigrid. A partir dos
parametros Otimos obtidos via LFA, varios experimentos numérico foram realizados,
variando o namero de incognitas, niUmeros de iteracfes internas e numero de niveis no
método multigrid. A principal conclusdo é de que as anisotropias estudadas afetam o
desempenho do metodo multigrid no que diz respeito ao tempo de CPU e a ordem de
complexidade dos solvers estudados.

Palavras-chave: Anisotropia fisica. Parametros multigrid. Difusdo. Analise de Fourier Local.
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1 INTRODUCAO

A Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD) é uma area da computacao cientifica que
estuda meétodos numéricos para simulacdo de problemas que envolvem fluidos em
movimento. Sabe-se que estes métodos, muitas vezes, exigem um alto custo computacional.
Este fato ocorre, pois geralmente os problemas que se deseja resolver envolvem muitas
varidveis e as matrizes associadas aos coeficientes sdo de grande porte alem de se tratar de
matrizes esparsas (Fortuna, 2000).

A discretizacdo de um modelo matematico na area de CFD pode ser realizada pelo
Método de Diferencas Finitas (MDF) (Ferziger e Peric, 2002), o qual consiste em, aproximar
através de equac0es algébricas, cada termo do modelo matematico para cada ponto ou né da
malha. Este processo conduz a um sistema de equacgdes algébricas da forma

AT =b, 1)

onde AeR™" é a matriz dos coeficientes, T € R" e representa a temperaturae be R" é o
vetor independente.

O método multigrid € um dos métodos mais efetivos para acelerar a convergéncia de
métodos iterativos e resolver sistemas lineares ou ndo lineares, problemas anisotrépicos,
dentre outros. No entanto, para problemas com fortes anisotropias a eficiéncia do método
multigrid ndo tem sido totalmente alcancada. Problemas anisotropicos sdo muito comuns na
engenharia e surgem em muitas simulaces fisicas por varias razdes. Estes fendmenos podem
refletir um modelo fisico, no caso de um material com elasticidade anisotropica ou conducgéo
de calor anisotropica. Anisotropias geométricas também podem surgir a partir de
discretizacBes de malhas distintas por direcdes, para o estudo de caracteristicas fisicas (por
exemplo, camada limite) (Briggs et al., 2000; Trottenberg, 2001; Wesseling et al., 2001).

Os coeficientes das equacges diferenciais, distintos da unidade e também distintos entre si,
geram anisotropia fisica. Para este tipo de problema, a eficiéncia dos métodos iterativos €
reduzida (Briggs et al., 2000; Trottenberg, 2001).

Problemas de anisotropia fisica foram investigados por Rabi e de Lemos (2001), que
discretizaram a equagdo de adveccdo-difusdo bidimensional, com coeficientes nulos e
constantes. Para a discretizacdo das equacdes empregaram o método de volumes finitos. O
método multigrid foi empregado com o esquema CS, solver Gauss-Seidel, utilizando ciclos V
e W. Os autores apresentaram um estudo para diferentes campos de velocidades (nulos e
constantes), nimero de malhas, nimero de passos de suaviza¢do em cada nivel e diferentes
solvers.

Wienands e Joppich (2005) apresentam um software para desenvolver uma Anélise Local
de Fourier (Local Fourier Analisys, LFA) em problemas anisotrépicos. Eles calculam o fator
de convergéncia do método multigrid para a equagdo de difusdo anisotrdpica, variando
diferentes solver e operadores de restri¢do e prolongacéo.

Pinto e Marchi (2006) estudaram anisotropia geométrica. Utilizaram a equacdo de
Laplace bidimensional e diferentes tipos de algoritmos de engrossamento. Constataram que o
algoritmo “‘semi-engrossamento seguido de engrossamento padrdo” com suavizador Gauss-
Seidel lexicografico é eficiente para as anisotropias estudadas.

Fischer e Huckle (2006) desenvolveram o método multigrid para sistemas de equagdes
algébricas, onde a anisotropia ndo ocorre ao longo dos eixos coordenados, e sim em direcoes
arbitrarias. Fischer e Huckle (2008) utilizaram o método multigrid desenvolvido por Fischer e
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Huckle (2006) e testaram diferentes solvers para a resolucdo do sistema de equacdes
algébricas. Utilizaram ainda algoritmos de engrossamento padréo e semi-engrossamento.

Suero et al., (2008) apresentaram um estudo do efeito da anisotropia fisica sobre o
método multigrid na solucdo da equacdo de adveccdo-difusdo bidimensinal. Utilizaram o
método multigrid geométrico com esquema de correcdo FAS, ciclo V e solver MSI para
resolucdo dos sistemas de equacgdes algébricas. Foram considerados diferentes campos de
velocidades (nulo, constantes e variaveis) e estudaram a influéncia do numero de iteracdes
internas do solver, nimero de malhas e nimero de incégnitas. A principal conclusdo é de que
a anisotropia fisica afeta pouco o desempenho do multigrid, pois quanto maior o numero de
nos da malha, mais proximo do isotrépico torna-se o problema.

Oliveira et al., (2012) analisam a anisotropia geométrica para varias malhas e razdes de
aspecto. Também analisam alguns pardmetros do método multigrid tais como: solvers, tipos
de restricdo, numero de niveis e nimero de iteracdes internas, entre diversos algoritmos de
engrossamento. Concluem que o semi-engrossamento parcial (PW) teve um bom
desempenho.

Vassoler-Rutz et al., (2015) analisaram o efeito da anisotropia fisica sobre o método
multigrid para dois problemas de difusdo anisotropica. Utilizaram o esquema de correcédo
FAS, ciclo V, os solvers Modified Strongly Implicit (MSI) e Gauss-Seidel (GS). Concluiram,
que para fortes anisotropias, a ordem de complexidade o desempenho do multigrid torna-se
ruim.

Diversos trabalhos utilizando o método multigrid sdo encontrados na literatura e a
escolha dos componentes multigrid tém um papel fundamental na convergéncia ou ndo deste
método. Esta escolha, muitas vezes, torna-se dificil e uma pequena alteracdo no método, pode
melhorar sensivelmente o seu desempenho. A Anélise Local de Fourier (Local Fourier
Analisys, LFA) permite prever o desempenho do método multigrid, pois fornece estimativas
de taxas de convergéncia de seus components.

No presente trabalho pretende-se analisar e otimizar parametos do método multigrid,
além de minimizar o tempo computacional em problemas de anisotropia fisica. Ser realizada
uma Analise de Fourier Local para auxiliar no projeto de um método multigrid eficiente.

O modelo matematico considerado é de difusdo bidimensional, onde a anisotropia fisica
aparece nos coeficientes e sera denotado neste texto por anisotropia difusiva. Para a
discretizacdo das equacfes sera utilizado um esquema de segunda ordem CDS nos termos
difusivos.

Para a obtencdo do fator de suavizacdo (), 0S sistemas de equacOes obtidos da

discretizacdo sé@o resolvidos utilizando os solvers Gauss-Seidel Red-Black e Gauss-Seidel
Lexicografico (Briggs et al., 2000). Para a obtencdo do fator de convergéncia assintético
(Poc), além dos solvers citados acima s&o utilizados os operadores de restricdo por

Ponderacdo Completa (FW), Injecdo (INJ) e Meia-Ponderacdo (HW). Os operadores de
prolongacéo utilizados sdo Bilinear e 7-pontos. O numero de iteracdes internas do solver (v)
variando de 1 até 6.

Pretende-se utilizar os dados obtidos via LFA para analisar a influéncia da anisotropia
fisica sobre o tempo de CPU (t.,) para diversos pardmetros do metodo multigrid

geomeétrico, tais como: solvers, nameros de iteragdes internas no solver (v ), nimero de niveis
de malhas percorridas no ciclo (L) e nimero de incognitas (N).

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: na secdo 2 sao apresentados os modelos
matematico e numérico. Na se¢do 3 sdo apresentados os resultados dos experimentos
numéricos. Na secdo 4 é apresentada a conclusao do trabalho.
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2 MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

Para os problemas apresentados abaixo, o dominio de calculo utilizado € dado por
0<x,y<le adiscretizacdo das equacdes € feita através de malha uniforme com um ndmero

de nés dado por N=N,.N,, onde N, e N, sdo os numeros de nds nas diregdes
coordenadas x ey, respectivamente, incluindo os contornos.

2.1 Modelo Matemético e Discretizacdo

O problema de anisotropia difusiva serd analisado a partir da equacdo de difusdo
bidimensional dado pela Eq. (2)

-Ty—¢€T,, = S
{ ) / @

onde, T,, € a derivada segunda de T em relacdo a x, T, € a derivada segunda de T em relacao

aye ¢>0.
O termo fonte S e a solucdo analitica T sdo dados por

S = 2[(1—6x2)y2(1— y2)+g(l—6y2)x2(1—x2)] eT(XY)=x*=xy*'-y?). @)

A discretizacdo das equacdes sdo obtidas com um esquema de segunda ordem CDS nos
termos difusivos e sdo dadas por

apTp +a, Ty, +a,Ty +acTe +asTs =b,. 4)

onde T é a incognita do sistema, P =2,...,N —1 é o numero de cada incognita, W =P —-N_,
E=P+N,N=P+N,,eS=P-N,.
A discretizacdo da Eqg. (2) resulta na Eq. (4) e para os nos internos e considerando
1 1
h, =—e h, =— tem-se
N N

X y

X

2 2¢ 1 £
aP:[E+h_2], Ay =8g =~ ay =8as =_E’ bp:S' (5)

Para os contornos (P=1 e P=N) norte, sul, leste e oeste tem-se a, =1,
a, =ag =a, =a5 =0.
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2.2 Analise de Fourier

O fator de suavizacao ,u(Sh): U, € 0 raio espectral do operador de suavizagdo S, e
estima quanto o esquema de relaxacao (solver) reduz as componentes de altas frequéncias do
erro, tomando S, como operador de suavizagdo(Trottenberg, 2001; p. 105).

O operador de correcdo da malha grossa é dado por K> =1, — 1) (L,,)"I1?"L, onde

12", 1), sdo os operadores de transferéncias e 1, 0 operador identidade em na malha fina.

Considerando M?" :=S/2K?"S)* como o operador de duas malhas, pode-se calcular os
fatores de convergéncia de M?". Para isso, é necessario analisar como os operadores
L, L, 12", 12 'S, atuam nas funges de Fourier ¢, (6,).

Assim o fator de convergéncia assintotico p(M hz")z Pioc € 0 raio espectral da matriz 4x4

M (Trottenberg, 2001; p. 110) e pode ser obtido utilizando-se LFA. Este fator fornece o
comportamento da convergéncia assintéotica do método multigrid para duas malhas.

2.3 Método Multigrid e detalhes computacionais

O sistema de equacdes lineares dado pela Eg. (1) € resolvido utilizando o método
multigrid geométrico (Briggs et al., 2000; Trottenberg, 2001) com esquema de correcao (CS),
ciclo V e estimativa inicial nula.

A razdo de engrossamento r = p/q é dada por r =2 (engrossamento padréo) (Wesseling

e Oosterlee, 2001). Os operadores de transferéncia entre as malhas empregados foram
restricao por injecdo, meia-ponderacdo e ponderacdo completa e prolongacéo por interpolacéo
bilinear e 7-pontos. Os sistemas de equacOes obtidos da discretizacdo sdo resolvidos
utilizando os solvers Gauss-Seidel Red-Black (GS-RB) e Gauss-Seidel Lexicografico (GS-
Lex).

O critério de parada utilizado para interromper 0 processo iterativo é baseado na norma
do residuo adimensionalizada. O residuo do sistema de equacdes algébricas é definido por

R" =b—AT" (6)

onde T" é a solucdo da incognita na iteracdo n.

Considerando L" = |R" e l’= HR‘)Hl, se %stol 0 processo iterativo é interrompido. A

N
norma utilizada é dada como L" = Z‘RQ e a tolerancia estabelecida é tol =107,
P=1

Para as simulagfes utilizou-se aritmética de precisdao quadrupla. Os codigos numericos
foram implementados usando a linguagem Fortran 2003, com o aplicativo Intel 9.1 Visual
Fortran. Todos os resultados numéricos foram obtidos em um computador com processador
IntelCorei7 2.66 GHz, 16 GB de RAM e sistema operacional Windows 8, com 64 bits.

O valor 6timo de um parametro € obtido quando a solucdo do problema apresenta o
menor tempo de CPU para valores fixos dos demais parametros. Neste trabalho, denota-se por
Veimo O NUMero 6timo de iteragdes internas do solver e por L., 0 nUmero 6timo de niveis de

malha. Cada tamanho de problema (N) terd& um v O paréametro L

6timo

6timo e um Létimo' maximo
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representa 0 nimero maximo possivel de malhas que se pode usar para uma dada malha sendo
que a malha mais grossa tem apenas um né interno. Por exemplo, se N=1025 x 1025 nos, as
malhas mais grossas sdo de 1025x1025, 513x513, 257x257, 129x129, 65x65, 33x 33,
17x17,9x9, 5x5 e 3x3 nos, portanto, L 10.

3 RESULTADOS NUMERICOS

Sao apresentados nesta secdo, os resultados obtidos para LFA e para analise de
complexidade. Para a analise de complexidade, considerou-se o estudo dos seguintes
parametros: numero de iteracdes internas (v) e numero de niveis (L). Sdo considerados
N=129x129, 513x513 e 2049x2049. Para analisar 0 numero de incognitas (N) s&o
considerados os problemas N=5x5, N=9x9, N=17x17, N=33x33,.., N=4097x4097. E
apresentada também uma comparacgdo do desempenho dos solvers GS-RB e GS-Lex.

A Eq. (2) foi analisada para os seguintes valores de ¢ = 0,0001; 0,001; 0,01; 0.1; 1; 10;

100; 1000; 10000. Quando & =10* ou & =10"", neste trabalho, denota-se anisotropia simétrica.
Por exemplo, se a=1 temos & =10 e ¢ =0,1; neste caso temos anisotropia simétrica.

3.1 Analise de Fourier

Nesta se¢do serdo apresentados os resultados obtidos pela LFA para y,,, e p,.. AFig. 1
apresenta o fator de suavizacdo u,, obtido para GS-RB e GS-Lex. Para as figuras Fig. 1 até

Fig. 4 utilizou-se a ferramenta “grafico dindmico” disponivel no software Microsoft Excel
2010. Esta ferramenta permite a entrada de varios parametros e organiza a saida através de
graficos envolvendo variaveis de interesse em fungdo de variaveis que se queira. A Fig. 1
mostra no eixo vertical, os somatdrios de x,,, em funcéo das demais variaveis.

m e=107°

m &=1073

m =107t
E =]

= e=10!
n &10°

£=10°

GS-LEX ‘ GS-RB

Figura 1. y,,. para GS-RBe GS-Lexcom v =12¢€5.

Observa-se que para &=1 (problema isotrdpico), €—>xo e &£—>0 tem-se
L,.(GS — RB) << 14,.(GS — Lex) . Assim, dentre os solvers, 0 GS-RB é o que apresenta menor

fator de suavizacdo para o problema de anisotropia difusiva. A Tabela 1 apresenta o fator de
suavizacdo para os solvers estudados.
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Tabela 1 : Fator de suavizacéo considerando v =1 para os solvers GS-Lex e GS-RB

£ 10* 107 107t 1 10 102 10*

GS-Lex 0.999 0961 0.69 0.249 0.696 0.961 0.999

luloc
GS-RB 0.999 0960 0.683 0.062 0.683 0.960 0.999

Observa-se, pela Tab. 1 que GS-RB apresenta menor fator de suavizacdo em relacdo a
GS-Lex para todos os problemas estudados, exceto para ¢ =10* e £=10"*. Neste caso, ambos
os solvers apresentam o mesmo valor para ,,. . Estes dados estdo de acordo com a literatura.

A Fig. 2 apresenta o fator de convergéncia assintotico p,,. obtido para GS-RB e GS-Lex

com &=1 (problema isotropico) e v=1. Os operadores de restricdo apresentados sdo
ponderacdo completa (FW), meia-ponderacdo (HW) e injecdo (INJ). Este Gltimo foi utilizado
apenas para o solver GS-Lex, ja que para GS-RB nao é possivel utilizar este operador para
restricdo, devido a forma de leitura dos nos na malha. Os operadores de prolongacdo
utilizados séo bilinear e 7-pontos.

12

" GS-LEX
= GS-RB

HW HW
7-pontos ‘ bilinear ‘

e=1

Figura 2: p,,. para solvers com ordenagéo Lexicografica e Red-Black para v = 1; restricdo: FW, HW e

INJ; prolongac&o: 7-pontos e bilineare & =1.

Observa-se que para ¢ =1 (problema isotropico), dentre os operadores de prolongacao, é
indiferente utilizar 7-pontos ou bilinear para todos os casos, com excecao do caso em que se
utiliza restricdo por injecdo. Neste caso, 0 menor valor para p,,, aparece com a combinacdo

prolongagéo por interpocéo bilinear e restricdo por injecéo.
Observa-se também que o menor fator de convergéncia assintético ocorre quando utiliza-

se 0 solver GS-RB, restricdo por ponderagdo completa (FW), prolongacgédo por interpolacao
bilinear.
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A Fig. 3 apresenta o fator de convergéncia assintético p,,. obtido para GS-RB e GS-Lex
com £=10, ¢=10" e v =1,

(5]
206
[=%
¥ GS-LEX
04 1 = GS-RB
0.2
0 4
FW HW INJ FW HW INJ
7-pontos ‘ bilinear
€=0,1
12
® GS-LEX
= GS-RB

HW HW
7-pontos bilinear

=10

Figura 3: p,,. para solvers com ordenacdo Lexicografica e Red-Black, v =1; restrigdo: FW, HW e INJ;

prolongagao: 7-pontos e bilineare £ =10 e £ =10.

Na Fig. 3 observa-se que para ¢ =10~ e &£ =10, (anisotropias simétricas) p,,. apresenta
0 mesmo comportamento. Dentre os operadores de prolongacdo, € indiferente utilizar 7-
pontos ou bilinear para todos os casos, com excec¢do do caso em que se utiliza restricdo por
injecdo. Neste caso, o menor valor para p,. aparece com a combinagéo prolongacdo por

interpog&o bilinear e restricdo por injecéo.

Observa-se também que o menor fator de convergéncia assintético ocorre quando utiliza-
se 0 solver GS-RB, restricdo por ponderagdo completa (FW), prolongagédo por interpolacao
bilinear.

Em todos os problemas apresentados acima, é indiferente utilizar interpolacéo bilinear ou
7-pontos. Por facilidade de programac&o, optou-se por utilizar interpolagéo bilinear e todos o0s
resultados apresentados na sequéncia utilizam este operador. Para o operador de restricao,
sera utilizado FW, que apresentou os melhores resultados.
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A Fig. 4 apresenta 0 p,,. para GS-RB e GS-Lex, restri¢do por FW, prolongacéo: bilinear
e £=10"%e £=10%, com a:{O, 12 3 4}e v=1.

12

0.8 -

lo
o
o

" GS-LEX

GS-RB
04 - "

0.2

1E-04 1E-03 1E-02 1E-01 1E+00 1E+01 1E+02 1E+03 1E+04
€

Figura. 4: p,,. para GS-RB e GS-Lex, v =1; restri¢do: FW; prolongacao: bilinear; ¢ =107 e £ =102,
com a=1{0,1, 2,3, 4},

Observa-se que os solvers GS-Lex e GS-RB apresentam um bom desempenho apenas
para o problema isotrépico. A medida que o problema torna-se anisotropico, tais solvers,
associados ao multigrid ndo apresentam um bom desempenho. Na proxima secdo sera
apresentada a analise de complexidade do multigrid utilizando os itens que tiveram o melhor
desempenho na Andlise de Fourier Local, ou seja, restricdo por ponderacdo completa,
prolongacéo por interpolacdo bilinear e solver GS-RB.

Observa-se ainda que p,,. estd se aproximando de 1, ou seja, 0 multigrid comeca a

divergir para £ =10™" e £ =10. Este mesmo comportamento aparece para ¢ =107 e & =102,
a=2,3e4,ouseja, para fortes anisotropias.

3.2 Analise de Complexidade

Nesta secdo, serdo utilizados os resultados obtidos via LFA para realizar a analise de
complexidade.

- NUmero de iteraces internas (v)

Para a obtencdo do numero 6timo de iteracdes internas, cada problema foi resolvido
utilizando o nimero maximo de niveis possiveis, ou seja, L,..m.- FOoram testados valores de
v entre 1 e 5000, uma vez que, para fortes anisotropias, os solvers atingem a convergéncia
com um namero elevado de iteracfes internas.

Pode-se observar pela Fig. 5 que, para o problema isotropico (& =1), v, =1. Para as
anisotropias simétricas os valores de v, Sdo simétricos. Observa-se também que a medida
que o problema torna-se mais anisotrépico, maior sera v

otimo *
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Figura. 5: Nimero 6timo de iteracdes internas (V) versus coeficiente de anisotropia (&)

- Ndmero de niveis (L)

Para se determinar o nimero 6timo de malhas foram utilizados os valores 6timos de

iteragOes internas obtidos da sec¢éo anterior. Para o problema isotropico Ly, = Linaimo-
14 -
0 4
-
+
._I;E BB H
n_- / \
2 /" X
Py 7 \\ -
/ \
4 ./ - i
—m— GS-Lex

100 100 10

Figura. 6: Nimero 6timo de niveis (L;,,) versus coeficiente de anisotropia (&) .

Fonte: Adaptado de Vassoler-Rutz et. al., (2015)

A medida que o problema torna-se mais anisotropico L torna-se L, im0 — 1,
Loviximo — 2 Limaximo — 3, € @SSIM sucessivamente, dependendo da anisotropia, o que pode ser

observado no Fig. 6, obtido de Vassoler et. al, (2015), que estudou dois problemas de
anisotropia difusiva para o esquema FAS e solvers GS-Lex e MSI. Se adotarmos

Lstimo = Lmaximo P@ra todos os problemas, teremos uma pequena diferenca no tempo de CPU
para aqueles casos onde 0 L, N0 € 0 L, .., € €M termos relativos (E(%)) tem-se

6timo

6timo
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(E(%) _ tCPU (Lméximo)_ tCPU (Létimo) x 100%j . (7)
tCPU (Lméximo)

Vassoler-Rutz et. al., (2015) observou que para fortes anisotropias 0 maior erro
observado foi na malha com 2049x2049 nds, de 9,8% de diferenga para & =10000 . Portanto,
por facilidade de programacao, adota-se L =L, ..., para todos os problemas.

- NUmero de variaveis (N)

Para avaliar o efeito do numero de incognitas sobre o tempo de CPU foram utilizados os
parametros Otimos acima determinados. Pode-se observar pela Fig. 7 que os problemas
isotropicos (&=1) apresentam t.,, menor para os tamanhos de problemas estudados.
Observa-se que, & medida que o problema torna-se mais anisotropico (¢ -0 e € >®), 0
t.p, aumenta. No entanto, para anisotropias ¢ = 0,1, 10 o t,, € aproximadamente 0 mesmo
do problema isotropico.

120000 ~ > @ N=129x129 GS-RB 1
—¥— N=513x513 GS-RB
100000 A »— N=2049x2049 GS-RB 4
2 80000 -
=
A
O 60000 -
[}
o
e ‘
S 40000+ -
L
[_‘
20000 - 4
| 3 B
Y v
0 PP
b DR | e T i e~ iy b Sy SR
10° 10" 10° 107 10" 10" 10' 10° 10° 10° 10°

Figura. 7: tep, versus coeficiente de anisotropia (&)

Pode-se observar pela Fig. 8 que, para o problema isotrépico (¢=1) o t.,, € 0 menor
para todos os valores de N estudados. Para anisotropias simétricas os t.,, aproximam-se
muito entre si. Por exemplo, para £ =0,1 e £=10 as linhas quase se sobrepdem na Fig. 8.
Observa-se também, que, quanto mais anisotrépico o problema, maior o t.,, para todos os
valores de N estudados.
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Figura. 8: ., versus nimero de né6s (N)

Pode-se fazer um ajuste geométrico do tipo
tepy =CN". (8)

O parametro ¢ é um coeficiente relativo ao método e ao solver, p representa a ordem de
complexidade do solver associado ao método empregado e N é a dimensdo do problema.
Quanto mais préximo da unidade estiver o expoente p, melhor é o desempenho do método
empregado. O método multigrid ideal é aquele cujo p=1, ou seja, o tempo de CPU cresce
linearmente com o nimero de incdgnitas (N).

Utilizou-se diversos valores de N para um dado &, e para os diversos valores de ¢. O
resultado é mostrado na Fig. 9, considerando o solver estudado. Lembrando que o método
multigrid ideal é aquele cujo p=1. Pode-se observar pela Fig. 9 que, para as anisotropias
intermediarias 0 método multigrid tem um bom desempenho, mas para as fortes anisotropias,
a ordem de complexidade (p) se distancia da unidade e o desempenho do método torna-se
ruim. Este comportamento ja era esperado, ja que para fortes anisotropias, métodos iterativos
tém sua eficiéncia reduzida.

10° 10 10" 10" 10

)4
=

10t 100 10

4

€

Figura. 9: Ordem de complexidade (p) versus coeficiente de anisotropia (&)
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho foi analisado o efeito da anisotropia fisica sobre 0 método multigrid para o
problema de difusdo bidimensional com anisotropia nos termos difusivos (anisotropia
difusiva). Primeiramente foi realizada uma Analise de Fourier Local para determinar o fator
de suavizagdo (y,,.) e fator de convergéncia assintdtico (p,,.) para duas malhas, para isso 0s
seguintes parametros multigrid foram estudados: solver, restricdo e prolongacdo. Na
sequéncia foi realizada a analise de complexidade, onde os seguintes parametros multigrid
foram estudados: numeros de iteracfes internas do solver, nimero de niveis e efeito do
namero de incognitas no tempo de CPU. O método multigrid geométrico foi empregado com
esquema de correcdo (CS), ciclo V, estimativa inicial nula e r=2. Os solvers estudados foram
Gauss-Seidel Red-Black (GS-RB) e Gauss-Seidel Lexicografico (GS-Lex). As conclusfes
obtidas sdo apresentadas abaixo:

- Os resultados obtidos via LFA coincidem com os resultados obtidos via analise de
complexidade, ou seja, a Andlise de Fourier Local (LFA) é util na obtencdo de parametros
para a elaboracdo de um projeto de método multigrid eficiente.

- Os parametros 6timos obtidos via LFA sdo: GS-RB, restricdo por ponderacdo completa e
prolongacéo bilinear e estes foram os parametros utilizados para a analise de complexidade.

- V4ino =1 para o caso isotropico (& =1).

6timo

- O numero 6timo de iteracdes internas cresce a medida que o problema torna-se mais
anisotropico (¢ >0 e € > ).

- Para o problema isotropico (&=1) a ordem de complexidade p do método multigrid é
p=1.0. Para fortes anisotropias (¢ >0 e &£ > ) a ordem de complexidade p se distancia

da unidade e o desempenho do método torna-se ruim.

- P(Lysime) = P(Lysmo)» OU Seja, anisotropia fisica ndo influencia muito o namero 6timo de
malhas.
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