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Abstract. O crescimento tumoral é resultado de uma série de complexos fenômenos que ocor-
rem em múltiplas escalas de tempo e espaço. Neste trabalho, desenvolvemos um modelo hı́brido
que representa fenômenos do crescimento tumoral avascular que ocorrem nas escalas tecidual,
celular e sub-celular. A dispersão de nutrientes e de fatores de crescimento ocorrem na escala
do tecido. Na escala da célula, destacam-se as interações mecânicas entre células e entre os
componentes do microambiente. Na escala sub-celular ocorre uma variedade de cascatas de
reações moleculares que regulam as atividades celulares. Eventos que ocorrem em distintas es-
calas se inter-relacionam, de modo que o entendimento destes mecanismos é fundamental para
a compreensão da doença e para o desenvolvimento de terapias. Experimentos computacionais
são realizados para demonstrar o potencial uso da metodologia desenvolvida.
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Modelagem Hı́brida em Três Escalas para o Crescimento Tumoral

————————————————————————–

1 INTRODUÇÃO

Modelos hı́bridos têm sido bastante usados para descrever interações entre fenômenos que
ocorrem em diversas escalas espaço-temporais do crescimento de tumores (Lowengrub et al. ,
2010; Macklin et al. , 2012; Wang et al. , 2007). Neste trabalho desenvolvemos um modelo
hı́brido para o crescimento tumoral avascular baseado nas abordagens descritas em Macklin
et al. (2012) e Wang et al. (2007). Na macroescala ou escala tecidual, modelamos a dis-
persão de oxigênio e de fatores de crescimento (EGF-Epidermal Growth Factor) através de
equações do tipo difusão-reação. Na escala celular, construı́mos um modelo baseado em agen-
tes (MBA) para descrever o comportamento e interações entre células normais e tumorais. O
estado celular é orquestrado por uma complexa rede de sinalização que é desencadeada a par-
tir da percepção de estı́mulos extracelulares por receptores especı́ficos situados na membrana
celular, que eventualmente produz uma resposta regulatória. Neste trabalho, estamos particular-
mente interessados na modelagem da sinalização que controla a proliferação celular, utilizando
equações diferenciais ordinárias. A Figura 1 apresenta uma descrição esquemática do modelo
hı́brido desenvolvido, incluindo os mecanismos de acoplamento entre as escalas. Nas próximas
seções descrevemos em detalhes cada um de seus componentes.

  Difusão de 
Nutriente

Sinalização
molecular

Células Normais Células Tumorais

Homeostase
Quiescente, Proliferativa, 

Hipóxica, Apoptótica e
Necrótica

Paracrine

Disponibilidade de Nutrientes

co
ns

um
o

EDP

EDO

MBA

Molécula
(genes)

Célula

Tecido

Espaço

Tempons - μs min - h

Difusão de
EGF

EDP

Decisão da 

proliferação celular

Disponibilidade de 

EGF

Figura 1: Esquema conceitual do modelo hı́brido desenvolvido.

2 MODELO HÍBRIDO

No MBA, atribuı́mos propriedades fenotı́picas e quantidades fı́sicas a cada célula, assu-
mida circular por simplicidade. A disponibilidade de oxigênio, única fonte de nutrientes no
microambiente, juntamente com eventos aleatórios de proliferação e apoptose determinam a
dinâmica do crescimento tumoral e o balanço das forças que atuam em cada célula determina o
seu movimento, conforme a segunda lei de Newton. Os modelos são apresentados a seguir.
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2.1 Modelo celular: Forças que atuam sobre as células

As forças são modeladas assumindo que o núcleo de cada célula é incompressı́vel, não
podendo ocorrer sobreposição de núcleos. A sobreposição de citoplasmas é possı́vel, repre-
sentando a deformação celular. As forças dependem do espaço, tempo e do microambiente, e
são definidas a partir de um raio de ação RA, que expressa a distância máxima possı́vel para
que ocorra alguma interação. Assim, a distância entre uma célula i a uma célula j no tempo
t determina se há força entre elas. Consideramos as seguintes forças: (i) adesão e repulsão
célula-célula (Fcca e Fccr); (ii) adesão e repulsão célula-membrana basal (Fcba e Fcbr); (iii)
adesão célula-matriz extracelular (Fcma); (iv) locomotiva (Floc), submetidas às células em mo-
vimento, determinando suas trajetórias; (v) atrito (Fdrag), entre a célula em movimento e o
fluido intersticial; (vi) compressão e resistência à compressão do tecido (Fct e Frct), associadas
ao estado de tensões causado pelo crescimento do tumor. Pela segunda lei de Newton, o balanço
de forças na célula i é dado por:

miv̇i =

N(t)∑
j=1
j 6=i

célula-célula︷ ︸︸ ︷
(Fijcca + Fijccr) +

célula-meio︷ ︸︸ ︷
(Ficma + Fidrag + Ficba + Ficbr + Fict + Firct) +Filoc , (1)

em que N(t) é o número de células no tempo t, e mi e v̇i representam a massa e a aceleração
da célula i, respectivamente. Assumindo que as forças entram em equilı́brio rapidamente e des-
prezando os efeitos da inércia,

∑
F = 0. Como em Macklin et al. (2012), desconsideramos o

processo migratório das células (Floc = 0), assumimos Fidrag = −νvi e Ficma = −ccmaIE,iEvi,
em que ν representa a viscosidade do fluido intersticial, E é a densidade da matriz extracelular,
IE,i representa a distribuição dos ligantes da célula i na matriz extracelular E, e vi é a velo-
cidade da célula i. A nova posição da célula é obtida da velocidade da célula i que resulta do
balanço das forças, isto é,

vi =
1

ν + ccmaIE,iE

N(t)∑
j=1
j 6=i

(Fijcca + Fijccr) + Ficba + Ficbr + Fict + Firct

 . (2)

As forças Fijcca, Fijccr, Ficba, Ficbr, Fict e Firct são definidas a partir das funções potenciais
ϕ(r;RA, n) e ψ(r;RN , R,M,m) tais que:

∇ϕ =


(

1− |r|
RA

)n+1
r
|r| , 0 ≤ |r| ≤ RA;

0, caso contrário;

∇ψ =



−
(
c |r|
RN

+M
)

r
|r| , 0 ≤ |r| ≤ RN ;

−
(

1− |r|
R

)m+1
r
|r| , RN ≤ |r| ≤ R;

0, caso contrário,

em que c = [(1−RN/R)m+1−M ]. Note que estas funções potenciais e suas derivadas têm su-
porte compacto (Drasdo et al. , 1995; Macklin et al. , 2012). Definindo ccca, cccr, ccba e ccbr como
os coeficientes de atração e repulsão célula-célula e célula-membrana basal, respectivamente;

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
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cct e crct, os coeficientes de compressão e resistência à compressão do tecido, respectivamente,
determinamos as forças através das seguintes relações:

Fijcca = −ccca∇ϕ(xj − xi;R
i
A +Rj

A, ncca); (3)
Fijccr = −cccr∇ψ(xj − xi;R

i
N +Rj

N , R
i +Rj,M, nccr); (4)

Ficba = −ccba∇ϕ(d(xi)n(xi);R
i
A, nct); (5)

Ficbr = −ccbr∇ψ(d(xi)n(xi);R
i
N , Ri,M, nrct) (6)

Fict = −cctK(V, t)∇ϕ(d(xi)n(xi);R
i
A, nct); (7)

Firct = −crctK(V, t)∇ψ(d(xi)n(xi);R
i
N , Ri,M, nrct), (8)

em que Ri
A é o raio de ação da célula i e K(V, t) é uma função real definida no intervalo

[0,1], que depende do volume do tumor no instante t. As relações (3-6) foram definidas em
Macklin et al. (2012). Neste trabalho, desenvolvemos as forças Fct e Frct para modelar os
efeitos das tensões sólidas impostas pelo meio e as tensões geradas pelo crescimento do tumor
(Rocha, 2016). Consideramos a função K(V, t) constante, inicialmente, e estabelecemos uma
correlação entre o número acumulado de células que deixam o domı́nio no tempo t (N t

out) e
a tensão de compressão que atua no tumor; N t

out regula a inibição da proliferação, conforme
apresentaremos na próxima seção.

2.2 Modelo celular: Estados fenotı́picos

Cada célula no modelo pode ser tumoral ou normal, sendo as células normais mantidas em
homeostase. As células tumorais são diferenciadas pelos estados fenotı́picos (quiescente, proli-
ferativa, apoptótica, hipóxica e necrótica). As transições entre estes estados estão relacionadas
ao estado proteômico e genético da célula, e à disponibilidade de oxigênio no microambiente.
Algumas destas transições foram modeladas como eventos estocásticos, através de variáveis
aleatórias com distribuição exponencial, e outras como eventos determinı́sticos (ver Fig. 2).
Por simplicidade, as transições dos estados proliferativo e quiescente para o estado de hipoxia
são determinı́sticas e ocorrem sempre que a concentração de oxigênio, denotada por σ, estiver
abaixo de certo limiar σH . Como o modelo é avascular, células hipóxicas não podem retornar
ao estado quiescente, passando imediatamente para o estado necrótico (βH → ∞). Como mo-
delado em Macklin et al. (2012), as transições probabilı́sticas ocorrem de um estado S1 para
um estado S2 em um intervalo de tempo (t, t+ ∆t] segundo a seguinte relação:

Pr(S(t+ ∆t) = S2) | S(t) = S1) = 1− exp

(
−
∫ t+∆t

t

α12(S, •, ◦) ds

)
, (9)

em que α12 é uma função intensidade, (•) representa o estado genético e proteômico da célula e
(◦) representa o estado do microambiente ao redor da célula. Para passos de tempo suficiente-
mente pequenos, esta expressão pode ser simplificada para Pr(S(t+∆t) = S2) | S(t) = S1) ≈
1− exp(−α12(S, •, ◦)(t)∆t). Quando S1 = Q e S2 = P , definimos α12(S, •, ◦) ≡ αP (P , •, ◦)
como

αP (S, •, ◦)(t) = ᾱP (•, ◦)
(
σ − σH
1− σH

)(
1− N t

out

Nmax
out

)
. (10)

Observe que, neste modelo, estabelecemos que as condições do microambiente atuam na inibição
da proliferação celular em função tanto da disponibilidade de oxigênio quanto do aumento das
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tensões de compressão no tumor (Cheng et al. , 2009; Stylianopoulos et al. , 2012). Assim,
σH define o limiar de oxigênio abaixo do qual a célula não tem nutriente suficiente para sofrer
mitose e Nmax

out , que expressa o número máximo de células que deixam o domı́nio, está corre-
lacionado à tensão de compressão máxima acima da qual o crescimento estagna. A intensidade
de probabilidade de transição do estado quiescente para o proliferativo (ᾱP (•, ◦)) depende do
estado genético e proteômico da célula (•) em resposta ao estı́mulo do EGF do microambiente
na vizinhança da célula (◦). Tal intensidade é regulada pelo sistema de sinalização molecu-
lar, conforme mostraremos a seguir. Como neste trabalho focamos nos efeitos da proliferação
celular, por simplicidade assumimos que a transição de S1 = Q para S2 = A é homogênea,
com α12(S, •, ◦) ≡ αA(A) = constante. Os modelos especı́ficos associados a cada uma das
transições são descritos a seguir.

G1

Auto-destruição

Figura 2: Ilustração das possı́veis transições
entre estados fenotı́picos. As transições mo-
deladas como eventos estocásticos e deter-
minı́sticos estão indicadas por setas em ver-
melho e em preto, respectivamente.

Q quiescente: são as células que pos-
suem nutriente suficiente para sobre-
vivência e aguardam o momento de
se dividir;

P proliferativa: são células que irão
sofrer mitose;

H hipóxica: são células que estão em
regiões do microambiente onde a
concentração de nutrientes encontra-
se abaixo do nı́vel apropriado para
divisão;

A apoptótica: são células que irão
morrer devido ao processo natural de
morte celular;

N necrótica: são células que mor-
rem depois de passar certo tempo
em estado de hipoxia, e sofrem
calcificação.

Submodelo da proliferação celular: a transição do estado quiescente para o proliferativo
é interpretada como transição entre as fases G0 e S do ciclo celular, conforme ilustrado na Fig.
3. Durante um tempo τ = τP − τG1, ocorrem as fases S, G2 e M do ciclo celular. Em seguida
a “célula-mãe” gera duas “células -filhas” idênticas, com metade da área da célula de origem, o
que determina o inı́cio da fase G1, na qual permanecem por um tempo τG1. Este é o momento
de maturidade, quando ocorre a transição da fase G1 para G0 (ou Q).

Tempo

Efeito

Fase

Área

Figura 3: Submodelo da proliferação celular (inspirada em Macklin et al. (2012)).

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
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Submodelo da apoptose celular: após a transição do estado quiescente para o apoptótico,
a célula permanece neste estado durante um tempo τA. No decorrer deste intervalo de tempo, a
célula vai diminuindo de tamanho, apresentando incrementais decréscimos da sua área até ser
extinta, como ilustrado na Fig. 4.

Tempo

Efeito

Raio

Figura 4: Submodelo da apoptose celular.

Submodelo da necrose celular: após a transição do estado de hipoxia para necrótico,
a célula passa por um processo de retenção de lı́quido durante um tempo τNL. Durante este
processo, a célula incha progressivamente até finalmente ocorrer o rompimento da membrana
plasmática, quando então a área do citoplasma é reduzida até que a célula se reduz ao tama-
nho de seu núcleo, iniciando o processo de calcificação. Neste processo, de duração τC , as
células incrementalmente acumulam mais cálcio, conforme indicado pela diferenciação na cor
da célula. Este processo está esquematicamente ilustrado na Fig. 5.

Tempo

Efeito

Raio

Figura 5: Submodelo da necrose celular.

2.3 Sinalização molecular

Assumimos que a proliferação celular é controlada por um mecanismo de sinalização que
responde especificamente ao estı́mulo do EGF (Schoeberl et al. , 2002; Wang et al. , 2007).
Assumimos também que o EGF é produzido pelas células quiescentes, e se dispersa pouco no
micro-ambiente tumoral, representando a sinalização parácrina (entre células vizinhas). Sa-
bemos que estas hipóteses são abstrações ou simplificações dos complexos mecanismos de
sinalização intracelular e extracelular que regulam o ciclo celular das células cancerosas (Ha-
nahan & Weinberg, 2011; Kholodenko et al. , 2010). Entretanto, como é conhecido que o
receptor de EGF está hiperativado em aproximadamente 30% de todos os cânceres, incluindo
os de cólon, pulmão, pâncreas, dentre outros, a seleção deste mecanismo especı́fico se mostra
adequada para a modelagem desejada neste trabalho.

Associado a cada célula definimos um modelo sub-celular em que proteı́nas e moléculas
interagem bioquimicamente entre si. Especificamente, com base no modelo apresentado em
Wang et al. (2007), um sistema de equações diferenciais ordinárias modela a sinalização entre
20 moléculas/complexos distintos. A descrição de cada molécula e associada reação cinética
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Suzana Moreira Ávila (Editor), ABMEC, Brası́lia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Heber L. Rocha, Regina C. Almeida, Ernesto A. B. F. Lima, Anna Claudia M. Resende

é apresentada nas Tabelas 1 e 2 . Duas dessas moléculas, PCLγ e ERK, são proteı́nas que
têm papel crucial na mudança de fenótipos celulares. Aqui, como em (Wang et al. , 2007),
assumimos que se a taxa de variação do PLCγ for menor que um certo limiar, denotado por
TPLC e a taxa de variação do ERK for maior que um limiar TERK , a célula adquire uma potencial
vantagem de se proliferar. Assim, definimos a resposta do mecanismo de sinalização como

ᾱP =


1, ROCPLC < TPLC e ROCERK > TERK ;

0, caso contrário.

(11)

Nestas definições, ROCPLC e ROCERK representam a taxa de variação do PLCγ e ERK, res-
pectivamente. Para obtermos essas taxas resolvemos numericamente o sistema de 20 equações
diferenciais ordinárias expressas na Tabela 1, utilizando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem. As condições iniciais utilizadas são também apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1: Equações cinéticas e concentrações iniciais. Para complementar, veja a Tabela 2.

Reagente Variável Molecular Condição inicial [nM] EDO

X1 EGF variável d(X1)/dt = −v1
X2 EGFR 80 d(X2)/dt = −v1
X3 EGF-EGFR 0 d(X3)/dt = v1 − 2v2

X4 (EGF-EGFR)2 0 d(X4)/dt = v2 + v4 − v3
X5 EGF-EGFR-P 0 d(X5)/dt = v3 + v7 − v4 − v5
X6 PLCγ 10 d(X6)/dt = v8 − v5
X7 EGF-EGFR-PLCγ 0 d(X7)/dt = v5 − v6
X8 EGF-EGFR-PLCγ -P 0 d(X8)/dt = v6 − v7
X9 PLCγ -P 0 d(X9)/dt = v7 − v8 − v9 − v10
X10 PLCγ -P-I 0 d(X10)/dt = v9

X11 PKC 10 d(X11)/dt = −v10
X12 PKC* 0 d(X12)/dt = v10 − v11
X13 Raf 100 d(X13)/dt = −v11
X14 Raf* 0 d(X14)/dt = v11 − v12 − v14
X15 MEK 120 d(X15)/dt = v13 − v12
X16 MEK-P 0 d(X16)/dt = v12 + v15 − v13 − v14
X17 MEK-PP 0 d(X17)/dt = v14 − v15 − v16 − v18
X18 ERK 100 d(X18)/dt = v17 − v16
X19 ERK-P 0 d(X19)/dt = v16 + v19 − v17 − v18
X20 ERK-PP 0 d(X20)/dt = v18 − v19

2.4 Escala Tecidual

Transporte de oxigênio

Aplicando a lei fundamental de conservação de massa, o transporte quase estacionário
de oxigênio no tecido é modelado através de uma equação de difusão-reação. Sem perda de
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Tabela 2: Reações e parâmetros cinéticos. Concentrações e as constantes de Michaelis-Menten
(K) são dadas em [nM ]. Taxas constantes de primeira e segunda ordem são dadas em [s−1] e
[nM−1s−1], respectivamente. V são expressos em [nMs−1].

Reação Equação Parâmetros cinéticos

v1 k1X1X2 − k−1X3 k1 = 0.003 k−1 = 0.06

v2 k2X3X3 − k−2X4 k2 = 0.01 k−2 = 0.1

v3 k3X4 − k−3X5 k3 = 1 k−3 = 0.01

v4 V4X5/(K4 +X5) V4 = 450 K4 = 50

v5 k5X5X6 − k−5X7 k5 = 0.06 k−5 = 0.2

v6 k6X7 − k−6X8 k6 = 1 k−6 = 0.05

v7 k7X8 − k−7X5X9 k7 = 0.3 k−7 = 0.006

v8 V8X9/(K8 +X9) V8 = 1 K8 = 100

v9 k9X9 − k−9X10 k9 = 1 k−9 = 0.03

v10 k10X9X11 − k−10X12 k10 = 0.214 k−10 = 5.25

v11 V11X12X13/(K11 +X13) V11 = 4 K11 = 64

v12 V12X14X15/[K12(1 +X16/K14) +X15] V12 = 3.5 K12 = 317

v13 V13X16/[K13(1 +X17/K15) +X16] V13 = 0.058 K13 = 2200

v14 V14X14X16/[K14(1 +X15/K12) +X16] V14 = 2.9 K14 = 317

v15 V15X17/[K15(1 +X16/K13) +X17] V15 = 0.058 K15 = 60

v16 V16X17X18/[K16(1 +X19/K18) +X18] V16 = 9.5 K16 = 1.46× 105

v17 V17X19/[K17(1 +X20/K19) +X19] V17 = 0.3 K17 = 160

v18 V18X17X19/[K18(1 +X18/K16) +X19] V18 = 16 K18 = 1.46× 105

v19 V19X20/[K19(1 +X19/K17) +X20] V19 = 0.27 K19 = 60

generalidade, assumimos que o oxigênio é difundido de maneira homogênea no meio segundo
a seguinte equação

D(∇2σ)− Λσ = 0, (12)

em que D é o coeficiente de difusão e Λ é a taxa de consumo/decaimento de oxigênio. A
equação anterior é definida no domı́nio Ω ∈ <2 que contém a região definida no MBA. Con-
dições de contorno do tipo Dirichlet são definidas no contorno regular de Ω, denotado por Γ.
Tais condições modelam a existência de vasos sanguı́neos nesta região. A solução da Eq. 12
é obtida utilizando o método de diferenças finitas via diferença centrada. A taxa de consumo
Λ atua como componente integrador entre os modelos de difusão de oxigênio e o de agentes.
Λ(x, t) é obtida através de um mapeamento que determina o consumo do conjunto das diferentes
células que estão na vizinhança do ponto espacial x em cada tempo t (Rocha, 2016).

Difusão de EGF

Consideramos que somente as células quiescentes liberam fatores de crescimento no mi-
croambiente. A equação de conservação de EGF no meio é dada por

∂σegf
∂t

= Degf (∇2σegf ) + Fegf , (13)

em que Degf é o coeficiente de difusão de EGF e Fegf é a fonte de EGF. Este termo é res-
ponsável pela integração entre as escalas, sendo computado de maneira análoga ao coeficiente
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de consumo de oxigênio. É importante ressaltar que Degf << D, pois a dispersão de EGF está
associada à mecanismo de sinalização parácrina, que ocorre apenas entre células vizinhas. O
domı́nio computacional de definição da Eq. 13 é o mesmo da Eq. 12, sendo que condições de
Dirichlet homogêneas são agora utilizadas.

3 SIMULAÇÕES COMPUTACIONAIS

Consideramos uma região de um tecido qualquer, composta por células normais e tumorais.
Por simplicidade, assumimos que o domı́nio computacional do modelo discreto é circular de
raio 250 µm. O domı́nio computacional do problema contı́nuo é quadrangular de lado 500 µm,
envolvendo completamente a região do modelo celular. Os parâmetros e condições de contorno
do tipo Dirichlet utilizados estão especificados na Tabela 3. Para a caracterização visual dos
diferentes estados fenotı́picos, definimos a notação apresentada na Fig. 6.

Q P A N

. . .

N

. . .

N

. . .

NN ormal

Figura 6: Notação utilizada para a visualização das simulações. Da esquerda para direita: célula
normal e células tumorais classificadas de acordo com seu fenótipo: quiescente (Q), proliferativa
(P), apoptótica (A), estágio inicial da necrose (N ) e três diferentes nı́veis de calcificação da célula
necrótica, com o vermelho indicando calcificação mais intensa.

Não encontramos na literatura valores limites para ROCPLC e ROCERK que conferem,
ou caracterizam, vantagem de proliferação celular. Na tentativa de representar comportamentos
tı́picos, realizamos uma série de simulações computacionais e observamos a evolução dos valo-
res de ROCPLC e ROCERK em todas as células. Uma destas evoluções é apresentada na Fig.
7. Com base nas informações obtidas, escolhemos TPLC = −1× 10−4 e TERK = 1, 2× 10−5.
A calibração sistemática destes e dos demais parâmetros é tema de trabalhos futuros.

Figura 7: Escolha dos limites TPLC e TERK . Os pontos vermelhos representam os valores do
ROCPLC e ROCERK das células quiescentes em cada passo de tempo da simulação.

Valores diferentes para K (equações (7) e (8)) ajustam as tensões no meio. Conforme ex-
perimentos realizados em Rocha (2016), observamos que o valor de K = 0, 1 conduziu à uma
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Tabela 3: Parâmetros utilizados na simulação do carcinoma avascular.

Parâmetros Significado fı́sico Valor

R,RN raio celular e raio do núcleo celular 9, 953 e 5, 295 µm

RA distância máxima de adesão (raio de ação) 1.214R

cccr coeficiente da força repulsiva célula-célula 10, 0ν µm/min

crct coeficiente da força de resistência à compressão do tecido cccr

ccca coeficiente da força adesiva célula-célula 0.488836cccr

cct coeficiente da força de compressão do tecido 10ccca

ncca e nccr expoentes dos potenciais de adesão e repulsão célula-célula 1 e 1

nct e nrct expoentes dos potenciais de adesão e repulsão célula-BM 1 e 1

M valor máximo de |∇ψ| 1

Nmax
out número máximo de células que deixam o domı́nio 1500

σB concentração de oxigênio no contorno 0, 6

σH limiar de oxigênio para hipoxia 0, 2

αA taxa de transição caracterı́stica deQ → A 0, 0012728 h−1

τP tempo do ciclo celular 18 h

τG1 e τA tempo da G1 e tempo da apoptose 9 e 8, 6 h

τNL tempo da lise celular necrótica 6 h

τC tempo de calcificação celular necrótica 360 h

fNS aumento do volume celular necrótica 1

L escala de comprimento da difusão do oxigênio 100 µm

λ taxa de consumo do oxigênio para células tumorais 0, 1 min−1

λb taxa de consumo do oxigênio para células não-tumorais e ambiente 0, 01λ

Degf coeficiente de difusão de EGF 1× 10−12 µm2/h

F iegf quantidade de EGF liberado pelas células quiescentes i 2, 65 nM

representação da evolução tumoral compatı́vel, com acúmulo gradativo da compressão no tu-
mor. Eventualmente, N t

out = Nmax
out , levando à estagnação do crescimento. Assim, K = 0, 1

é utilizado nas simulações apresentadas a seguir. Na Fig. 8 apresentamos uma realização da
evolução tumoral controlada pela sinalização intracelular. A partir de um pequeno tumor no
centro do domı́nio e uma distribuição uniforme de oxigênio, o tumor se desenvolve e gradativa-
mente consome o oxigênio disponı́vel. Em t = 4, 17 dias, o tumor é formado majoritariamente
por células proliferativas, representando a fase inicial do crescimento tumoral avascular. A in-
tensa proliferação produz um rápido decrescimento do oxigênio na direção do centro do tumor,
onde o nı́vel de nutrientes é incapaz de sustentar a viabilidade celular. A dispersão de EGF
produzido pelas células quiescentes é restrita, localizada na vizinhança das células que liberam
o fator de crescimento. Em t = 8, 33 dias, observamos a formação de três nı́veis de diferentes
fenótipos: uma região mais interna que representa o núcleo necrótico, uma intermediária onde
as células quiescentes são predominantes e uma região externa onde a maioria das células são
proliferativas. A proliferação controlada pela sinalização molecular gera um padrão de cres-
cimento mais irregular e hetrogêneo. Finalmente, em t = 16, 67 dias, as células tumorais
preenchem todo o domı́nio computacional. Neste momento, o oxigênio disponı́vel no interior
do domı́nio está abaixo do necessário para a viabilidade celular e observamos a formação de
um núcleo necrótico calcificado, configuração tı́pica observada em tumores avasculares.

Na Fig. 9, comparamos a evolução dos diferentes fenótipos celulares para a simulação em
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(a) Condição inicial: células normais aleatoriamente dispostas e quatro células tumorais no centro,
sendo duas proliferativas e duas quiescentes;

(b) Simulação em 4, 17 dias: predominância das células proliferativas.

(c) Simulação em 8, 33 dias: formação de estrutura em três nı́veis fenotı́picos.

(d) Simulação em 16, 67 dias: calcificação do núcleo e redução significativa do oxigênio na direção
do centro do tumor.

Figura 8: Uma realização do modelo celular (esquerda), concentração de oxigênio (centro) e
concentração de EGF (direita) para K = 0, 1.
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100 realizações. Como esperado, os modelos de transição estocástica introduzem uma grande
variabilidade para a evolução das células proliferativas e apoptóticas. Na média, a evolução da
células proliferativas estagna em decorrência dos feitos de compressão sobre o tumor.
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(a) Média da simulação com K = 0, 1.
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(e) Evolução das células apoptóticas .
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Figura 9: Evolução dos diferentes fenótipos para K = 0, 1. Os valores N, Q, P e H representam o
número de células necróticas, quiescentes, proliferativas e normais, respectivamente. As barras de
erro representam o desvio padrão em cada tempo simulado.
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A Figura 10 apresenta a média da evolução dos fenótipos quando não há controle realizado
pela sinalização intracelular e ᾱP é fixado em quatro diferentes valores entre 0 e 1. À medida
que ᾱP aumenta, o máximo do número de células proliferativas é maior, embora um valor fixo
de ᾱP não seja capaz de sustentar a proliferação. Quanto maior é ᾱP , mais rápido é o decai-
mento do número médio de células proliferativas. Este comportamento reforça a importância
do controle introduzido pelo mecanismo de sinalização intracelular, que conduz à sustentação
do crescimento tumoral, conforme ilustrado na Fig. 9(a).
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(a) Média da simulação com ᾱP = 0, 25.
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(b) Média da simulação com ᾱP = 0, 52.
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(c) Média da simulação com ᾱP = 0, 75.
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(d) Média da simulação com ᾱP = 1.

Figura 10: Média da evolução dos diferentes fenótipos para diferentes valores de ᾱP .

4 CONCLUSÕES

O modelo hı́brido desenvolvido descreve o comportamento e interações entre células nor-
mais e tumorais num meio com disponibilidade limitada de nutrientes. Fenômenos de sinalização
intracelular foram integrados à cada célula, e foram capazes de controlar a proliferação celular.
Além disso, simulações realizadas apontam que o mecanismo intracelular tem papel funda-
mental na sustentação da evolução do tumor. Consideramos também os efeitos adicionais de
inibição da proliferação devido ao acúmulo das tensões de compressão no interior do tumor e da
disponibilidade de nutrientes. O acúmulo das tensões foi modelado através das forças de com-
pressão e resistência à compressão do tecido. Estas forças regulam a quantidade de células que
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saem do domı́nio, as quais por sua vez regulam a inibição da proliferação. Apesar de necessitar
de calibração, simulações demonstraram que o modelo consegue representar qualitativamente
a dinâmica de tumores em um microambiente. O modelo foi desenvolvido de forma estrutu-
rada, utilizando a linguagem de programação C++, na qual aplicamos o paradigma OpenMP de
programação paralela. Isto o torna bastante versátil, permitindo a fácil incorporação de novos
processos e fenomenologias.
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