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Resumo. Neste trabalho resolvemos um modelo matemdtico de dorméncia tumoral usando um
método numérico de diferencas finitas ndo—canonico para aproximagdo das derivadas de ordem
ndo inteira, sendo que comparagoes sdo feitas com o modelo de derivada inteira resolvido via
o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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1 INTRODUCAO

A biologia do cancer € um campo muito complexo. A taxa de mortalidade para esta doenga
tem diminuido, em razao de politicas de saide publica, por exemplo. Contudo, hé casos, como o
cancer de pulmao, em que a taxa de mortalidade ndo tem diminuido nas tltimas décadas. Assim,
h4 uma forte motivacdo para integrar varios campos do conhecimento, incluindo matemaética,
para o estudo da biologia do cancer.

Pode-se conceituar dorméncia tumoral como um fendémeno no qual o tumor ndo cresce
por um longo periodo de tempo (Almog, 2010; Almog, 2013). O conceito de dorméncia tu-
moral microscopica € associada com tumores de didmetro mdximo entre 1 e 2 mm, e, entdo,
dorméncia, se entende como a ndo capacidade do tumor crescer além deste diametro. E co-
nhecido que um tumor pode mudar de comportamento, crescer rapidamente, ser clinicamente
detectavel e, entdo, letal (Almog, 2013; Hedley & Chambers, 2009). Um tumor pode entrar em
laténcia durante varios estagios de seu desenvolvimento, inclusive na metdstase e de forma mi-
croscopica, mas que pode levar ao 6bito (Hedley & Chambers, 2009). Atualmente ha evidéncias
experimentais de dorméncia relacionada a angiogénese (Almog, 2013).

Calculo Fraciondrio estuda integrais e derivadas de ordem ndo-inteira, sendo que a derivada
fraciondria € uma generalizacdo da derivada de ordem inteira. Existem varias definicdes para a
derivada fraciondria, como a de Caputo (Ortigueira & Tenreiro Machado, 2015).

2 MODELO MATEMATICO DE DORMENCIA TUMORAL

O seguinte modelo foi proposto por Sotolongo—Costa et al. (2003)

dc

= = — I 1
0 aC—-bCl1, (D
‘Z = dCI—fI—kC +u, 2)

em que C € a populacdo de células malignas, I a populagdo de linfécitos, a taxa de crescimento
da populacdo de células malignas, b taxa de mortalidade da populacdo de células malignas
devido a interagdo com linfcitos, d a taxa de crescimento da populagdo de linfécitos devido a
interagdo com as células malignas, f a taxa de mortalidade da populacdo de linfécitos, £ a taxa
de mortalidade da populacao de linfécitos em resposta ao crescimento da populagdo de células
malignas e u o fluxo de linfécitos para o local da interacao.

A adimensionalizagdo das Egs. (1) e (2) é dada por
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3 MODELO FRACIONARIO E METODO NUMERICO

Derivada fracionéria pode ser introduzida de muitas maneiras, como por exemplo, o opera-
dor diferencial de Caputo

1

B _ ! m—pB— dm
DY f(t) = M/to(t—s) e H(s)ds,

em que I'(-) é a fun¢@o gama, § a ordem da derivada fraciondria com 0 < 8 < 1 e m é menor
inteiro tal que m > f3.

Seguindo Ongun et al. (2013), apresentamos, de forma sucinta, um método de diferencas
finitas ndo—candnico. Seja

o = f(ta Y, >‘)7 (5)

em que A é um parametro do modelo matemético. Dada uma discretizacdo temporal da forma
t, = to+ hn, h > 0, aproximamos a Eq. (5) por

Ay Yn — Yn1
— = F(t ) 7177'”7)\7 6

com y,, uma aproximagcdo para y(t,) € ¢(h, \) = h + O(h?), h — 0.

Para equacoes fracionarias do tipo C‘Zt—iy = f(t,y,\),0 < p < 1, 0 método é dado por

I <, ®
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em que w, —%egb(h,)\)—lwA :
O modelo fraciondrio para as Egs. (3) e (4) € dado por
dP
dT':; = ax—1avy, (&)
d’ 1
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drP a

com (3 a ordem da derivada, 0 < 3 < 1.

4 RESULTADOS

Nas Figs. 1 e 2 apresentamos gréificos da evolu¢do do nimero de células malignas no
tempo para dois diferentes valores do parametro o, sendo que as Egs. (3) e (4) foram resolvidas
via 0 método de Runge—Kutta de quarta ordem. Para a primeira situacio o sistema imune nao
consegue controlar o aumento do nimero de células tumorais, ou seja, o sistema evolui para
um crescimento incontroldvel dessas células. No segundo caso, observamos que o sistema
imunolégico conseguiu obter o controle do crescimento da populacdo de células tumorais, ja
que o sistema tende ao equilibrio, caracterizando o estado de dorméncia tumoral.
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Figura 1: Evolu¢ao das células malignas no tempo sem tratamento, para o« = 2, k = 0,2 ¢ o0 = 0,05 com
o =2,1leyy=2,7.
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Figura 2: Evolucao das células malignas no tempo sem tratamento, para o« = 2, k = 0,2 e o = 0,25 com
g =5,3eyys=6,7.

Nas Figs. 3, 4 e 5 temos o caso fracionario, com $ = 0, 95 para as duas primeiras figuras, e,
entdo, na terceira figura temos comparagdes para trés diferentes valores de 5. Observamos, na
Fig. 3, que, para 0 mesmo conjunto de parametros e para as mesmas condicoes iniciais da Fig.
1, a dinamica foi diferente, em que o sistema imunolégico foi capaz de controlar o aumento do
ndmero de células tumorais, e o sistema tende ao equilibrio, caracterizando também o estado de
dorméncia tumoral.

Na Fig. 4 observamos que para 0 mesmo conjunto de parametros e para as mesmas
condigdes iniciais da Fig. 2, as dinamicas sdo semelhantes, entretanto, o sistema imunoldgico
atuou com mais eficiéncia, ja que o sistema tende ao equilibrio num intervalo menor.

Na Fig. 5 podemos observar que para valores menores de [ o sistema imunolégico atua
com mais eficiéncia, ja que conforme a ordem da derivada fraciondria decresce, o estado de
equilibrio € obtido em um intervalo menor.
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Figura 3: Evolucao das células malignas no tempo sem tratamento, para o« = 2, k = 0,2 ¢ o = 0,05 com
g = 2,1ey0 :2,7.
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Figura 4: Evolucao das células malignas no tempo sem tratamento, para o« = 2, k = 0,2 e 0 = 0,25 com
Ty =95,3eyy=6,7.
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Figura 5: Comparacio entre as ordens da derivada fracionaria 5 = 0,95, 3 =0,9¢ 5 = 0, 85, para o = 3,
k=0,7e0=0,25comzy=2,1eyy=2,7.

5 CONCLUSAO

Analisamos um modelo matematico de dorméncia tumoral utilizando calculo fracionério,
sendo que o sistema de equacdes foi resolvido numericamente por um método de diferencas
finitas ndo—canonico.

As simulagdes numéricas mostraram que a dinamica tumoral é dependente dos parametros
utilizados, e com a utilizagdo da teoria de célculo fraciondrio obtivemos comportamentos di-
ferentes quando comparados com sistemas de derivada de ordem inteira um. Em particular, a
dindmica apresentada na Fig. 1 de crescimento incontrolavel de células tumorais ndo ocorre
quando usamos derivadas de ordem ndo inteira. As simulagdes exibiram que o sistema imu-
nolégico atuou de maneira eficiente no combate das células tumorais, com escolha apropriada
de parametros, caracterizando que imunoterapia € uma importante ferramentada de tratamento.

Este estudo também elucida a importancia do uso de célculo fraciondrio em aplicacoes,
pois temos infinitas escolhas de ordem de derivadas, as quais podem, possivelmente, implicar
em interpretacdes mais adequadas de fendmenos da natureza.
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