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Resumo. Neste trabalho resolvemos um modelo matemático de dormência tumoral usando um
método numérico de diferenças finitas não–canônico para aproximação das derivadas de ordem
não inteira, sendo que comparações são feitas com o modelo de derivada inteira resolvido via
o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Suzana Moreira Ávila (Editor), ABMEC, Braslia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Modelagem matemática de dormência tumoral via cálculo fracionário

1 INTRODUÇÃO

A biologia do câncer é um campo muito complexo. A taxa de mortalidade para esta doença
tem diminuı́do, em razão de polı́ticas de saúde pública, por exemplo. Contudo, há casos, como o
câncer de pulmão, em que a taxa de mortalidade não tem diminuı́do nas últimas décadas. Assim,
há uma forte motivação para integrar vários campos do conhecimento, incluindo matemática,
para o estudo da biologia do câncer.

Pode-se conceituar dormência tumoral como um fenômeno no qual o tumor não cresce
por um longo perı́odo de tempo (Almog, 2010; Almog, 2013). O conceito de dormência tu-
moral microscópica é associada com tumores de diâmetro máximo entre 1 e 2 mm, e, então,
dormência, se entende como a não capacidade do tumor crescer além deste diâmetro. É co-
nhecido que um tumor pode mudar de comportamento, crescer rapidamente, ser clinicamente
detectável e, então, letal (Almog, 2013; Hedley & Chambers, 2009). Um tumor pode entrar em
latência durante vários estágios de seu desenvolvimento, inclusive na metástase e de forma mi-
croscópica, mas que pode levar ao óbito (Hedley & Chambers, 2009). Atualmente há evidências
experimentais de dormência relacionada à angiogênese (Almog, 2013).

Cálculo Fracionário estuda integrais e derivadas de ordem não-inteira, sendo que a derivada
fracionária é uma generalização da derivada de ordem inteira. Existem várias definições para a
derivada fracionária, como a de Caputo (Ortigueira & Tenreiro Machado, 2015).

2 MODELO MATEMÁTICO DE DORMÊNCIA TUMORAL

O seguinte modelo foi proposto por Sotolongo–Costa et al. (2003)
dC

dt
= aC − bC I, (1)

dI

dt
= dC I − f I − k C + u, (2)

em que C é a população de células malignas, I a população de linfócitos, a taxa de crescimento
da população de células malignas, b taxa de mortalidade da população de células malignas
devido a interação com linfócitos, d a taxa de crescimento da população de linfócitos devido a
interação com as células malignas, f a taxa de mortalidade da população de linfócitos, k a taxa
de mortalidade da população de linfócitos em resposta ao crescimento da população de células
malignas e u o fluxo de linfócitos para o local da interação.

A adimensionalização das Eqs. (1) e (2) é dada por
dx

dτ
= αx− x y, (3)

dy

dτ
= x y − 1

α
y − k x+ σ, (4)

com t0 = 1√
a f

, t = t0 τ , C = C∗ x, I = I∗ y, C∗ =

√
a f

d
, I∗ =

√
a f

b
, k = K d√

a f
,

α =
√

a
f

e σ = u b
a f

.
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3 MODELO FRACIONÁRIO E MÉTODO NUMÉRICO

Derivada fracionária pode ser introduzida de muitas maneiras, como por exemplo, o opera-
dor diferencial de Caputo

Dβ
t0f(t) =

1

Γ(m− β)

∫ t

t0
(t− s)m−β−1 d

m

dtm
f(s)ds,

em que Γ(·) é a função gama, β a ordem da derivada fracionária com 0 < β < 1 e m é menor
inteiro tal que m > β.

Seguindo Ongun et al. (2013), apresentamos, de forma sucinta, um método de diferenças
finitas não–canônico. Seja

dy

dt
= f(t, y, λ), (5)

em que λ é um parâmetro do modelo matemático. Dada uma discretização temporal da forma
tn = t0 + hn, h > 0, aproximamos a Eq. (5) por

dy

dt
' yn − yn−1

φ(h, λ)
= F (t, yn, yn−1, · · · , λ), (6)

com yn uma aproximação para y(tn) e φ(h, λ) = h+O(h2), h→ 0.

Para equações fracionárias do tipo dβ

dtβ
y = f(t, y, λ), 0 < β < 1, o método é dado por

1

φ(h, λ)

n∑
j=0

w
(β)
j (yn−j − y0) = F (t, yn, yn−1, · · · , λ), (7)

em que w(β)
j = Γ(j−β)

Γ(−β)Γ(j+1)
e φ(h, λ) = 1−ehλ

1+λ
.

O modelo fracionário para as Eqs. (3) e (4) é dado por

dβx

dτβ
= αx− x y, (8)

dβy

dτβ
= x y − 1

α
y − k x+ σ, (9)

com β a ordem da derivada, 0 < β < 1.

4 RESULTADOS

Nas Figs. 1 e 2 apresentamos gráficos da evolução do número de células malignas no
tempo para dois diferentes valores do parâmetro σ, sendo que as Eqs. (3) e (4) foram resolvidas
via o método de Runge–Kutta de quarta ordem. Para a primeira situação o sistema imune não
consegue controlar o aumento do número de células tumorais, ou seja, o sistema evolui para
um crescimento incontrolável dessas células. No segundo caso, observamos que o sistema
imunológico conseguiu obter o controle do crescimento da população de células tumorais, já
que o sistema tende ao equilı́brio, caracterizando o estado de dormência tumoral.
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Figura 1: Evolução das células malignas no tempo sem tratamento, para α = 2, k = 0, 2 e σ = 0, 05 com
x0 = 2, 1 e y0 = 2, 7.
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Figura 2: Evolução das células malignas no tempo sem tratamento, para α = 2, k = 0, 2 e σ = 0, 25 com
x0 = 5, 3 e y0 = 6, 7.

Nas Figs. 3, 4 e 5 temos o caso fracionário, com β = 0, 95 para as duas primeiras figuras, e,
então, na terceira figura temos comparações para três diferentes valores de β. Observamos, na
Fig. 3, que, para o mesmo conjunto de parâmetros e para as mesmas condições iniciais da Fig.
1, a dinâmica foi diferente, em que o sistema imunológico foi capaz de controlar o aumento do
número de células tumorais, e o sistema tende ao equilı́brio, caracterizando também o estado de
dormência tumoral.

Na Fig. 4 observamos que para o mesmo conjunto de parâmetros e para as mesmas
condições iniciais da Fig. 2, as dinâmicas são semelhantes, entretanto, o sistema imunológico
atuou com mais eficiência, já que o sistema tende ao equilı́brio num intervalo menor.

Na Fig. 5 podemos observar que para valores menores de β o sistema imunológico atua
com mais eficiência, já que conforme a ordem da derivada fracionária decresce, o estado de
equilı́brio é obtido em um intervalo menor.
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Figura 3: Evolução das células malignas no tempo sem tratamento, para α = 2, k = 0, 2 e σ = 0, 05 com
x0 = 2, 1 e y0 = 2, 7.
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Figura 4: Evolução das células malignas no tempo sem tratamento, para α = 2, k = 0, 2 e σ = 0, 25 com
x0 = 5, 3 e y0 = 6, 7.
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Figura 5: Comparação entre as ordens da derivada fracionária β = 0, 95, β = 0, 9 e β = 0, 85, para α = 3,
k = 0, 7 e σ = 0, 25 com x0 = 2, 1 e y0 = 2, 7.

5 CONCLUSÃO

Analisamos um modelo matemático de dormência tumoral utilizando cálculo fracionário,
sendo que o sistema de equações foi resolvido numericamente por um método de diferenças
finitas não–canônico.

As simulações numéricas mostraram que a dinâmica tumoral é dependente dos parâmetros
utilizados, e com a utilização da teoria de cálculo fracionário obtivemos comportamentos di-
ferentes quando comparados com sistemas de derivada de ordem inteira um. Em particular, a
dinâmica apresentada na Fig. 1 de crescimento incontrolável de células tumorais não ocorre
quando usamos derivadas de ordem não inteira. As simulações exibiram que o sistema imu-
nológico atuou de maneira eficiente no combate das células tumorais, com escolha apropriada
de parâmetros, caracterizando que imunoterapia é uma importante ferramentada de tratamento.

Este estudo também elucida a importância do uso de cálculo fracionário em aplicações,
pois temos infinitas escolhas de ordem de derivadas, as quais podem, possivelmente, implicar
em interpretações mais adequadas de fenômenos da natureza.
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