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Resumo. Este trabalho utiliza o Cdlculo Fraciondrio para descrever o comportamento do
nvimero de células tumorais sob a agdo do sistema imunologico e do tratamento quimioterdpico.
E observado que uma mudanga na ordem da derivada fraciondria resulta numa mudanga no
comportamento da dindmica tumoral quando comparado com o modelo com derivada de ordem
inteira.
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Cdlculo fraciondrio aplicado num problema de dindmica tumoral

1 INTRODUCAO

Célculo Fracionario, € o ramo da matematica que estuda integrais e derivadas de ordem
ndo-inteira, teve como marco de sua origem em uma troca de correspondéncias entre L’ Hopital
e Leibniz no dia 30/09/1695. A derivada fracionéria € uma generalizacdo da derivada de ordem
inteira. Existem vdrias defini¢des para a derivada fraciondria, mas neste trabalho utilizamos a
derivada de Caputo (Kuroda et al. (in press)).

A palavra cancer vem do grego karkinos, que significa “caranguejo”. O numero de casos
de cancer tem aumentado de maneira consideravel em todo o mundo. A Organizacio Mundial
da Sadde fez uma projecdo de 27 milhdes de novos casos de cancer para o ano de 2030 em
todo o mundo, e 17 milhdes de mortes pela doenca. Os paises em desenvolvimento serdo os
mais afetados, entre eles o Brasil. Atualmente, a modelagem matemaética em cancer € uma linha
de pesquisa em pleno desenvolvimento que permite descrever os mecanismos de surgimento e
tratamento da doenca (Guiraldello et al., 2016).

Neste trabalho estudamos a modelagem fraciondria aplicada em dindmica tumoral em que
tratamento quimioterdpico é considerado em conjunto como o sistema imunolégico.

2 DERIVADA DE CAPUTO E METODOS NUMERICOS

Para encontrar solugdes fraciondrias para sistemas de equagdes diferenciais ndo-lineares
que descrevem a dinamica tumoral, utilizamos a derivada fracionaria de Caputo e o método da
transformada diferencial generalizada com multi-passos (Multi-Step Generalized Differential
Transform Method) (MSGDTM) (Arshad et al., 2015).

2.1 Derivada fracionaria de Caputo

O operador integral de ordem n é definido como

t t1 tn—1
I F(E) = /0 /0 /0 Ft) by -+~ dtodty.

A integral de ordem n € N € definida por
weepy [ _ [
I"f(t) = /0 Gn(t —7)f(7)dT = /0 Wf(T)dT

Temos que a integral fraciondria de Riemann—Liouville de ordem v de uma fun¢ao f € dada
por
1 K 1
PA) = o [ (-7 (),
I'(v) Jo

em que Re(v) > 0,t > 0eI'(-) é a fun¢do gama.

A derivada fraciondria de Caputo € definida por

B ——1 t —sm__ld—m s)ds
DI = =g | (= g e

em que [ a ordem da derivada fracionaria com 0 < 5 < 1 e m é o menor inteiro tal que m > .
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2.2 Meétodos Numeéricos

Segundo Odibat et al. (2010), o método da transformada diferencial (DTM) € um dos
métodos numérico—analiticos para equacoes diferenciais ordindrias e parciais que utiliza a forma
de polindmios como aproximacdes das solugdes exatas que sdo suficientemente diferencidveis.
A transformada diferencial, F'(k), da k—ésima derivada da func@o f(t¢) é definida como

dk
- 8-

A transformada inversa de F'(t) é dada por

ft)y=> F(k)(t—to)". 2)

WE

B
Il

0

De acordo com as equagdes (1) e (2), temos que

(t — to {d’ff(t)] .

Mg

3)
k
— dt

A transformada diferencial fornece os coeficientes da expansao em série de Taylor. No en-
tanto, as correspondentes derivadas sdo calculadas iterativamente pelas equacdes transformadas
da funcdo original. Para fins de implementacdo, a fun¢do f é expressa por uma série finita.
Assim, a equacao (2) pode ser escrita como

22

S
ZF (t — to)F, “

k=0

em que S € suficientemente grande. Para resolver os problemas ndo-lineares utilizando o DTM,
precisamos primeiramente aplicar a transformacao diferencial (1) na equagdo de estudo, resul-
tando em uma relacao de recorréncia, depois resolvendo esta equagado utilizando a transformada
diferencial inversa (2), obtemos a solu¢dao do problema.

Para o método da transformada diferencial generalizada (GDTM), seja uma fun¢do deno-
tada por f(t,uy,us, ..., u,), sendo sua transformada diferencial da forma F'(k, Uy, Us, ..., U,).
Para encontrar uma solu¢do de um sistema de equagdes diferenciais fraciondrias, com derivada
de Caputo de ordem 3; € (0, 1], vamos utilizar o método GDTM. Para isso, consideremos
o sistema de equagdes diferenciais fraciondrias sujeito as condigdes iniciais u;(ty) = A; para
1=1,2,...,n

(
DBlU’l(t) = f1<t,U1,U2, "'7un)7

Dﬁ2u2(t) = f?(t7u17u27“'7un>7 (5)

| D’B”un(t) = fu(t,uy, ug, ..., up).
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Sendo [ty, T] o intervalo de busca de solug¢@o do problema de valor inicial, a solugdo apro-
ximada para a S-ésima ordem é

S
wi(t) =Y Ui(k)(t —to)", t € [t T, 6)
k=0

em que cada U, satisfaz a seguinte relagao,

Ll(k+1)8; + 1]
I'(kp; +1)

sendo U;(0) = ;.

O método da transformada diferencial generalizada com multi-passos (MSGDTM) consiste

Uz(k+1> :Fz<k7Ul,U2,7Un), (7)

em dividir o intervalo [to,T] em M subintervalos [t,,_1,%,], m = 1,2,..., M, de tamanho
h = % Assim, obtemos como solu¢do

p
Uz"l(t) set € [to, tl],

ul(t) _ U%Q(t) set € [tl, tz], (8)

\ U,Z’M(t) set € [tM—th]a

sendo u;1)(t) a solugdo aproximada do problema de valor inicial (5) aplicando o GDTM no
intervalo [tg,t;] com a condi¢do inicial u;(tg) = A;. Para m > 2, aplicamos o método no
intervalo de [¢,,_1, t,,] usando a condigdo inicial w; , (£m—1) = Uim—1(tm—1)-

3 MODELO

Apresentamos um modelo de dindmica tumoral basedo em de Pillis & Radunskaya (2001)
e Rodrigues & Mancera (2013). Denotamos N como o nimero de células tumorais, I o de
células do sistema imunolégico e () a quantidade do quimioterapico.

( dN N N
d :rN(l—?)—cllN—u
a

dt +Q’

dl pIN 510

L s—d I — eI N — —= )
Iy R B L

d@

T _ ) — 2
| o = 1) — A0,

em que 7 € a taxa de crescimento para a populacdo tumoral, k£ a capacidade de suporte desta
populacdo, v € o limite maximo de células imunoldgicas, p € a taxa de resposta imunoldgica a
presenca das células tumorais, s fonte de células imunoldgicas no sistema, d; taxa de morta-
lidade de I, —c;IN e —coI N, estdo, respectivamente, relacionadas a morte tumoral devido a
acao do sistema imunoldgico, e a inativacdo das células imunolégicas quando agindo nas células
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tumorais. A fungdo ¢(t) representa a infusdo da droga, A @) é o decaimento da droga, com A
a taxa de decaimento de um dado agente quimioterdpico, u e ¢ sdo as taxas de tratamento das
células tumorais e imunoldgicas, respectivamente e a e d determinam a velocidade de resposta
a droga.

Utilizando a derivada fracionaria de Caputo temos que

(AN N N
d :rN<1——>—cllN—u @

dtb k a+Q’
d*”1 IN ol
ﬁzs_dl[+7p+N_C2[N_%’ (10)
dﬁg@

| g = 1) - AQ

4 RESULTADOS

Na Tabela 1 apresentamos os parametros (ver de Pillis & Radunskaya (2001) e Rodrigues
& Mancera (2013)) usados nas simulacdes com infusdo continua, ¢ = 10, 5 mg/dia.

Tabela 1: Parametros para o modelo de cincer.

Parametro Valor Unidade
r 1072 dia™!
ky 108 célula
1 101 célula dia™*
I 1,5 dia=!
a 2 x 103 mg
s 108 -
d; 2 x 107! dia~!
) 18 x 1072 dia=!
v 102 célula
o 10~12 célula dia™*
) 8 x 1072 dia—!
d 5 x 106 mg
A 4,16 dia~!
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Nas Figuras 1 e 2, exibimos o comportamento das células tumorais e do sistema imu-
nolégico, respectivamente, quando variamos a ordem da derivada fraciondria referente ao sis-
tema imunoldgico, Ss.

uu T

— Bl=1 B2=l B3=1
— Bl=1 B2=09 B3=l —

Bl=1 B2=0.8 B3=1
— Bl=1 B2=0.5 B3=1 1

180

Células Tumorais, N (t)

500 1000 1500 2000
Dias

Figura 1: Comportamento das células tumorais em relacao ao tempo (dias), quando variamos a ordem da
derivada fraciondria do sistema imunolégico 3». Condig¢des iniciais: NV (0) = 102, I(0) = 103 e Q(0) = 0.
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Figura 2: Comportamento do sistema imunologico em relacio ao tempo (dias), quando variamos a ordem
da derivada fracionaria do sistema imunolégico 3. Condicdes iniciais: N (0) = 102, 1(0) = 10% e Q(0) = 0.

Em relacdo a Figura 1, quando diminuimos a ordem da derivada fraciondria do sistema
imunoldgico, as células tumorais oscilam com maior frequéncia, no entanto, tendem a se esta-
bilizar mais rapidamente, como podemos ver em /3, = 0, 5, ou seja, o sistema imunoldgico fica
mais “agressivo” no combate as células malignas. O crescimento tumoral se torna constante a

110 células, o que representaria uma massa tumoral inofensiva ao ser humano caso continuasse
neste tamanho. Tal situagdo nos remete a ideia de que, em alguns casos, a busca pela contengao
e pelo controle do crescimento tumoral € tdo importante quanto a busca pela erradicacao total
do mesmo.

5 CONCLUSAO

Quanto ao sistema de equagdes referente a células tumorais, sistema imunoldgico e trata-
mento quimioterapico, utilizamos o método MSGDTM e fizemos uma andlise de acordo com a

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Braslia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



L. K. B. Kuroda, T. N. Vilches, P. F. A. Mancera, R. F. Camargo

mudanca da ordem da derivada fraciondria das diferentes equacdes. Quando diminuimos a or-
dem da derivada fraciondria do sistema imunoldgico, as células tumorais oscilam aparentemente
com maior frequéncia, no entanto, tendem a se estabilizar mais rdpido. Podemos dizer que a
diminuicdo da ordem da derivada do sistema imunoldgico implica em sua “agressividade”’no
combate as células malignas, tornando-as estdveis.
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