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Resumo. Este trabalho utiliza o Cálculo Fracionário para descrever o comportamento do
número de células tumorais sob a ação do sistema imunológico e do tratamento quimioterápico.
É observado que uma mudança na ordem da derivada fracionária resulta numa mudança no
comportamento da dinâmica tumoral quando comparado com o modelo com derivada de ordem
inteira.
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Cálculo fracionário aplicado num problema de dinâmica tumoral

1 INTRODUÇÃO

Cálculo Fracionário, é o ramo da matemática que estuda integrais e derivadas de ordem
não-inteira, teve como marco de sua origem em uma troca de correspondências entre L’Hopital
e Leibniz no dia 30/09/1695. A derivada fracionária é uma generalização da derivada de ordem
inteira. Existem várias definições para a derivada fracionária, mas neste trabalho utilizamos a
derivada de Caputo (Kuroda et al. (in press)).

A palavra câncer vem do grego karkı́nos, que significa “caranguejo”. O número de casos
de câncer tem aumentado de maneira considerável em todo o mundo. A Organização Mundial
da Saúde fez uma projeção de 27 milhões de novos casos de câncer para o ano de 2030 em
todo o mundo, e 17 milhões de mortes pela doença. Os paı́ses em desenvolvimento serão os
mais afetados, entre eles o Brasil. Atualmente, a modelagem matemática em câncer é uma linha
de pesquisa em pleno desenvolvimento que permite descrever os mecanismos de surgimento e
tratamento da doença (Guiraldello et al., 2016).

Neste trabalho estudamos a modelagem fracionária aplicada em dinâmica tumoral em que
tratamento quimioterápico é considerado em conjunto como o sistema imunológico.

2 DERIVADA DE CAPUTO E MÉTODOS NUMÉRICOS

Para encontrar soluções fracionárias para sistemas de equações diferenciais não-lineares
que descrevem a dinâmica tumoral, utilizamos a derivada fracionária de Caputo e o método da
transformada diferencial generalizada com multi-passos (Multi-Step Generalized Differential
Transform Method) (MSGDTM) (Arshad et al., 2015).

2.1 Derivada fracionária de Caputo

O operador integral de ordem n é definido como

Inf(t) =

∫ t

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

f(tn)dtndtn−1 · · · dt2dt1.

A integral de ordem n ∈ N é definida por

Inf(t) =

∫ t

0

φn(t− τ)f(τ)dτ =

∫ n

0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f(τ)dτ.

Temos que a integral fracionária de Riemann–Liouville de ordem ν de uma função f é dada
por

Iνf(t) =
1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− τ)ν−1f(τ)dτ,

em que Re(ν) > 0, t > 0 e Γ(·) é a função gama.

A derivada fracionária de Caputo é definida por

Dβ
t0f(t) =

1

Γ(m− β)

∫ t

t0

(t− s)m−β−1 d
m

dtm
f(s)ds,

em que β a ordem da derivada fracionária com 0 < β < 1 e m é o menor inteiro tal que m > β.
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Suzana Moreira Ávila (Editor), ABMEC, Braslia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



L. K. B. Kuroda, T. N. Vilches, P. F. A. Mancera, R. F. Camargo

2.2 Métodos Numéricos

Segundo Odibat et al. (2010), o método da transformada diferencial (DTM) é um dos
métodos numérico–analı́ticos para equações diferenciais ordinárias e parciais que utiliza a forma
de polinômios como aproximações das soluções exatas que são suficientemente diferenciáveis.
A transformada diferencial, F (k), da k–ésima derivada da função f(t) é definida como

F (k) =
1

k!

[
dkf(t)

dtk

]
t=t0

. (1)

A transformada inversa de F (t) é dada por

f(t) =
∞∑
k=0

F (k)(t− t0)k. (2)

De acordo com as equações (1) e (2), temos que

f(t) =
∞∑
k=0

(t− t0)k

k!

[
dkf(t)

dtk

]
t=t0

. (3)

A transformada diferencial fornece os coeficientes da expansão em série de Taylor. No en-
tanto, as correspondentes derivadas são calculadas iterativamente pelas equações transformadas
da função original. Para fins de implementação, a função f é expressa por uma série finita.
Assim, a equação (2) pode ser escrita como

f(t) ≈
S∑
k=0

F (k)(t− t0)k, (4)

em que S é suficientemente grande. Para resolver os problemas não-lineares utilizando o DTM,
precisamos primeiramente aplicar a transformação diferencial (1) na equação de estudo, resul-
tando em uma relação de recorrência, depois resolvendo esta equação utilizando a transformada
diferencial inversa (2), obtemos a solução do problema.

Para o método da transformada diferencial generalizada (GDTM), seja uma função deno-
tada por f(t, u1, u2, ..., un), sendo sua transformada diferencial da forma F (k, U1, U2, ..., Un).
Para encontrar uma solução de um sistema de equações diferenciais fracionárias, com derivada
de Caputo de ordem βi ∈ (0, 1], vamos utilizar o método GDTM. Para isso, consideremos
o sistema de equações diferenciais fracionárias sujeito às condições iniciais ui(t0) = λi para
i = 1, 2, ..., n,



Dβ1u1(t) = f1(t, u1, u2, ..., un),

Dβ2u2(t) = f2(t, u1, u2, ..., un),
...

Dβnun(t) = fn(t, u1, u2, ..., un).

(5)
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Sendo [t0, T ] o intervalo de busca de solução do problema de valor inicial, a solução apro-
ximada para a S-ésima ordem é

ui(t) =
S∑
k=0

Ui(k)(t− t0)kβi , t ∈ [t0, T ], (6)

em que cada Ui satisfaz a seguinte relação,

Γ[(k + 1)βi + 1]

Γ(kβi + 1)
Ui(k + 1) = Fi(k, U1, U2, ..., Un), (7)

sendo Ui(0) = λi.

O método da transformada diferencial generalizada com multi-passos (MSGDTM) consiste
em dividir o intervalo [t0, T ] em M subintervalos [tm−1, tm], m = 1, 2, ...,M , de tamanho
h = T−t0

M
. Assim, obtemos como solução

ui(t) =



ui,1(t) se t ∈ [t0, t1],

ui,2(t) se t ∈ [t1, t2],
...

ui,M(t) se t ∈ [tM−1, tM ],

(8)

sendo u(i,1)(t) a solução aproximada do problema de valor inicial (5) aplicando o GDTM no
intervalo [t0, t1] com a condição inicial ui(t0) = λi. Para m ≥ 2, aplicamos o método no
intervalo de [tm−1, tm] usando a condição inicial ui,m(tm−1) = ui,m−1(tm−1).

3 MODELO

Apresentamos um modelo de dinâmica tumoral basedo em de Pillis & Radunskaya (2001)
e Rodrigues & Mancera (2013). Denotamos N como o número de células tumorais, I o de
células do sistema imunológico e Q a quantidade do quimioterápico.

dN

dt
= rN

(
1− N

k

)
− c1IN −

µNQ

a+Q
,

dI

dt
= s− d1I +

ρIN

γ +N
− c2IN −

δIQ

d+Q
,

dQ

dt
= q(t)− λQ,

(9)

em que r é a taxa de crescimento para a população tumoral, k a capacidade de suporte desta
população, γ é o limite máximo de células imunológicas, ρ é a taxa de resposta imunológica à
presença das células tumorais, s fonte de células imunológicas no sistema, d1 taxa de morta-
lidade de I , −c1IN e −c2IN , estão, respectivamente, relacionadas a morte tumoral devido à
ação do sistema imunológico, e a inativação das células imunológicas quando agindo nas células
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Suzana Moreira Ávila (Editor), ABMEC, Braslia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



L. K. B. Kuroda, T. N. Vilches, P. F. A. Mancera, R. F. Camargo

tumorais. A função q(t) representa a infusão da droga, λQ é o decaimento da droga, com λ
a taxa de decaimento de um dado agente quimioterápico, µ e δ são as taxas de tratamento das
células tumorais e imunológicas, respectivamente e a e d determinam a velocidade de resposta
à droga.

Utilizando a derivada fracionária de Caputo temos que



dβ1N

dtβ1
= rN

(
1− N

k

)
− c1IN −

µNQ

a+Q
,

dβ2I

dtβ2
= s− d1I +

ρIN

γ +N
− c2IN −

δIQ

d+Q
,

dβ3Q

dtβ3
= q(t)− λQ.

(10)

4 RESULTADOS

Na Tabela 1 apresentamos os parâmetros (ver de Pillis & Radunskaya (2001) e Rodrigues
& Mancera (2013)) usados nas simulações com infusão contı́nua, q = 10, 5 mg/dia.

Tabela 1: Parâmetros para o modelo de câncer.

Parâmetro Valor Unidade

r 10−2 dia−1

k1 108 célula

c1 10−11 célula dia−1

µ 1, 5 dia−1

a 2× 103 mg

s 106 -

d1 2× 10−1 dia−1

ρ 18× 10−2 dia−1

γ 102 célula

c2 10−12 célula dia−1

δ 8× 10−2 dia−1

d 5× 106 mg

λ 4, 16 dia−1
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Nas Figuras 1 e 2, exibimos o comportamento das células tumorais e do sistema imu-
nológico, respectivamente, quando variamos a ordem da derivada fracionária referente ao sis-
tema imunológico, β2.

Figura 1: Comportamento das células tumorais em relação ao tempo (dias), quando variamos a ordem da
derivada fracionária do sistema imunológico β2. Condições iniciais: N(0) = 102, I(0) = 103 e Q(0) = 0.

.

Figura 2: Comportamento do sistema imunológico em relação ao tempo (dias), quando variamos a ordem
da derivada fracionária do sistema imunológico β2. Condições iniciais: N(0) = 102, I(0) = 103 e Q(0) = 0.

.

Em relação à Figura 1, quando diminuimos a ordem da derivada fracionária do sistema
imunológico, as células tumorais oscilam com maior frequência, no entanto, tendem a se esta-
bilizar mais rapidamente, como podemos ver em β2 = 0, 5, ou seja, o sistema imunológico fica
mais “agressivo” no combate às células malignas. O crescimento tumoral se torna constante a
110 células, o que representaria uma massa tumoral inofensiva ao ser humano caso continuasse
neste tamanho. Tal situação nos remete a ideia de que, em alguns casos, a busca pela contenção
e pelo controle do crescimento tumoral é tão importante quanto a busca pela erradicação total
do mesmo.

5 CONCLUSÃO
Quanto ao sistema de equações referente a células tumorais, sistema imunológico e trata-

mento quimioterápico, utilizamos o método MSGDTM e fizemos uma análise de acordo com a
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mudança da ordem da derivada fracionária das diferentes equações. Quando diminuimos a or-
dem da derivada fracionária do sistema imunológico, as células tumorais oscilam aparentemente
com maior frequência, no entanto, tendem a se estabilizar mais rápido. Podemos dizer que a
diminuição da ordem da derivada do sistema imunológico implica em sua “agressividade”no
combate as células malignas, tornando-as estáveis.
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