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Resumo. O presente trabalho tem como foco a andlise estrutural de um modelo de placa sub-
metido a um carregamento externo hipotético. O modelo em questdo serd desenvolvido por
meio de uma simulacdo computacional baseado no algoritmo do Método dos Elementos Fini-
tos. Serd proposta a comparacdo de duas teorias de placas: a teoria cldssica de Kirchhoff e a
teoria de Reissner-Mindlin. E com o intuito de possibilitar a simulagdo numérica e a andlise
grdfica dos resultados para o problema proposto, com condigbes de contorno de determinadas
tensoes e deformagoes, serd empregado um ambiente para programagdo orientada a objetos
(POO). Resultados obtidos para as aproximacoes numéricas das duas teorias serdo compa-
rados e validados pela solucdo analitica. Também serdo discutidas as influéncias das defor-
magoes cisalhantes e algumas técnicas para mitigar os efeitos de travamento (shear-locking
effects) no modelo deformado.
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Andlise estrutural de placas: modelagem computacional para as teorias de Reissner-Mindlin e Kirchhoff

1 INTRODUCAO

Placas sdo elementos estruturais que possuem grandes dimensdes em um determinado
plano e uma espessura com dimensdo relativamente pequena. O estudo da flexdo de placas
depende principalmente desta espessura. De acordo com Reddy (2006), para placas com espes-
suras pequenas em relacdo as outras dimensoes, geralmente nio € necessario realizar modelos
tri-dimensionais de equagOes de elasticidade. Teorias bi-dimensionais tém sido amplamente
utilizadas para os estudos de tensdes e deformacdes de placas.

Para o estudo de placas proposto nesse trabalho, serdo consideradas e analisadas duas te-
orias. A primeira delas € a extensdo para placas da teoria de vigas de Euler-Bernoulli e é
conhecida como teoria de Kirchhoff ou teoria cldssica de placas. Além desta, o estudo contem-
plard uma teoria posterior, desenvolvida por Reissner-Mindlin, a qual considera as deformacoes
por cisalhamento ao longo da espessura da placa.

Ao analisar o comportamento das placas (tensdes e deformacgdes) quando estas sdo sub-
metidas a carregamentos diversos, muitas vezes, as teorias de placas propostas resultam em
equagdes diferenciais com solugdes ndo triviais, dependendo do carregamento imposto sobre a
placa. Para a resolucdo desse problema, solu¢des baseadas em séries trigonométricas foram de-
senvolvidas por Navier-Stokes, em 1820, e posteriormente por Lévy em 1899 (TIMOSHENKO;
WOINOWSKY-KRIEGER, 1959).

Com o desenvolvimento da informatica, principalmente a partir da década de sessenta, a
utilizacdo de formulagdes baseadas no método dos elementos finitos se tornou crescente para o
tratamento de problemas de Engenharia Civil antes considerados como de grande complexida-
des. Nesse contexto, facilitou-se a andlise do comportamento de estruturas para diferentes tipos
de materiais, possibilitando construi-las cada vez mais esbeltas, e consequentemente, promo-
vendo uma economia de materiais sem comprometer a seguranga.

De acordo com Becker (1981), por meio do método dos elementos finitos, é possivel cons-
truir solucdes aproximadas para equagdes diferenciais providas de uma condi¢do de contorno,
dividindo o dominio da solu¢do em um numero finito de subdominios. O método de Galerkin
¢ introduzido com objetivo de encontrar solugdes aproximadas em um subespaco de dimensao
finita, resultado da discretizagdo do dominio. Nesse sentido, 0 método dos elementos finitos
fornece uma técnica geral e sistemdtica para a constru¢do de fungdes-bases, as quais sao neces-
sarias para modelar as solucdes dos problemas de contorno, aproximadas utilizando o método
de Garlekin.

Portanto, como objetivo deste estudo, serd proposta uma abordagem que verifica as teorias
de placas citadas por meio de simula¢des numéricas realizadas em ambiente computacional.
Para a anélise da teoria classica de placas (Kirchhoff) serdo feitas simulagdes numéricas uti-
lizando o software Mathematica e para a teoria de Reisser-Mindlin, serd implementado um
codigo computacional no ambiente de programacao orientada a objetos denominado PZ (DE-
VLOO, 1997).

2 Fundamentacio tedrica

Neste capitulo, serdo apresentadas duas abordagens tedricas para o estudo do comporta-
mento de placas submetidas a carregamentos variados. Essas teorias sao formuladas a partir de
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duas hipéteses cinematicas diferentes. Enquanto que na hipétese de Kirchhoff existe uma restri-
¢ao que considera as deformagdes transversais provocadas pelas tensdes cisalhantes nulas e os
respectivos giros nessas dire¢des igualmente nulos; a teoria de Reissner-Mindin apresenta, por
outro lado, uma extensdo a teoria clédssica de placas, eliminando a restricdo de normalidade de
uma linha transversal a placa em relacdo a superficie indeformada e a configuragdo deformada.

2.1 Teoria de Kirchoff para placas

De acordo com Reddy (2006), a teoria cldssica de placas € baseada na hipdtese de Kir-
chhhof, a qual é dividida em trés partes:

1 - As linhas transversais a superficie indeformada permanecem perpendiculares a uma
superficie média apds a deformagdo da placa.

2 - Nao hé deformacao no plano médio da placa, o qual permanece plano apds a flexdo.
3 - A tensdo normal transversal (o,) pode ser desprezada.

O processo de deformacdo de uma placa segundo a hipétese de Kirchhoff estd esquemati-
zado na Figura 1 abaixo. O deslocamento de um ponto da placa para suas trés dimensdes ¢ dado
pela expressdo 1. Para o desenvolvimento dos cdlculos dos esforcos, utilizaremos a convengao
da mao esquerda.

Uy —2z.0, —z.%

i - — — owy

U= Uy — —Z.ey — _Z'a_y (1)
U, w w

A partir dos valores dos deslocamentos nas trés dire¢des, conseguimos construir a matriz
3x3 do Jacobiano desse deslocamento, conforme a expressao 2:

L% Pw L dw
P %952 < Oxdy <0z
g Q) 1y o )
3(z,1,7) T
ow ow w
ox oy 0z
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Pela teoria dos pequenos deslocamentos e deformagdes, o tensor das deformacgdes € pode
ser obtido pela soma da matriz jacobiana com sua transposta, o resultado € dividido por 2,
conforme expressdo 3. Esse resultado pode ser expresso em um vetor (expressao 4), onde as
componente sao os valores das deformagdes ¢ e das distor¢oes v:

92w 92w 0
1 T 0x2 *0xdy
e=5 U+ =] —=gm —z20w 0 3)
0 0 0
-, oy
92w
€y —28—y2
g, 0
_ -| (4)
Vyz
Yz 0
92w
| Yy | I —2z.ax8y |

Para a teoria de Kirchhoff, obtemos o tensor 7" das tensdes normais e de cisalhamento pela
expressdo 5, sendo ele apresentado em um campo vetorial bidimensional, cujas bases sdo €, e

€y-
T =046, +0y.6y + Tuy-€y )

E para o calculo dos esfor¢cos na placa, seguindo as hipéteses de Kirchhoff, sdo considera-
das as tensdes dadas pelas expressoes 6 a 11:

E
. 6 o T (e +vey) 9)
E
Tpy = 0 (7) O'y = m(l]gm + Ey) (10)
Tyz =0 (8) 0.=0 (11)

Substituindo os valores das deformacdes e distor¢cdes apresentados na expressao 4 nas ex-
pressoes das tensodes, obtemos as seguintes formulacdes para o calculo dos esfor¢cos na placa:

O%w O%w
Mo=—=D Kw) v (8_%)} (12)
O%w O%w
My=-D {” (w) * (a—w)} (13
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B (8w 82w
M@_—GE(%M%)_—DQ—W(m@) (14)

As seguintes notacdes sao adotadas:

E E.#
G:2u+u) D= a0 (15)

Sendo G, o médulo de cisalhamento do material da placa.

2.2 Teoria de Reissner-Mindlin para placas

A teoria de Reissner-Mindlin modifica a hipétese de Kirchhoff no que diz respeito a orto-
gonalidade das linhas transversais em relacdo ao plano da placa. Nesse caso, as linhas normais
ao plano da placa ndo permanecem ortogonais apds sua deformacao, pois € agora considerada
a influéncia das deformacdes de cisalhamento transversais.

De acordo com Ofiate (2013), a teoria de Reissner-Mindlin apresenta vantagens em rela-
¢do a teoria de Kirchhhof na aplicacdo do método dos elementos finitos. Enquanto que pela
teoria de Kirchhoff, existe grande dificuldade para encontrar fun¢des de forma que satisfacam
as condi¢des de continuidade requeridas pelas flechas e rotagdes dos elementos; pela teoria de
Reissner-Mindlin, as restri¢des sao reduzidas, permitindo a utiliza¢ao de func¢des de forma de
classe CY, o que elimina os efeitos de ndo-conformidade.

Contudo, de acordo com Slhessarenko (1997), a teoria de Reissner-Mindlin pode ocasionar
dificuldades numéricas na andlise de placas muito finas, gerando solu¢des muito rigidas pela
influéncia excessiva dos termos de forca cortante. Na literatura, esse efeito é conhecido como
"efeito de bloqueio"ou shear-locking. Para a resolu¢do desse problema, aplica-se técnicas de
integracdo reduzida ou utiliza-se funcdes de interpolagdo de ordens maiores que trés.

A Figura 2 esquematiza a teoria, indicando a rotacdo ¢ devida a deformacdo da placa. A
mesma convencao de sinais utilizada para a teoria cldssica de placas serd adotada agora.

Figura 2: Esquema da deformacio de uma placa, seguindo a hipotese de Reissner-Mindlin

Os deslocamentos sdo obtidos pelas expressdo 16 e o Jacobiano desses deslocamentos €
apresentado na expressao 17.
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Uy —z.0,
i=|a | =] -24, (16)
U, w
a( ) —2.% Z'a_y —Qx
Ugs, Uy, U
J=2mrw e 90, 00y 17
2(x,y,7) PR z. 5 0, )
ow w 0
ox dy

Pela teoria dos pequenos deslocamentos e deformagdes, o tensor das deformacdes ¢, se-
guindo a teoria de Reissner-Mindlin, pode ser obtido pela soma da matriz jacobiana com sua
transposta, o resultado € dividido por 2, conforme expressao 18. Esse resultado pode ser ex-
presso em um vetor (expressao 19), onde as componente sio os valores das deformacoes € e das
distor¢cdes v:

a0 z - 00 w
1 g 3G a5 -6
e= (T =] —5(GE+ %) =5 (-0 (18)
%(% - :r) %(% - ey) 0
s —z. %
:, o
€, 0 1
€= = o (19)
Vyz oy Y
Yz g_i) - Uz
00 )
| Yy | _z(a_; - 836;)

Para a teoria de Reissner-Mindlin, obtemos o tensor 7' das tensdes normais e de cisalha-
mento pela expressdo 5, sendo ele apresentado em um campo vetorial bidimensional, cujas
bases sdo €, € €.

T = 0y.63 + 0y.€y + Tys €. + Ty €2 + Tpy €y (20)

E para o célculo dos esfor¢os na placa, agora seguindo a teoria de Reissner-Mindlin, sdo
consideradas as tensdes dadas pelas expressdes 21 a 26. Para o calculo, serd considerado o
coeficiente de distor¢do transversal «, obtido por meio de formulagdes energéticas. Em placas
de espessura constante e material homogéneo, o valor de « € igual a 5/6 (ZIENKIEWICZ;
TAYLOR, 2000).
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E
0r =T (ex +vey) (24)

Tey = G’Y:vy (21) E
= —— (ve, 25
Tez = O-/G’sz (22) o 1—v? <V€ " 8!/) ( )
Tyz = Gy (23) 0.=0 (26)

As expressoes dos esforcos solicitantes, apresentadas a seguir, foram obtidas para uma
placa de dimensao t, e com campo de tensdes apresentado em 21-26.

V, = at.G. (‘Z—Z) - ex) 27) V, = a.t.G. (Z—Z - ey) (28)
o) ()
ol ()3
Mxy:Dlgy (%eyu%) G1)

3 [Estudo de uma placa retangular simplesmente apoiada

Trataremos o problema de uma placa retangular de dimensdes a e b, respectivamente na
direcdo dos eixos x e y. A placa € considerada simplesmente apoiada nas quatro bordas. A
placa serd submetida ao carregamento distribuido sinusoidal expresso em 32.

= qo sen%lj sen%y (32)

w=0 e M,=0, para x:—g,x:% (33)
b b

w=0 e M,=0, para y:—g,yzﬁ (34)
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3.1 Equilibrio do sistema

A primeira etapa para a resolucdo do problema é realizar o cdlculo do equilibrio do sis-
tema. Assim serd possivel encontrar as equacdes diferenciais que descrevem o deslocamentos
na placa, tanto para o método de Kirchoff, quanto para Reissner-Mindlin. O equilibrio do sis-
tema estd esquematizado na Figura 3.

Wher + (8Mer fBx).dx

M l/m +(8Q foy) dy M+ 8T ). dx

L v+ (BN fby).dy

%)‘Yx + (BMvx fdy).dy

Figura 3: Equilibrio de um elemento infinitesimal da placa

dQ,  d@Q
E F. = T, TRy
dM, dM,,
E M, =0 +—¥ _Q,=0 (36)
dx dy
B dM,  dM,, B
E M, =0 dy —1—?—@?;—0 (37)

3.2 Anadlise do problema pela teoria de Kirchhoff

A partir das equagdes de equilibrio 35 a 37, obtemos a equagdo 38.

*M,  9*M, O*M,
i D i—— =
92 + 17 + ( 92y ) +q¢=0 (38)

Substituindo as expressdes 12 a 16 na equacdo 38, obtemos a equacdo diferencial que
descreve o deslocamento pela hipétese de Kirchhoft:

0*w O*w O*w Tr Ty
Oxt o 28x23y2 * oy* — doSEnT ey (39)

b

O carregamento q (expressdo 32) foi escolhido de tal maneira que seja possivel chegar
a uma solugdo analitica para a equacao diferencial enunciada e em seguida compara-la com
resultados obtidos pelos métodos numéricos. O deslocamento na dire¢do z tem como forma a
expressao abaixo.
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T Y
w = Csen—sen—=
a

(40)

Substituindo a expressdo acima na equagdo diferencial que descreve o deslocamento verti-
cal pela teoria de Kirchhoff, é obtida a solucdo analitica do deslocamento vertical 41.

w = Qo 2$enﬂsen@ “4n
WD(Erg) @

Solucao por Navier-Stokes

A solucdo analitica acima pode ser confirmada seguindo a formulacdo de Navier-Stokes
Timoshenko (1959), onde o deslocamento provocado por uma carga f(x,y) é descrito por uma
série trigonométrica cuja formulagdo estd descrita logo abaixo:

1 = — mnx nmy
= — sen sen 42)
D mz:: Zl (2 + bZ) a b
4 o b mrx NIy
== f(z,y)sen ——sen— = dxdy (43)
o Jo

Para o caso estudado, f(x,y)=q e m=n=1 (conforme expressao 32). Desenvolvendo a for-
mulacio para o carregamento considerado, verificamos que: a,,, = gy € w pode ser obtido pela
expressao 32.

Solucao pelo Método dos Elementos finitos

A expressao 41 pode ser escrito como o laplaciano ao quadrado do deslocamento vertical:

A’w=f, onde f= % (44)

Considerando um dominio € C R? sendo dx = dxdy.

De acordo com Becker (1981), construimos a formulacdo variacional do problema consi-
derando uma funcio teste v, que € qualquer funcio de x apropriada ao dominio, de tal modo
que a integracao abaixo facga sentido.

/ (A2w)o dx / fodx (4$)
Q Q

Em seguida, aplicamos o teorema da divergéncia e as condi¢des de contorno. Obtemos a
seguinte expressao:

A
/ (A2w).vdx = / (Uaanw gz> ds + / AwAv dx (46)
Q o0 Q
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Para as condi¢des de contorno do problema estudado (placa simplesmente apoiada nas
bordas), o termo correspondente ao contorno vale zero:

/ (vaAw _ Aw@) ds =0 (47)
o0

on on

Com isso conseguimos descrever o problema variacional (formulagdo fraca) envolvido, ou
seja:

Encontrar uma func¢do w, definida no espaco H, tal que:

/AwAv dx = / fudx Yv e H (48)
Q Q

Com H = H3(Q) = {v € H*(Q) | v =0, 2% = 0 em 9Q}.

Aproximacao de Galerkin

Procura-se agora uma solucdo aproximada:
N
wi(x) =Y a;6;(x) (49)
j=1

Onde ¢; sdo fungdes base, linearmente independentes, do espago H”.

A formulagdo variacional do problema de aproximagcdo estd em encontrar w;, € H”.

/ AwpAvy, dx = / fup, dx Yoy, € H" (50)
Q Q

Deste modo, as fucdes v, também poderdo ser escritas como combinagdes lineares das
fungdes base, ¢;, do espago H".

O problema acima € equivalente a resolver o sistema linear:

N
> Kija;=F, i=1,2..N (51)
j=1

A matriz de carga K;; e o vetor de carga F; estdo descritos abaixo:

Ky = / AG(X)AG () dx = / fi(x) dx (52)
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3.3 Anadlise do problema pela teoria de Reissner-Mindlin

Substituindo as expressdes 27 a 31, relativas aos esfor¢os, nas expressdes do equilibrio do
sistema 35 a 37, obtemos um sistema com trés equacdes diferenciais:

%0, 1—vd*0, 1+v 0%, ow B
-D (81‘2 F s T 3x8y> —atG (% —em) ~0 (53)
D 1+1/8261+1—1/826y+829y CatQ 8_w_0 0 (54)
2 Oxdy 2 0x2  Oy? b oy V)

Pw  *w 00, 08,

a.t.G(w—Fa—yQ—%—a—y)—q:O (55)

Solucio pelo Método dos Elementos finitos

A partir das equacdes do equilibrio do sistema 35 a 37, pretendemos construir a formulac¢ao
variacional do problema. Agora, serd preciso considerar trés funcdes testes (vy, vy, v3) que se-
jam apropriadas ao dominio do problema, e possibilitem as integracdes abaixo. As parcelas dos
momentos foram integradas por parte para que haja simetria na matriz de rigidez do problema.

—/Mx%dx—/Mxy%dx—/valdx:O (56)
Q Ox Q dy Q
81)2 81)2
— | M,—dx— | M,,— dx — dx = 57
/anyx/Q yaxx/Qvagx 0 67
/Qx%dx+/Qy%dx+/qv3dX:O (58)
Q Ox Q dy Q

Substituindo as expressdes 27 a 31, relativas aos esfor¢os, obtemos a formulacao variacional do
problema:

Encontrar w, 0,, 0, pertencentes ao espago H e que satisfagam o sistema de equagdes 59-61
paraVv; € H, i = 1,2,3 e H=HZ(Q).

00, 20, \ Ovy 1—v 00, 90,\ ouv; ow
D ) = dx—D ) == .t S —— =
/gz(0x+yﬁy>8xdx 5 /Q<8y+(9x> dy dx—i—oztG/ﬂ(@m 8x)v1dx 0

(59)

90, 00, Ov, 1—v 00, 00, Ov, / ow B
D/Q(Vax + 8y> ay dx—D 5 /Q<8y +8x) o dx+a.t.GG . 0, By Ve dXx =0

(60)
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ow 0vs ow Ovs
. . - . . - = 1
atG/Q<8x Gx) pe dx—i—atG/Q(ay 6y> By dx /qugdx (61)

Aproximacao de Galerkin

Procura-se agora solugdes aproximadas para as varidveis do problema. Com esse obje-
tivo, escrevemos w, 0, 0, como combinagdes lineares das fungdes base ¢1, $2, $3, conforme
expressoes abaixo:

N
0.(x) = al;pli(x) (62)
j=1
N
0,(x) =) 02;02;(x) (63)
j=1
N
wh(x) = Z a3j¢3j (X) (64)
j=1

Dessa maneira, os elementos da matriz de rigidez K;; e do vetor de cargas Fj; podem ser
escritos:

Ky :D/ o1 don o (L=V D/ @%dwa.t.(;/qwldx (65)
q dr dx 2 q dy dy Q
_ dpa doy l—v / dpa doy
K12—D/dey dxdx < 5 >Dde dydx (66)
K13 = —a.t.G %Qﬁldx (67)
QO dl‘
doy doo l—v / doy doo
Koy =D —— —=dx — D[ ——=
2 /dex dy X ( 2 > q dy dz dx (68)
Ky :D/ A9 dds \o (L= D/ @@dﬁa.t.a/@@dx (69)
q dy dy 2 q dr dzx Q
K23 = —OztG/ %gbgdx (70)
o dy
K31 = —OétG/ gzﬁl%dx (71)
QO dl’
o dy
_ dps dps  dps dos
Fiy=Fn=0 (74)
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Fy = at.G / qpsdx (75)
Q

Ambiente PZ

Para a realizacdo das andlises dos esfor¢os e deslocamentos da placa pela teoria de Reissner-
Mindlin foi utilizado o ambiente computacional PZ, que se trata de um recurso de programagao
orientada a objetos, utilizando linguagem C++. No ambiente PZ, um conjunto de "classes",
métodos e rotinas sdo utilizados para a simulagdo numérica de diversos problemas fisicos pelo
o0 Método dos Elementos Finitos (DEVLOO, 1997).

Para a resolucdo do problema, foi necessario implementar a malha geométrica e computa-
cional da placa por meio de "classes", as quais armazenaram as informagdes relativas as coorde-
nadas de cada né para cada elemento considerado na divisdo da placa. Na malha computacional
€ definido o espaco de interpolacdo. Nas "classes do material", sdo definidas as caracteristicas
dos materiais, a equacdo diferencial envolvida e as condicdes de contorno. Em seguida, essas
informacdes sdo reunidas para a montagem da matriz de rigidez, com as func¢des de forma pre-
viamente definidas. Finalmente, sdo utilizadas classes para pds-processamento e visualizagao
dos resultados. Para a visualizacdo grafica, foi utilizado o software Paraview.

4 Resultados e analise

Para uma determinada placa simplesmente apoiada e com dimensdes definidas, foram re-
alizadas simulagdes numéricas computacionais utilizando as teorias apresentadas no capitulo
2. Na realizagao de testes envolvendo a teoria de Kirchhoff, os resultados forma obtidos pelo
software Mathematica. Em relagcdo ao estudo da teoria de Reissner-Mindlin, os graficos obti-
dos pelo software Paraview foram previamente gerados por meio de programacdo orientada a
objetos no ambiente PZ.

4.1 Dados do problema

a/2

a/2

b/2 bf2

x

Figura 4: Orientacio dos eixos utilizada no programa Mathematica

Dimensdes da placa: a = 5,0m, b = 6,0m, h(espessura) = 0, 1m.
Modulo de Elasticidade (Young): E = 2,0.10" Pa.
Coeficiente de Poisson: v = 0, 3.

. _ L Y . kN
Carregamento: g = gosen”*sen=> onde go = —95,07~.
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4.2 Analise dos resultados (teoria de Kirchhoff)

Solucao analitica

A solucdo analitica do deslocamento, descrita pela expressao 41, pode ser verificada grafi-
camente por meio da Figura 5. Substituindo a expressdo do deslocamento nas expressdes 12 a
16, obtemos as representacdes graficas dos esfor¢os na placa, ou seja, os momento nas direcoes
X €y, € 0 momento Xy, respectivamente apresentados nas Figuras 6-8.

<=z

/"”'/i""
e RS

"

Figura 5: Deslocamento de placa simplesmente apoiada na direcio z [m], utilizando a solucfo analitica.

O deslocamento maximo na direc¢do z € 0,00610082m.

Figura 6: Momento em x [KN.m], utilizando a solucao analitica .

O momento maximo em x M, (mdx.) é igual a 5.33019 kN.m (considerando a convengao
onde o momento € positivo quando hd tracdo nas fibras inferiores da placa).

_“\“‘_““‘“g:::" =0

SN S E

Figura 7: Momento em y [kN.m], utilizando a solucao analitica .

O momento maximo em y M, (max.) é igual a 4.38668 kN.m, (considerando convengao
onde o momento € positivo quando ha tra¢do nas fibras inferiores da placa).
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Figura 8: Momento xy [kN.m], utilizando a solucio analitica .

Aproximacoes numéricas utilizando Elementos Finitos

A aproximagdo pelo Método dos Elementos Finitos foi feita utilizando fun¢des de forma
polinomiais cuja expressao geral é apresentada logo abaixo:

6= (0= D+ Dy -+ )y 76)

2 2 2

Sendo i e j as ordens polinomiais escolhidas para a aproximacdo do problema. Nesse
estudo serdo estudadas duas variacdes para as ordens polinomiais do problema. No primeiro
caso, construiremos polindmios cujas ordens variam de 0 a 2; e no segundo caso, com ordem
variando de 0 a 3. Apresentaremos o procedimento de célculo detalhado para o primeiro caso;
no segundo, indicaremos apenas os resultados obtidos.

Verificagdo para ordens polinomiais i,de 0 a2, e j,de 0 a?2.
Ap0s isso, € feito o calculo do laplaciano (A¢) das fungdes base obtidas em 76.

A matriz de rigidez (K) e o vetor de carga (F) sdo calculados de acordo com a expressao 52.
Para a obtenc@o dos deslocamentos na direcado y, utilizamos a expressdo 77 que multiplica as
fungdes de forma pelos coeficientes v da interpolagdo . Os resultados obtidos sao apresentados
na Figura 9.

N
wi(x) =Y a;;(x) (77)
j=1

S 5
0.000 F «‘\““‘““ “"' =

-0.002 0000

—0.004
—0.002
—0.006

—0.004 |-

—0.006 k

Figura 9: Deslocamento de placa simplesmente apoiada na direcdo z [m], pela teoria de Kirchhoff e ordem
polinomial de interpolacio i,j de 0 a 2.

O deslocamento maximo esté localizado no centro da placa e seu valor € -0.0060668 1m.

O grafico da Figura 10 imprime a diferenca entre o resultado do deslocamento em z obtido
pela solucdo analitica (Figura 5) e aquele obtido pela aproximacao (Figura 9).
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0.00001
0
—0.00001
—0.00002

—0.00003

Figura 10: Diferenca entre deslocamentos obtidos analiticamente e pelo método dos elementos finitos utili-
zando a teoria de Kirchhhoff e ordem polinomial de interpolacao i,j de 0 a 2.

A diferenca maxima apresentada ocorre no centro da placa e seu valor € -0.00003401m. A
diferenga relativa ao deslocamento obtido analiticamente é de 0, 56%.

-2
0 2

e
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et

Figura 11: Momento em x [KN.m], pela teoria de Kirchhoff e ordem polinomial de 0 a 2.

O momento maximo em x M, (méx.) é igual a 5.18395 kN.m (considerando a convengio
onde o momento € positivo quando ha tracdo nas fibras inferiores da placa).

-2

‘

Figura 12: Momento em y [KN.m], pela teoria de Kirchhoff e ordem polinomial de 0 a 2.

O momento maximo em y M, (mdx.) é igual a 4.26652 kN.m, (considerando convengao
onde o momento € positivo quando ha tra¢do nas fibras inferiores da placa).

A Figura 13 apresenta o grafico do momento xy da placa.

Figura 13: Momento xy [KN.m], pela teoria de Kirchhoff e ordem polinomial de 0 a 2.
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Verificagdo para ordens polinomiais i,de 0O a 3, e j,de 0 a 3.

O processo descrito na tltima secdo foi repetido para uma ordem polinomial superior. Fo-
ram consideradas dezesseis funcdes base com os indices do polindmios de interpolacdo da equa-
¢ao 76 variando entre O e 3.

B S RRRRRNSSSse
—_—

o

0.000

—-0.002

-0.004 -

—-0.006 &

Figura 14: Deslocamento de placa simplesmente apoiada na direcio z [m], pela teoria de Kirchhoff e ordem
polinomial de interpolacio i,j de 0 a 3. .

O deslocamento maximo esté localizado no centro da placa e seu valor € é -0.00607491m

O gréfico da Figura 15 imprime a diferenca entre o resultado do deslocamento em z obtido
pela solugdo analitica (Figura 5) e aquele obtido pela aproximagao (Figura 14).

000001

—0.00001

—0.00002

Figura 15: Diferenca entre deslocamentos obtidos analiticamente e pelo método dos elementos finitos utili-
zando a teoria de Kirchhhoff e ordem polinomial de interpolacao i,j de 0 a 3.

A diferenca mdxima apresentada ocorre no centro da placa e seu valor € -0.00002591m. A
diferenga relativa ao deslocamento obtido analiticamente é de 0, 42%.

Para a aproximagdo considerada, os momento maximos obtidos foram: M, (max.) = 5.21959kN.m
e M,(méx.) = 4.29688kN.m.

4.3 Analise dos resultados (teoria de Reissner-Mindlin)

O estudo do comportamento da placa pela teoria de Reissner-Mindlin e utilizando o am-
biente computacional PZ foi feito para dois refinamentos de malha. O primeiro caso analisa a
placa dividindo o espaco de aproximag¢ao em cinco elementos (sendo n.;, o nimero de elemen-
tos) e considera ordem de interpolac@o polinomial igual a 3 (sendo Py gem, @ ordem polinomial).
No segundo caso, 1¢; = 9 € pPordgem = .

A utilizagdo do programa PZ se fez necessdria para a otimiza¢do do tempo de processa-
mento da resolucao do sistema de equacdes diferenciais (expressoes 59-61) para ordens polino-
miais superiores a trés. As ordens de aproximagdo foram estudadas para evitar a ocorréncia do
travamento do sistema ou shear locking.
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Figura 16: Deslocamento de placa simplesmente apoiada na direcao z [m], pela teoria de Reissner-Mindlin.
Esquerda: n.; = 5 € pordem = 3. Direita: ne; = 9 € porgem = 5.

Figura 17: Momento em x [KN.m], pela teoria de Reissner-Mindlin. Esquerda: n.; = 5 € porgem = 3.
Direita:n.; = 9 e porgem = 5.

X=Axis

Figura 18: Momento em y [KN.m], pela teoria de Reissner-Mindlin. Esquerda: n., = 5 e pordem = 3.
Direita:n.; = 9 e pordem = 5.
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Figura 19: Momento xy [kN.m], pela teoria de Reissner-Mindlin. Esquerda:n. = 5 e porgemn = 3
Direita:n.; = 9 e porgem = 5.

5 Conclusao

O trabalho realizado possibilitou a comparacdo de duas teorias e suas aplicacdes para um
caso particular. A teoria de Reissner-Mindlin considera a influéncia das deformagdes de cisa-
lhamento transversais nos cédlculos e consequentemente, uma nova configuragdo de rotacoes,
modificando a hipdtese de ortogonalidade das normais feita por Kirchhoff.

Os resultados obtidos pela teoria de Reissner-Mindlin apresentaram valores superiores e
que sao explicados pela influéncia das deformagdes de cisalhamento transversais € 0 aumento
do angulo de rotagdo apds a deformacdo da placa. O célculo obtido prevalece em favor da
seguranca.

Este trabalho também permitiu o estudo e aplica¢do de um algoritmo numérico baseado no
Método dos Elementos Finitos, condizente com a solu¢d@o analitica do problema. Este método
também aparece como ferramenta matemadtica imprescindivel para cdlculos mais complexos,
com geometria e carregamentos varidveis, e cujas solucdes ndo sao triviais.
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