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Neste trabalho é apresentado um cddigo computacional para andlise de
estruturas ndo convencionais com auxilio de computador aplicando o Método P-
Adaptativo a problemas envolvendo elasticidade bidimensional, de modo a fornecer ao
usuario as caracteristicas do comportamento da estrutura de forma a facilitar a
escolha da melhor solugéo estrutural. As técnicas de refino de malha mais usuais sdo
os métodos adaptativos H, P e HP, em que o método H mantém constante a ordem do
polindmio da fungéo Hermitiana e eleva o nimero de elementos de forma a minimizar o
erro, por sua vez, 0 método P mantém constante o nimero de elementos e eleva a ordem
do polinémio das fungdes de interpolacé@o para uma melhor aproximacao da solugéo, o
terceiro método é o HP, sendo este a combinac&o dos dois métodos anteriores.

Para elevar a precisao dos resultados foi aplicado o Método P-Adaptativo, onde
foram formulados elementos finitos planos de ordem superior. No presente trabalho, a
ordem do polindbmio das funcdes Hermitianas € incrementada para construcdo dos
elementos T6(6 nds), T10(10 nos), T15(15n6s) e T21(21 nds). A grande vantagem dos
elementos de ordem superior é a maior precisdo dos resultados a medida que a ordem
do polinbmio aumenta. Assim, sd0 necessarios menos elementos que o método H-
Adaptativo para solucdo do problema, reduzindo a necessidade de discretizacdo
adicional do dominio.

As aplicaces utilizando elementos finitos planos de ordem superior apresentam
elevado custo computacional, visto que as matrizes dos elementos sdo obtidas por
integracdo numérica, elevando dessa forma o tempo de processamento. De modo a
solucionar esse problema foram desenvolvidas matrizes de rigidez explicitas,
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eliminando as integragdes numéricas e maximizando a eficiéncia do processamento
computacional.

Aplicagdes praticas em um codigo computacional para analise estatica de
estruturas foram desenvolvidas com auxilio do software MATLAB, onde o usuario
informa uma discretizacao inicial com elementos triangulares de trés nos (T3) e define
a ordem do polindmio a ser aplicado. Por sua vez, o programa se encarrega de gerar
0s novos nés e conectividades de acordo com o grau do polindmio escolhido. Em
seguida, o usuario define as condicbes de contorno e cargas aplicadas, para posterior
solucdo de deformacdes e tensGes. Exemplos de validacdo sdo apresentados e
confirmam a eficiéncia em desempenho computacional das rotinas propostas.

Palavras-chave: elementos finitos, elasticidade bidimensional, método p-adaptativo,
estatica.

1 INTRODUCAO

Projetos de arquitetura e estrutura cada vez mais ousados tornam imprescindivel
o trabalho em conjuntos, especialmente em estruturas com formas que fogem do
convencional. Porém, a analise de estruturas complexas torna-se complicada, sendo
necessario recorrer a metodos numéricos com auxilio de programas computacionais. O
cédigo desenvolvido neste trabalho permite a andlise das mais diversas formas
estruturais, fornecendo dados do comportamento da estrutura de modo a auxiliar o
usuério na escolha da melhor solugéo estrutural.

O método dos elementos finitos foi aplicado ao codigo desenvolvido neste
trabalho, pois o MEF possui a grande vantagem de sua linguagem ser facilmente
aplicada a sistemas computacionais, possibilitando a solucdo de problemas complexos
com maior precisdo. O MEF consiste na discretizacdo do sistema estrutural em
pequenos subdominios chamados elementos finitos, que sdo conectados entre si por nds
e cada elemento mantém as mesmas propriedades da estrutura completa.

Com o objetivo de aperfeicoar a precisdo das analises estruturais foi elaborado
um cédigo computacional com auxilio do software MatLab onde foi aplicado o método
p-adaptativo para elementos finitos planos, o qual tem por objetivo a determinacdo do
campo de deslocamento e tensdes atuantes em um sistema sob a agdo de cargas
externas. O método p-adaptativo consiste no aumento do grau do polindmio de modo a
elevar a precisdo do elemento mantendo a malha inicial “mais simples”, evitando a
necessidade de discretizacdo adicional do dominio. Porém, o custo computacional é
maior & medida que se eleva o grau das fungdes de interpolacdo devido tanto as
integracdes quanto ao aumento da ordem das matrizes do sistema, diante disto surgiram
varios estudos visando contornar esse problema.

A solucgéo adotada por Anyaegbunam e Ojiako (2011), foi a utilizagéo da matriz
explicita para o elemento triangular com 15 nds, evitando dessa forma a integracédo
convencional, consequentemente, reduzindo o custo computacional. Pesquisas como as
desenvolvidas por Moser e Swoboda (1977), e Subramaniant e Jeyachandra (1981),
tiveram conclusdes semelhantes.

Griffiths, et al (2009), por sua vez, optaram pelo método utilizando integracéo
numeérica para elementos triangulares até 15 nés. Neste método sdo feitas substituicdes
de valores em pontos com pesos de acordo com a ordem do elemento, evitando assim a
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integracdo convencional. Porém, Videla, et al (1996) indicaram o ganho computacional
com a utilizacdo de matrizes explicitas, em comparacdo ao método da integracédo
numeérica (quadratura de gauss).

Segundo Novotny e Fancello (1996), o método p-adaptativo é adequado a
problemas em que a solucdo ndo possui pontos de singularidade. Neste caso, 0 erro
decresce exponencialmente com o aumento da ordem polinomial dos elementos, sendo
esse 0 meétodo mais eficiente nessa situacdo. Porém, em regides que apresentam
singularidades, os resultados podem oscilar. Nesse caso, a regido com singularidade
deve ser adequadamente discretizada (refino h) antes de aplicar o método p-adaptativo.

Baseando-se na pesquisa bibliogréfica, sera elaborado um c6digo computacional
para andlise de estruturas complexas, utilizado o método com matrizes explicitas
evitando, dessa maneira, tanto as integracGes analiticas, quanto reduzindo o nimero de
processamento no caso do método da integragcdo numerica.

2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

As principais propriedades, equacdes e relagdes constitutivas da elasticidade
bidimensional sdo itens de fundamental importancia aos estudos das deformacdes e
tensdes nos materiais que compdem as estruturas. Diante disso, varios autores a
exemplo de Villaga e Garcia (2000), detalham suas formulagoes.

|

|
yTxy:
|

|

Figura 1a - deformagodes devido a tensdo no eixo x Figura 1b — distor¢ao angular

Considerando a Figura 1a com deformacGes apenas no eixo X podemos observar
que a peca sofreu um alongamento na direcdo da tensdo, sendo também perceptivel que
o material sofreu um encurtamento lateral na direcdo do eixo Y e Z. Esse encurtamento
lateral € representado pelo modulo de Poisson “v”, sendo que este é determinado através
de ensaios de laboratério. O material também pode sofrer uma distor¢do angular em
decorréncia das tensdes de cisalhamento, conforme mostrado na Figura 1b. De forma
simplificada a matriz constitutiva do material é dada por:

{o} = [Dl{e} (1)

Na elasticidade bidimensional pode-se trabalhar com plano de tensées ou plano

de deformacdes. Para o estado plano de tensdes existem tensdes em apenas duas

direcdes. Logan (2006) define que para o estado plano de tensBes a tensdo normal e de
cisalhamento perpendiculares ao plano do elemento s&o nulas, resultando para tensoes:

[ayl=1—vzv 1—v|£yl ()
Txy 0 0 —2 Vxy

Para 0 estado plano de deformacdes existem deformacbes em apenas duas
direcdes. Logan (2006) define que para estado plano de deformacBes as deformacbes

perpendiculares ao eixo x-y sao nulas, sendo essa premissa valida para corpos longos na
direcdo do eixo z, resultando para tensoes:
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1—v

o v 0 €
0; — ; v 1 -V 0 gi (3)
o L+na-2v)| , 9 1 —2 2v Yey

Relagdes entre deslocamentos e deformacao

Conforme Villaga e Garcia (2000) admite-se a hipoOtese de pequenas mudangas
de configuracdo para relacdo entre as componentes de deformacéo e de deslocamento.
Por essa hipdtese, as deformacdes e rotacGes sofridas pelos segmentos elementares sdo
consideradas muito pequenas em presenca da unidade. Como consequéncia, as relacdes
deformacéo-deslocamento podem basear-se em projecGes sobre os planos coordenados,
dos segmentos elementares na configuracdo deformada que originalmente tinham a
direcdo dos eixos.

u+dud
Wy

dv.dx
ox

Figura 2 - Deformagodes e deslocamentos
Fonte: Villaga e Garcia, 2000, p,31.
Supondo que um corpo sofra deformacdes e deslocamentos conforme a Figura 2,
podemos obter as seguintes expressdes, onde sua deducdo é apresentada por Villaca e
Garcia (2000):

_Ou _O0v _Ou + av 4)
T T ay’ Yoy = dy Ox

3 FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA
ELEMENTOS PLANOS

O Método dos Elementos Finitos é aplicado nas mais diversas analises
estruturais, mas sua importancia fica mais evidente nas aplicagbes em estruturas
complexas onde os métodos analiticos ndo podem resolver o problema sem grandes
simplificacdes.

O método dos elementos finitos consiste na divisdo da estrutura sob analise em
varios pequenos subdominios com as mesmas propriedades da estrutura completa. O
calculo é feito para cada elemento onde os nds incomuns aos elementos adjacentes
possuem os mesmos deslocamentos.

A Figura 3 mostra um esquema simplificado para anélise das tensbes atuantes
em um ponto qualquer de uma estrutura plana. Temos as seguintes etapas de elaboracéo
do MEF para elementos planos (RIBEIRO, 2015):
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oy

A
—T—» Txy+3Txy dy
ay
fyddy
ox+ 00x_dx
fudhdly ox
Txy 4¢————
v
oy+ 90y dy
X oy

Figura 3 — Equilibrio de um elemento infinitesimal de um continuo
Fonte: RIBEIRO, 2015, p,1.

Para estrutura em equilibrio:

Z F,=0 ®)
do, 0Tyy
<0x + de) dy = oy + (o + 52 dy | dx ~ Ty dx + frdxdy =0 (6)
Simplificando os termos temos:

00y 0Ty, _ (7)
x Ty TH=0

Por analogia temos para 0 eixo y:
doy, 0Ty, (8)
oy Y ox TH =0

Sendo as expressoes (7) e (8) as equacdes governantes do problema.

Aplicando o método de Galerkin, e como na dire¢do do eixo z a espessura é constante
igual a “t”, temos:

ff (e amnd dy+ [[[ ok} axava 9
(aay arxy>J xdy ny xdydz (9)
ox

Aplicando integracédo por partes no primeiro termo, obtemos:

ow, owy
ox * Wi Ty
_t.U Ja‘:fcz 1dxdy+tf _tﬂ! ldxdy+tf{w2cf},y}dx (10)
Uay )
Simplificando os termos e adicionando o segundo termo da equacéo (9), ficamos com:
( ( awlg N aw1T Y )
ax Ot gy T ! ! Wi wifi) ) _
!_"L!awz ow, da+ J;{quy} dr+ J;{szy}dv =0 (11)
L "Bt

Sendo o primeiro termo da equacédo (11) a matriz de rigidez, o segundo termo as
forcas nodais equivalentes e o terceiro termo as forcas de corpo.

Para determinacdo da matriz de rigidez tomamos o primeiro termo da expressao
(11) e aplicando (1), temos:
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De (4) sabe-se que:

Sendo:

G, 0
5 0 5 (=
tjl Y o)) & taa
N aw, dw,| Y
1% % Bl 7
y 0x
(2
dx
HERA
xy |6u+6v|
dy Ox
) resulta em:
(2
[y Qw) ] ox |
Jv
1 A T
Al“ J@Q&J | oy |
dy ox |6_u+8_v|
Jdy 0x

u(x,y) = Hi(x,y)u; + Hy(x, y)uy + - +H; (x, y)u;
V(X:Y) = H,(x, Y)U1 + HZ(X’Y)VZ + - +Hi(x.Y)Ui

ou(x,y) o ov(x,y)

Wl(i) - aui

(12)

(13)

(14)

(15)
(16)
(17)

Temos de forma genérica substituindo (15) e (16) em (13) e aplicando (17) em
(12) ficamos com as expressdes a seguir:

(o) o H

[ ox | |ox 0 0x 0 0x 0 [

v I oH, oH, oH; |

— =0 — 0 —— 0 —l

| 9y || dy oy 9 |

|ou ov| |0H, 0H, OH, OH, 0H; 0H,|

dy Ox l y 0x dy 0Ox dy Ox

{e} = [B]{d}
6W1(1) an(z) an(i) 0H1 0H2

[6x Tox e | e T
_ e W2z Wa@i | OH, o,

[B]_| 0 dy ay 0 dy |_ o 0 gy
lawlm Wy Wi W I 5W2<0J OH, 0OH, 0H, 0H,
ay ox oy ox T oy x| lay ax oy ‘ox

Dessa forma,
bidimensionais:

temos a expressdo para

[m=gﬁmwmwwA
A

E)Hi

0x
0

sy

> (18)
(19)
0 |
i (20)
oH,
x|

matriz de rigidez de elementos

(21)
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4 FORMULACAO EXPLICITA PARA MATRIZES DOS ELEMENTOS

O tempo de processamento para cédigos utilizando elementos finitos de ordem
superior € bastante elevado devido as constantes integracdes para montagem das
matrizes globais. Os estudos desenvolvidos por Anyaegbunam e Ojiako (2011), Moser e
Swoboda (1977), Subramaniant e Jeyachandra (1981) e Videla, et al (1996), mostraram
que o problema pode ser contornado a partir da formulacdo matrizes explicitas para os
elementos de ordem superior, evitando assim a integragdo numeérica durante o
processamento dos dados.

Em estruturas planas cada n6 possui dois graus de liberdade, sendo eles os
deslocamentos no eixo X e Eixo Y. Conforme Assan (2003), é necessario transformar as
coordenadas cartesianas em coordenadas de area para em seguida deduzir as funcdes
Hermitianas em funcdo de coordenadas de area.

Nas coordenadas de area tomamos um ponto no interior do elemento triangular e
dividindo-o assim em trés areas (4, 4, e A;) conforme Figura 4, onde a altura de cada
triangulo interno € uma proporc¢éo da altura total.

§2=0

¥ 1(1,0,0)

X
Figura 4 - Triangulo dividido em areas
Fonte: Assan, 2003, p, 119.

Da Figura 4 podemos extrair as seguintes conclusdes:

A=A, +A, + A, (22)
L= 123(;1151) = &,A 4, = 131(}21252) = 5A Ay = 112(2353) = &A (23)

Substituindo (23) em (22) e dividindo por A (area do triangulo), resulta:
1=§6+6+8 (24)

Da expressao (23) podemos obter o valor de &4, ¢, e &5:

El=%; S(z=%; E3=% (25)
Sendo Az dado por:
1 1 x y
A = Edet [1 X, yz] (26)
1 x5 y3
Obtemos:

1
& = 24 [x(yy —y3) +¥(x3 — x3) + (X2 ¥3 — x3Y,) | (27)

De forma analoga obtemos:

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Refinamento P-adaptativo aplicado a problemas de elasticidade bidimensional

(28)
(29)

1

&= A [x(ys —y1) + ¥y —x3) + (1 y3 — x3y1) |
1

$3= 2A [x(Qry —y2) + y(xo —x1) + (1 ¥, — x231) |

Em seguida, podemos determinar as coordenadas (¢;, &,, &3) para cada né do
elemento T6, T10, T15e T21:

3 8 9 13 10 11 12 1 3 12 13 14 15 1
Figura 5 - Elementos T6, T10, T15 e T21

Tabela 01 - Coordenadas de Area — Elemento Triangular

NG T6 T10 T15 T21

Sl & | & | & 1 & | & & [ &H |86 & [& | &
01 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
02 ] 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
03] 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
04 | 1/2 |12 | 0 | 23|13 0 [34|14] 0 |[45|15]| 0
05| 0 |12 |12 |13 |23 0 |12 |12] 0 |35|25]| 0
06 |1/2| 0 |12 | 0 |23 |13 |1/4|34] 0 |25|35]| 0
07 0 | 1/3 23| 0 [ 34|14 ]|15]45]| 0
08 131 0 [283] 0 |12 |12 | 0 |4/5]|15
09 231 0 |1/3| 0 |14 |3/4] 0 |35]25
10 13 |13 |13 14| 0 | 34| 0 |25]35
11 121 0 | 1/2| 0 | 1/5] 45
12 341 0 |14 115 0 |45
13 12 |14 | 14125 0 |35
14 14 | 12 | 1/4 135 ] 0 |25
15 4 | 14 | 1/2 | 45| 0 |15
16 35| 15|15
17 25 | 2/5 | 15
18 15 | 3/5 | 155
19 15 | 2/5 | 2/5
20 15 | 1/5 | 35
21 25 | 1/5 | 2/5

Assan (2003) mostra que o polinbmio completo que representa a funcéo
hermitiana pode ser obtido através do triangulo de pascal conforme Figura 6.

1
& & T3
&” &6, &* T6
&° &%, &&° &’ T10
&* &8 &°8° &&° &" T15
&° &%, §°8,° §°%8° §&" £ T21

Figura 6 — Triangulo Pascal

Em seguida, substituimos as coordenadas de cada ndé em seu respectivo
polinbmio completo, formando um sistema de equacdes com o qual sera possivel
determinar as constantes das funcdes de interpolacdo. Tomemos como exemplo o
elemento T6, sendo sua fungéo de forma:
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Wi (&1, 62,83) = €1 + &4 + 38 + c4éy + 056185 + 66”0 (30)

Onde ¢4, 5, €3, €4, Cs € Cg SAO0 CONStantes.
Substituindo as coordenadas de area na expressao (30) obtemos o sistema:

u1(1,0,0) =cy +c; + ¢y
u,(0,1,0) = ¢y + ¢35 + ¢
u3(0,0,1) = ¢y
ut(1/2,1/2,0) = c1 + /2 +c3/2 + cu/4 + c5/4 + cg/4
us(0,1/2,1/2) = cy + c3/2 + co /4
ug(1/2,0,1/2) = c; + ¢, /2 + ¢, /4 (31)
De posse do valor das constantes, basta substituir na expressao (30), obtendo
assim as funcdes de forma para cada né do elemento T6, séo elas:

u= Zuiqf'i (32)
b, = 51(251 -1) - D, = 448,
b, = 52(252 -1 D5 = 48,85
Q3 =4§3(25—-1) P = 48143 (33)

De forma anédloga podemos determinar as fun¢des de forma para os demais elementos:

Tabela 02 — Fung¢@es de Forma
Elemento T10 Elemento T15 Elemento T21

1 1 1
P1=286B4-DBEH-2) | ¢1=281024 - DA - DA —3) | @1 =78404 - DL -264H -3)6G4 -9

1 1 1
P2 = 552(352 -1(3B&-2) P2 = 552(252 - 1A% —1)(46:—3) P2 = ﬁfz(sz = 1)(5§; —2)(5¢, —3)(5¢. — 4)

1 1 1
P3 = 58(3(353 -1DB&G—-2) | P3= §53(253 —1DMA&E-1D485-3) | P3= ﬁ§3(553 —1)(5§5 —2)(583 — 3)(563 — 4)

04 = 266036~ 1) 91 = L6608 - DG~ 1) 01 = 20 16,56 ~ D56 ~ (56 )
95 = 266066 -1 95 = 466,46, — D46, — 1) 95 = 2 66,(56 - DGE - D6 D
96 =2 6636 - 1) 96 = = 16,26~ (4 = 1) 96 = 22 £16,(58, ~ D58~ (56~ 1)
97 =2 6536 - 1) 07 = 12 £,6,28, ~ 1) (48 ~ 1) 97 = 22 £16(56 — 1)(56 ~ (56~ 3)
98 =2 6,636 - 1) 98 = 466,46~ (46~ 1) 98 = 20 £,6,(56 ~ D56~ (55~ 3)
99 =2 66,36 - 1) 99 = 26,606 - D46~ 1) 99 = 6,656~ D56~ DE - 1)
910 = 276,6,6, 910 = TEARE-DUE-D | 010 = 2 66(56 — 1)(5E - 2)(56 ~ 1
PU = 46604 - DUE-D | 011 = 20 £ (58 — 1)(56 ~ (56— 3)

912 = DEAQE-DEE -1 | 012 = 2658~ (G625~ 3)

913 = 326,66,(46 ~ 1) 913 = 22 8456 - (56 ~ (56 ~ D

D14 = 32§,6,&5 (48, — 1) P14 = %fggl(sgl -DEH-2D)(GE-D

915 = 326,6,6 (46~ 1) 915 = 22 6,56~ 1)(56 ~ 2)(56 ~ 3)

125
P16 = 558606 - DGL -2)

125
P17 = —— 588056 - DG - 1)

125
@18 = 7515253(552 - 158, —2)

125
P19 = 7515253(552 -DG&H-1)

125
P20 = — =81 683(58 — D(56 — 2)
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125
@21 = == 666(56 — D56 — 1)

De posse das fungdes de forma podemos determinar a matriz B apresentada na
expressao (20). Em termos de coordenadas de area resulta:

9D, 0D, P,
I[W I T 01I
b, 0, 09, |
[B]=| 0 5 0 5 0 I (34)
0w, 00, o0, 0P, P, a L|

Com i variando de 1 a n, onde n é o niumero de nés do elemento, sendo as
derivadas parciais dadas por:

_du du afj (35)
T ox = 4985 0x
_ g (36)
gy_ay‘J d%; y
_du  odv ou 6{, v 9¢; (37)
Vay —@+a L, 98,9y " 08, ox
Onde:
0 _ % —xm _ & (38)
dy 24 24
0k _Vi=Ym _ b (39)
dx 24 24
Para k,I,m=1,2,3.

Tomemos o elemento T6 como exemplo para obtermos a matriz B, basta
substituir as funcdes de forma (33) na expressdo (34), resultando de forma transposta:

[ bi(4&1— 1) 0 a; (48— 1) 7
0 a;(4&, - 1) bi(4¢,—-1)
b, (46, — 1) 0 a (4, — 1)
0 a(4&,—1) by(4¢, - 1)
" b3 (43— 1) 0 az(4é3—1)
T_ _* 0 az (43— 1) b3(4é3—1)
B =2 48, b, + 4&,b, 0 4&,a, + 48,0, (40)
0 4§1a; +48a;  481by +483h;
4&,b3 + 483D, 0 48,03 + 4630,
0 4&,a3 +48za,  4Sb3 + 483b,
4&1bs + 483by 0 4¢3a3 + 4¢3a,
0 4&1a3 +4&3a;  4&3bs + 4&3b

De forma anéloga, pode se determinar a matriz B para os demais elementos.

Para obtermos a matriz de rigidez utilizamos a expressdo (21) que pode ser
apresentada da seguinte forma:

= tf [B]"[D][B] dx dy (41)
Sendo “t” a espessura do elemento plano.
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Onde [D] é a matriz de elasticidade bidimensional obtida a partir da teoria da
elasticidade, podendo estar sob estado plano de deformacdo, expressdo (3), ou sob
estado plano de tensdes, expressao (2).

Segundo Assan (2003) a integral da expressdo (41) requer muito tempo de
processamento, um método para superar esse problema seria aplicar a expressdo para
integral de elementos triangulares em fungdo das coordenadas de area para elementos
triangulares:

l'm!n!
ﬁﬂﬁ ;"fgdA=ﬁ(l+m+n+2)!2A (42
Onde p sdo constantes.

Com a aplicacdo da expressdo (42) obtemos de forma simplificada a matriz de
rigidez para elementos triangulares, assim como é evitada a aplicacdo de processos de
integracao analiticos ou numéricos complexos.

5 ESTRUTURA DO CODIGO DESENVOLVIDO

O cadigo de elementos finitos desenvolvido para analise estatica de estruturas
planas é composto por dois modulos, sendo o primeiro para geracdo de coordenadas e
conectividades para elementos de ordem superior que podem ser T6, T10, T15e T21. O
modulo seguinte € o de andlise estatica, onde todos os calculos e graficos sdo
processados. O cadigo foi desenvolvido com auxilio do software MATLAB.

O primeiro médulo tem inicio com a entrada de dados pelo usuario, onde o
mesmo informa as coordenadas e conectividades da estrutura em analise, em seguida, 0
usuario devera informar qual elemento o software devera processar, sendo eles o T6,
T10, T15 ou T21. Na préxima etapa o software ird gerar as coordenadas e
conectividades dos novos nos para cada elemento. Partindo da malha inicial com trés
nos o software ira gerar as coordenadas dos novos nés para cada elemento e verificar se
este no existe, em caso positivo o software mantém o nimero do nd, em caso negativo
serd atribuido um novo valor para 0 nimero do no, encerrada essa operacdo este no sera
vinculado ao elemento. Este processo sera repetido para cada elemento. Ao final do
modulo, teremos como dados de saida as coordenadas e conectividades de acordo com a
ordem do elemento escolhido, também sera plotada uma imagem da malha com nos e
elementos da estrutura de modo a facilitar a compreensdo do usuério.

Em seguida, tera inicio o0 modulo de analise estatica. O usuario devera informar
as propriedades fisicas da estrutura, bem como as restri¢cGes e carregamento aplicado.
Na sequéncia, o cddigo realizara o calculo dos deslocamentos e tensfes para a estrutura
em andlise. Para o calculo dos deslocamentos o cddigo acumula as matrizes de rigidez
locais em uma matriz global [KG]. De forma analoga, serd gerado o vetor de carga
global [FG], em seguida serdo eliminadas as linhas e colunas com restrigdes das
matrizes globais para entdo serem determinados os deslocamentos globais [DG] da
estrutura, aplicando a expressao a seguir:

61 71 «
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Para o céalculo das tensBes sera aplicado para cada elemento a expressdo (44),
onde o vetor [De] é composto pelos deslocamentos locais para cada elemento.

Ox (44)
9y | = [D][B][De]
Tyy

Os dados de saida serdo as planilhas com deslocamentos e tensdes para cada no
da estrutura, sendo também plotados os graficos da estrutura deformada, das tensdes
normais e tensdo de cisalhamento atuante na estrutura. A seguir, é apresentado um
fluxograma do funcionamento do cédigo desenvolvido.

— A
=

v

‘GERA CODRDENADAS PARA
05 NOS ADICIONAIS DE
ACORDO COM O ELEMENTO

ESCOLHIDO

AVALA SEANDVA
CODRDENADA £ PRE-
EMISTENTE

v

WINCULA ESSE
NOAC
ELEMENTO

_‘Eﬁﬁ B

¥

Figura 7 - Fluxograma do cédigo para gerar malhas de ordem superior e andlise estatica
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6 APLICACOES, VALIDACAO E RESULTADOS
6.1 APLICACAO 01 - VIGA BIENGASTADA COM FURO

A estrutura em andlise consiste em uma viga biengastada com secao transversal
de cinquenta centimetros de largura por dois metros de altura, com comprimento de dez
metros e um furo com diametro de um metro no meio do vao. Esta viga esta sob a acdo
de uma carga distribuida q=10kN/m. A referida estrutura possui médulo de elasticidade
de 200GPa e coeficiente de Poisson de 0,30. A Figura 8 ilustra a estrutura em analise.

y q

i)

A
1000

50,100 50

A
y

Figura 8 - Viga Biengastada (Cotas em centimetros)

O programa Inicia com as coordenadas e conectividades para a reterida estrutura
com 12, 19, 86, 172 e 722 elementos de trés nos obtidos com auxilio do software GID.
Na sequéncia, o codigo processa as informagfes fornecendo as coordenadas e
conectividades para elementos de 6, 10, 15 e 21 nds, além da imagem da viga
mostrando os nés e elementos. Em seguida, definidas restri¢cGes e vetor de carga, inicia-
se 0 processamento dos dados.

Ap0s o processamento o software fornece os deslocamentos e tensdes para cada
no da estrutura em andlise, assim como também plota a imagem da viga deformada e o
grafico de isovalores para as tensdes atuantes na viga. Como forma de exemplificar,
seguem as imagens para estrutura com 86 elementos — T21.

EAs
A7

Deformada - T21
s

Vars

Figura 9 — Deformada viga biengastada
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Tensdo Normal X

3 4 5 6 7 8
x(m)
Tensdo Normal Y

3 4 5 6 7 8
x(m)
Tensdo de Cisalhamento XY

x(m)

Figura 10 — Tensdes viga biengastada (N/m?)

10

10

Os resultados foram comparados com os valores obtidos através do software
SAP2000. Para verificar a eficiéncia do processamento dos dados, foi realizada uma
comparacdo entre dois métodos de processamento de dados, sendo o primeiro método
utilizando matriz explicita apresentado neste trabalho e o segundo método utilizando a
quadratura de Gauss (integracdo numérica). A Tabela 03 apresenta os resultados para
flecha e tensdes no meio do vdo da face inferior da viga (ponto A), e a Figura 11
apresenta o grafico de convergéncia dos resultados, a Figura 12 mostra 0 “nimero de
elementos X tempo processamento” para cada tipo de elemento e as Figuras 13 e 14
expdem, respectivamente, 0 “tempo de processamento X erro” € 0 “nimero de
elementos x erro” para cada tipo de elemento.

Tabela 03 —Analise de Convergéncia - Viga Biengastada

Deslocamento (m) Tensdo (N/m2)
Elemento Tempo de Calculo Tempo total
Nr. deslocamentos (s) Processamento (s)
Nés Eixo Y Erro (%) : : Tensdo X | Erro (%)
T3 | O E?(Apitir:lizta Nu:r:g-rica E?(Apiti:;izta Nu!r?éﬁca
12 12 -2,25E-06 60,12% 0,05 - 1,84 110.642,26 3,93%
19 18 -2,82E-06 49,93% 0,05 - 1,87 39.873,17 65,38%
T3 86 64 -4,46E-06 20,94% 0,06 - 2,17 95.050,21 17,47%
172 116 -5,00E-06 11,28% 0,07 - 2,50 110.260,69 | 4,26%
722 421 -5,46E-06 3,24% 0,13 - 4,61 109.718,11 | 4,73%
T6 12 36 -3,07E-06 45,64% 0,07 0,26 1,85 1,52 -8.479,35 | 107,36%
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19 | 55 | 515806 | 868% 0,07 0,15 1,08 146 | 127.144,04 | -10,40%
86 | 214 | -558E-06 | 1,06% 0,10 0,28 239 200 | 11863273 | -3,01%
172 | 404 | -561E-06 | 043% 0,14 0,45 2,03 270 | 11585375 | -0,59%
722 | 1564 | -5.64E-06 | 0,05% 0,52 157 6,64 6,96 | 114.740,99 | 0,37%
12 | 72 | 520806 | 7,76% 0,14 164 1,09 203 | -10.061,16 | 108,74%
19 | 111 | 558E06 | 0,98% 0,14 1,80 2,10 317 | 12284754 | -6,67%
TI0 | 8 | 450 | -563E-06 | 0,22% 0,27 347 2,04 553 | 11371660 | 1,26%
172 | 864 | -564E-06 | 0,06% 0,45 573 3,89 863 | 11357104 | 1,39%
722 | 3429 | 564E-06 | -0,06% 1,02 20,24 10,61 2841 | 113.776,08 | 1,21%
12 | 120 | 555606 | 1,65% 0,26 7,38 218 876 | -7.60801 |106,61%
19 | 186 | 56306 | 0,12% 0,29 7,87 236 934 | 12243526 | -6,31%
T15 | 86 | 772 | -564E-06 | 0,04% 0,59 15,52 375 1805 | 11320499 | 1,71%
172 | 1496 | -564E-06 | -0,04% 1,06 25,38 5,47 2009 | 11374638 | 1,24%
722 | 6016 | -564E-06 | -009% | 546 10136 | 1809 | 11348 | 11354895 | 1,41%
12 | 180 | 55306 | 2,01% 0,34 - 2,44 - 228.788,10 | -98,65%
19 | 280 | 56506 | -0,15% | 038 - 271 - 12456426 | -8,16%
T21 | 86 | 1180 | -564E-06 | -003% | 082 - 5,18 - 113.589,56 | 1237%
172 | 2300 | -5.64E-06 | -0,08% 155 - 827 - 113.949.89 | 1,06%
722 | 9325 | 565606 | -011% | 1414 - 48,91 - 11352635 | 143%
%6% 4842 | 5041 | -564E-06 115.170,00
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Andlise Convergéncia - Viga Biengastada‘
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Figura 11 — Andlise de Convergéncia

‘Convergéncia (Tempo x Erro) - Viga Biengaslada‘
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Figura 13 — Tempo x Erro

6.2 APLICACAO 02 - CONSOLE
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Figura 12 — N2 Elementos x Tempo Processamento

‘Convergéncia (N° elementos x Erro) - Viga Biengaslada‘
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Figura 14 — N2 elementos x Erro

A estrutura em analise consiste de um console com a base engastada e as demais
extremidades livres, sua secdo transversal é de cinquenta centimetros de largura por dois
metros de altura. Esta estrutura esta sob a acdo de uma carga concentrada Px=10kN no
eixo X e uma carga concentrada Py=50kN no eixo Y, ambas aplicadas no meio do véo
da extremidade em balango. A referida estrutura possui mddulo de elasticidade de
200GPa e coeficiente de Poisson de 0,30. A Figura 15 ilustra a estrutura em estudo.
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Figura 15 — Console (cotas em centimetros)

Assim como no caso anterior, alimentou-se 0 programa com as coordenadas e
conectividades para a referida estrutura com 06, 17, 77 e 287 elementos de trés nos,
obtidos com auxilio do software GID. Como forma de exemplificar, seguem as imagens
para estrutura com 77 elementos — T21.

Figura 16 — Deformada Console

Tensdo Normal X

Tensdo Normal Y

«10°
[ H
] 0.5 1 15
x(m)

Figura 17 — Tensdes Console (N/m?)

Tensdo de Cisalhamento XY

«10°
05

0

05 1.4

3

A Tabela 04 apresenta os resultados obtidos para flecha na extremidade em
balanco da estrutura (ponto A) e tensfes no ponto médio da face esquerda da estrutura
(ponto B) e as Figuras 18 a 21 apresentam os graficos com a analise dos dados.
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06 08 -2,68E-06 | 58,70% 0,04 - 1,77 - -78.861,67 142,92%

17 16 -4,14E-06 | 36,13% 0,04 - 1,79 - 81.887,95 55,44%

E 7 53 -5,68E-06 | 14,05% 0,04 - 2,05 - 146.541,12 20,25%
287 287 | -6,27E-06 3,40% 0,08 - 3,59 - 170.063,42 7,45%

06 21 -5,46E-06 | 15,81% 0,04 0,11 1,79 1,33 225.145,08 -22,52%

17 48 -6,29E-06 2,98% 0,05 0,13 1,83 1,43 184.176,28 -0,23%

T 7 182 | -6,39E-06 1,47% 0,07 0,23 2,25 1,89 186.923,52 -1,72%
287 | 1078 | -6,45E-06 0,58% 0,30 1,02 4,92 4,99 183.742,86 0,01%

06 40 -6,32E-06 2,53% 0,09 1,50 1,87 2,73 200.887,44 -9,32%

17 97 -6,46E-06 0,35% 0,11 1,61 2,02 2,94 185.513,40 -0,96%

T 77 388 | -6,45E-06 0,56% 0,21 3,10 2,67 4,99 183.878,55 -0,07%
287 | 2374 | -6,48E-06 0,18% 1,17 13,93 7,56 19,83 183.572,63 0,10%

06 65 -6,36E-06 2,01% 0,19 6,43 2,00 7,72 188.096,96 -2,36%
17 163 | -6,41E-06 1,22% 0,23 7,22 2,23 8,68 183.560,68 0,11%
T 7 671 | -6,47E-06 0,28% 0,50 13,91 3,33 16,18 183.659,49 0,05%
287 | 4175 | -6,48E-06 0,11% 3,15 62,25 12,38 70,61 183.487,16 0,15%

06 96 -6,45E-06 0,61% 0,25 - 2,14 - 188.595,41 -2,63%

17 246 | -6,48E-06 0,12% 0,32 - 2,57 - 183.938,71 -0,10%
T 7 1031 | -6,48E-06 0,04% 0,69 - 4,62 - 183.575,95 0,10%
287 | 6481 | -6,48E-06 0,05% 5,30 - 21,33 - 183.468,05 0,16%

Andlise Conergéncia - Console
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Figura 18 — Analise Convergéncia Figura 19 — N2 elementos x Tempo Processamento
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‘Convergéncla (Tempo x Erro) - Console‘
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Figura 20 — Tempo x Erro

7 CONSIDERACOES FINAIS
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Figura 21 — N2 elementos x Erro

ApoOs andlise dos resultados, pode-se perceber que o método p-adaptativo
apresenta altas taxas de convergéncias, superiores ao método h-adaptativo, ou seja, a
elevacdo do grau do polinbmio permite a obtencdo de resultados com alto indice de
precisdo para poucos elementos (malhas simples). Os graficos de convergéncia dos
casos 01 e 02 demonstram que ao elevar-se o grau do polinémio os valores convergem
para o valor obtido no software SAP2000, bem como é perceptivel que o elemento T21,
conforme esperado, apresenta a maior precisao entre os elementos, onde seus resultados
sempre estdo proximos ao exato. Com esse recurso, o usuério do software pode adaptar
a ordem do elemento de acordo com o grau de complexidade do sistema em estudo,
possibilitando a escolha da solucédo estrutural mais adequada.

Quanto ao tempo de processamento, € evidente pelos resultados obtidos nos
graficos de “N° elementos x tempo de processamento” para oS casos 01 e 02, que para
elementos acima do T6 o método utilizando matrizes explicitas é superior ao método
utilizando a integracdo numeérica. A vantagem da utilizacdo da matriz explicita € visivel
no momento da geracao das matrizes globais do sistema onde a integracdo é eliminada,
sendo necessaria apenas uma substituicdo de valores na geracdo matriz de rigidez de
cada elemento. No caso do método da integracdo numérica, a integragdo também é
eliminada sendo necessaria apenas a substituicdo dos valores nos pontos de integracédo
para cada elemento, porém a medida que se eleva o grau do polinbmio crescem 0s
pontos de integracdo, ou seja, 0 nimero de substituicdes € maior e, por consequéncia, o

tempo de processamento.

A andlise dos graficos “Nr. Elementos x Erro” e “Tempo X Erro” mostra que o
elemento T21 possui 6tima precisdo e baixo custo de processamento, visto que para uma
malha com poucos elementos sua precisdo é maior que a dos demais elementos a um
baixo tempo de processamento. Apesar do elemento T15 apresentar um custo
computacional pouco menor que o elemento T21 para precisdes muito proximas, o
elemento T21 por ter mais nos proporciona um maior detalhamento do comportamento
da estrutura com baixo incremento de tempo de processamento.

Diante do exposto, pode-se concluir que o método p-adaptativo, utilizando
matrizes explicitas, apresenta 6tima precisdo assim como baixo custo computacional se
comparado ao método h-adaptativo e integracdo numérica. Além de uma de suas
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maiores vantagens: permitir para uma Unica “malha simples” que o usuario modifique a
precisdo dos resultados apenas elevando o grau do polinémio, sem a necessidade de
discretizac@es adicionais do dominio.
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