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Abstract. Stability analysis of reinforced concrete columns using tables and abacuses often
lacks accuracy and leads to more robust structures, with a higher consumption of material
(concrete and steel rebars). On the other hand, there are more accurate procedures that derive
from detailed models, optimizing the design at the cost of a large number of iterative
operations and processes that are not feasible without the use of computers. This paper
presents the steps involved in developing a computer code to verify the stability analysis of
reinforced concrete columns subjected to axial forces and biaxial bending through
computational routines. The computer codes were developed in Matlab, including physical
and geometrical nonlinearities, and can be divided into two major parts: (1) characterized by
cross section analysis, which is divided into sub-regions for numerical integration, and by
varying curvature and neutral axis slope and depth, resistant internal forces and strains are
evaluated; (2) a global stability analysis of the structure, where the column is segmented
along its height and for each section between the elements a routine evaluates the curvature at
equilibrium. The updated deflection is obtained by double curvature integration and provides
an additional eccentricity which is added to the initial results into a new iteration. The process
is repeated until a convergence criterion is reached or column failure, and thus the final
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Analise computacional da estabilidade de pilares em concreto armado submetidos a flexdo composta obliqua

internal forces are computed. The proposed routine results were validated by experimental
analysis and finite element simulations with commercial codes Athena and Midas, confirming
the validity and efficiency of the present proposal.

Keywords: Reinforced concrete columns, Biaxial bending, Stability, Nonlinear,
Computational.

1 INTRODUCAO

A andlise da estabilidade de pilares em concreto armado de forma aproximada, com uso
de tabelas e abacos, apresenta resultados pouco precisos, que levam a estruturas mais robustas
e com um maior consumo de material. Por outro lado, existem procedimentos de maior
precisdo que aproximam os resultados da situacdo real, otimizando o projeto ao custo de um
grande nimero de operacdes e processos iterativos, que sao inviaveis sem o emprego de
computadores. A Figura 1 mostra uma estrutura com pilares de grande esbeltez onde uma
analise sofisticada é indispensavel, ndo sendo admitida nenhuma simplificacéo.

Figura 1 — Exemplo de pilar esbelto em concreto armado, centro do Banco do Brasil Porto Alegre( Site:
Archdaily)

Textos classicos com Fusco(1998) apresentam métodos para avaliacdo da estabilidade de
pilares em concreto armado pelo uso do processo do carregamento progressivo e
excentricidade progressiva, esse métodos permitem avaliar a carga critica de uma peca e
mediante a comparacdo com as solicitaces definir se ha equilibrio. Os métodos apresentados
sdo validos para solicitacdes normais e obliquas necessitando de alguns ajustes para cada caso
particular. Franca(1991) Trouxe uma proposta de analise simplificada de pecas reticuladas em
concreto armado através do emprego da relagdo momento-rigidez secante e também com uma
linearizacdo do diagrama momento-curvatura.

Watanabe(2011) e Cardoso (2014) criaram programas para realizar a verificagdo de
pilares em concreto armado submetidos a flexdo obliqua. Cardoso (2014) utilizou técnicas
numéricas para solucdo do problema. Fazendo uso dos modelos apresentados pela NBR 6118
para analise ndo linear fisica e geométrica de pilares. Watanabe(2011) usou o método do
equilibrio para avaliar a estabilidade da peca, essa técnica usada permite dispensar a
necessidade de avaliacdo da carga critica.
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Este trabalho apresenta as etapas envolvidas na elaboracdo de um cddigo computacional
para verificacdo da estabilidade de pilares em concreto armado submetidos a flexdo composta
obliqua. As rotinas foram desenvolvidas em Matlab R2010a, considerando as néo linearidades
fisica e geométrica, e podem ser divididas em duas grandes partes: (1) caracterizada pela
analise da secdo em um plano, onde é feita sua divisdo em sub-regides, e através da variacdo
da curvatura, profundidade e inclinagéo da linha neutra s&o calculados os esforgos internos
resistentes; (2) uma etapa de verificagdo global da barra, onde o pilar é segmentado e para
cada secdo entre os elementos a rotina avalia a curvatura no equilibrio. A equagdo da
deformada obtida por integracdo da curvatura fornece uma excentricidade adicional, que
somada a inicial resulta em um novo conjunto de solicitaces. O processo € repetido até que
seja atingido um critério de convergéncia ou ruptura, e assim podem ser definidos os esforcos
finais da peca

Para fazer a validacdo dos resultados obtidos com o codigo desenvolvido fora feitas
comparagOes com resultados obtidos em simulagfes com elementos finitos com os programas
comerciais ATENA 3D (2014), da Cervenka Consulting e MidasFea(2009) e com os
resultados obtidos em ensaios feitos por Melo(2009) que fez o estudo experimental e
numérico de pilares em concreto armado com secdo e armadura constante, figura 2,
submetidos a flexdo composta normal. O outro trabalho usado para validagédo foi Kim e Lee
(2000) que desenvolveram uma formulacdo em elementos finitos para determinar os
deslocamentos em pilares de concreto armado sob flexdo composta obliqua. Seus resultados
foram validados através de ensaios realizados em pilares de se¢do quadrada e retangular com
armadura constante submetidos a flexdo composta obliqua.

Figura 2 — Pilar sob flexdo composta normal, ensaio realizado por Melo(2009)

2 INSTABILIDADE DE PECAS ESBELTAS

A instabilidade de pilares de concreto armado € um estado limite Gltimo de perda de
equilibrio proveniente de um esforgo adicional gerado pela agdo das cargas verticais sobre a
estrutura deformada, essas acdes sdo chamadas de efeito de segunda ordem. Segundo Chust
(2013), efeitos de segunda ordem sdo aqueles que se somam aos obtidos numa analise de
primeira ordem (em que o equilibrio da estrutura é estudado na configuracdo geometrica
inicial), quando a analise do equilibrio passa a ser efetuada considerando a configuracdo
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deformada. A figura 3 mostra 0 comportamento de uma peca esbelta quando feita a
consideracdo das a¢Ges atuando sobre a estrutura deformada.

(b) (©
Figura 3 — Evolugdo das deformacdes no eixo de uma peca submetida a flexo compressao

(@

Na Figura 3(a) a pega esta na sua configuracdo indeformada e submetida a uma carga
vertical com excentricidade A, essa acdo leva a posicdo vista em 3(b), que representa a carga
atuando sobre a posicdo deformada da estrutura. Essa acdo leva a deformacdo A, vista na
figura 3(c) essa excentricidade soma-se a de primeira ordem levando a um acréscimo de
momento ao longo da peca gerando mais um acréscimo de deformacdo As. Esse efeito segue
até que a peca torna-se estavel, ou caso a sobreposicdo dos efeitos ndo sejam resistido pelo
pilar ele rompe.

Quando analisada a flexdo obliqua, caso onde para o esfor¢co vertical existem duas
excentricidades perpendiculares entre si, o efeito se da de forma analoga ao exemplificado
anteriormente. Porém a deformada se desenvolve com componentes em dois planos com
influéncia sobre as duas excentricidades que sofrem efeito de segunda ordem. Para
Araujo(2003) a flexo compressao obliqua é a solicitacdo composta por um esforgo normal de
compressédo agindo fora do eixo de simetria da secdo transversal. Quando o esfor¢co normal

atua em um eixo de simetria de secdo de concreto, mas o arranjo das barras ndo é simétrico
em relacdo a esse eixo a flexdo também é obliqua e quando a prépria se¢do ndo possui
simetria também sera obliqua. A Figura 4 mostra a linha elastica para uma peca sob flexdo
composta obliqua, destacando as excentricidades adicionais segundo os dois planos de flexao.
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Figura 4 — Linha elastica de um pilar sob flexdo composta obliqua destacando a excentricidade no topo da
peca devido a agdo externa.

O estudo desse efeito mostra que ndo ha uma relacdo direta entre as acfes externas e
as deformac0es da peca. Isso ocorre devido a um comportamento néo linear do conjunto, que
pode ser dividida em dois aspectos, ndo linearidade fisica, que é caracterizado por uma
relacdo entre a tensdo e deformagéo que ndo tem uma proporcao direta e nem linear. E devido
a ndo linearidade geométrica que é o efeito onde o crescimento das deformacGes leva a uma
nova distribuicdo de esforcos ao longo da peca. Para caracterizar esses efeitos sdo criados
modelos que representam o comportamento dos materiais, esses modelos serdo explorados na
secdo seguinte. Também sdo utilizados processos iterativos para modelagem da nao
linearidade geométrica através de sucessivas aplicacfes da carga na estrutura deformada.

Diante da necessidade de avaliacdo dos efeitos de segunda ordem e a estabilidade de
pilares, foram desenvolvidos métodos que visam prever quais os esforcos finais que o pilar
estard submetido de forma a verificar se o dimensionamento da peca atendem as prescri¢oes
de seguranca e estabilidade. Com isso a NBR-6118 2014 sugere uma série de métodos
indicados para uma determinada faixa de esbeltez. O método aproximado do pilar padréo
consiste em relacionar o pilar estudado com um equivalente que esteja com 0s extremos
engastados e livres, e com sua linha elastica admitida senoidal, estando o méaximo
deslocamento no topo relacionado com a curvatura da base. Este método apresenta-se com
trés variagOes, de acordo com a forma de determinar a curvatura na base do pilar. A forma
mais direta e simples é a da curvatura aproximada onde € suposto que a base do pilar tem
Curvatura maxima com o concreto comprimido com uma deformacao especifica de 3,5%o € o
aco alongado a 10%o. Outra forma para definir a curvatura, ¢ 0 uso da rigidez k aproximada.
onde os efeitos da ndo linearidade fisica e geométrica jA sdo considerados de forma
aproximada e os esfor¢os finais na peca ja sao obtidos atravées dos iniciais que atuam sobre o
pilar. Por fim a forma mais refinada de usar o método do pilar padréo e fazer o acoplamento a
curvatura real da secdo para isso pode ser feito o uso de &bacos ou rotinas computacionais
como a desenvolvida nesse trabalho. O método que leva a resultados mais precisos e com
maior aproximagéo dos esforgos finais é o método geral, onde é feito o calculo da curvatura
de cada secdo do pilar de forma a se obter o deslocamento real da estrutura, segundo
Fusco(1998) o método geral é aplicavel a qualquer tipo de estrutura, podendo portanto ser
empregado para a determinacdo da carga critica de barras de secdo variavel com qualquer tipo
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de carregamento. A escolha do método € regida pela esbeltez da peca de forma que para pecas
mais delgadas s&o exigidos modelos mais refinadas, a tabela 1 mostra o resumo das formas de
analise local permitidos pela NBR-6118 2014, o valor de A, é dado pela norma.

Tabela 1. Modelos de anélise de pilares Segundo a NBR-6118 2014

Esbeltez da peca Método admitido
A<Ai Dispensa analise local
A 1<A <90 Pilar padrdo com curvature
aproximada ou rigidez k aproximada
90< A <140 Pilar padrdo com curvatura real
140< A <200 Método geral
200< A N&o admitido para pilares

Quando se faz necessario o uso do método geral a norma brasileira apenas indica que
deve ser feita uma analise com uma discretizacdo adequada, considerando a curvatura real em
cada secdo e atribuindo a ndo linearidade geométrica de forma ndo aproximada, com isso
surge uma lacuna de como empregar esta andlise, tendo em vista que para todos os outros
procedimentos sdo apresentadas as formulacGes necessarias a seu uso. Com issO O
procedimento apresentado nesse trabalho é de grande importancia por permitir compreender
como se desenvolve uma andlise de segunda ordem onde se deseja utilizar um método exato
de célculo e com isso realizar o correto dimensionamento do elemento.

Mais modelos simplificados s&o apresentados por outras referéncias normativas. De
maneira geral € admitir uma configuracdo deformada para a peca baseada em uma curvatura
da secdo mais solicitada. Os processos consideram se¢des transversais constantes incluindo
armadura. Para pecas de esbeltez mais elevada ou com variacdo de se¢do Nao sdo fornecidos
métodos para célculo, sdo feitas recomendacdes, porém o emprego e de responsabilidade do
projetista.

Além disso, sdo apresentados critérios onde € possivel omitir qualquer analise de
segunda ordem.

Segundo o Eurocode 2 é possivel dispensar os efeitos de segunda ordem em pilares onde a
esbeltez é inferior ao valor dado na equacéo 1:

Aeric = 25(2 — 2 )

€02

Sendo e, € e,, 0S momentos que atuam nos extremos da peca, admitindo:

leor] < lepsl

O seu texto também traz a possibilidade de analisar pecas sujeitas a flexdo composta
obligua considerando os momentos atuando isoladamente, desde que uma das excentricidades
iniciais ndo exceda 20% da outra.

O CEB admite ndo ser necessario o célculo de efeitos de segunda ordem para pilares
com:

A1<12(2— :—1) (2)

Quando necessario é possivel definir a excentricidade de segunda ordem de forma
aproximada com o uso da equagéo 3:
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92 == 0,5 Kl ‘82 %1 (3)
Onde

1 . . .
- Representa a curvatura devido aos esforcos de primeira ordem, e
1

K; € o coeficiente que caracteriza a variacdo ndo linear na rigidez em funcdo da
esbeltez da peca.

3 HIPOTESES DE CALCULO E EQUACOES DE EQUILIBRIO

Para criacdo dos modelos matematicos que descrevem a estrutura sdo adotados
padrdes idealizados para 0 comportamento dos materiais, estes modelos visam tornar viavel a
avaliagdo do comportamento de um determinado material de forma simplificada e sem perder
a fidelidade com a realidade. Para a situagdo em questdo as principais grandezas envolvidas
sdo as deformacOes e tensbes que se relacionam de forma diferente para cada material,
concreto e 0 ago que constituem a secao.

Para 0 aco a relagdo que representa seu comportamento é fornecida por um diagrama
bilinear onde até o limite de escoamento o comportamento é linear elastico, sendo a relacéo
tensdo deformacdo obtida através do modulo de elasticidade, que é constante, alem do ponto
de escoamento é admitido que o aco se deforma sem haver nenhum aumento de tensao, até o

limite de 10%o onde ¢é considerada a ruptura do material. A Figura 5 mostra o diagrama
apresentado pela NBR-6118 2014 para aco de armadura passiva.

O comportamento definido para o concreto leva a um comportamento nédo linear ao
longo de todo o diagrama, porem apresenta dois trechos bem definidos. No primeiro hd uma
curva parabdlica até a resisténcia caracteristica, que para concretos até a classe C50 acontece
em uma deformagdo de 2%o, a partir desse pondo se dé inicio a um intenso processo de micro
fissuracdo na regido comprimida levando a uma pseudo plastificacdo até uma deformacdo
especifica de 3,5%o0 onde se esgota a capacidade do material. A Figura 6 mostra o
comportamento para 0 concreto em compressdo proposto pela NBR 6118.

e

Gs A
fad-- e e m - - - = = = -
- i
fyk | / , 7’ : !
fyd i fea ;
Es
— ES g‘cul £
Figura 5 diagrama tensdo-deformacéo para ago Figura 6 diagrama tensdo-deformacéo para o

de armadura passiva (NBR 6118 2014) concreto em compressdo (NBR 6118 2014)

A tensdo no trecho parabolico em fungdo da deformacéo é fornecida pela expresséo:

0. = 0,85 f,q- [1 - (1 _ )2] (4)

2%o0
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onde f.4 € a resisténcia de célculo do concreto.

Para o estudo realizado é necessario levar em conta o comportamento desses dois
materiais de forma simultanea, obtendo dessa interacdo o comportamento da secdo de
concreto armado e por fim da peca, para isso devem ser admitidas as seguintes hipoteses:

e Sccles planas: As secdes da peca de concreto permanecem planas até atingida um
estado limite ultimo.

e Resisténcia a tragdo do concreto ¢ nula, apenas a armacao resiste aos  esforcos de
tensdo que podem surgir na secao.

® Pequenos deslocamentos: os deslocamentos provocados pelos esfor¢os nas pecas séo
pequenos diante das dimensdes preponderantes do elemento

e Aderéncia perfeita: admite-se que a ligacao entre aco e concreto é perfeitae  com
isso a deformagdo especifica em um determinado ponto € igual para o aco e para o concreto
que o envolve.

Na flexdo composta obliqua além da acdo do esfor¢o normal, também atuam na secéo
um par de momentos em dire¢Oes ortogonais, que nesse texto serdo chamados de My e My
respectivamente o0 momento em torno do eixo X e y. Segundo Fusco(1998), Para uma secéo
arbitraria como a da Figura 7, as condi¢des de equilibrio sdo dadas por:

N=XiAs 05+, oo dA (5)
My = 2?=1Asi "Osi " Ysi T fAcc o,y dA (6)
My = Z?=1ASL' "0gi " Xsi + fAcc o xdA (7)
Sendo

Ag; e ag; A area e tensdo respectivamente, da armacdo considerada.
o. Tensdo na fibra de concreto considerada
x e y Coordenada x e y do ponto considerado.

E possivel fazer a substituicio da integral por um somatério através da divisdo da
secdo em elementos discretos com o objetivo de fazer uma integracdo numeérica, esse artificio
é bastante Gtil quando se deseja programar com o intuito de se analisar uma peca de concreto
armado. Neste trabalho foi admitido que cada elemento esta submetido a uma tenséo uniforme
determinada através da deformacdo obtida no seu eixo. A Figura 7 mostra a analise da tensdo
sobre um elemento isolado.
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Figura 7 Secdo transversal dividida em elementos discreto, com destaque para a distribuicdo de tensdes em um
elemento.

Com isso as equac0es (5), (6) e (7) podem ser substituidas por:

NZZ?:lASi'O-Si-I_ZO-C'Ax'Ay (8)
MX=Z7L'1=1Asi'o_si'ysi+Zac'y'Ax'Ay 9)
My :Z?=1Asi'o-si'xsi+Zo-c'x'Ax'Ay (10)

Onde a melhor aproximacdo com os resultados obtidos em (5), (6) e (7) é feita com uma
maior discretizacdo da se¢do, menores deltas.

A determinagdo das tensdes em cada elemento é feita mediante a deformacéo do seu
eiXo que por sua vez é obtida pela curvatura da secdo e sua distancia ao eixo neutro.

Na Figura 8 onde a curvatura é:

rl = tan(a) (12)

a
O valor da deformacéo no nivel do eixo do elemento destacado é dado por:
1

Ta

e=—xd (12)

Onde d é a distancia do eixo do elemento a linha neutra.

Figura 8 - Deformacao em elemento genérico de uma secédo sob flexdo obliqua.

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Analise computacional da estabilidade de pilares em concreto armado submetidos a flexdo composta obliqua

De forma analoga pode ser estendida a andlise para avaliacdo da deformacdo nas
barras da armacgédo. Com isso ficam definidos os elementos para compor as equacdes (8), (9) e
(10). Assim é possivel conhecendo a secédo, sua curvatura e a inclinacdo da linha neutra, obter
0 esforgo normal e 0s momentos resistentes internos. Com 0 mesmo principio desenvolvido e
com o auxilio de processos iterativos é possivel fazer a relacdo inversa onde diante do
conhecimento da secdo e dos esforcos externos obter os dados como curvatura, inclinacéo e
posicdo da linha neutra da secdo. Esses sdo os principios fundamentais para aplicacdo do
método geral a pecas de concreto armado.

O desenvolvimento da analise de uma peca pelo método geral é feita através da
divisdo da peca em um numero finito de se¢des de estudo onde para um conjunto de esforgcos
iniciais é determinada a distribuicéo de esfor¢cos ao longo do eixo da peca. Com isso em cada
secdo é feita a determinacdo de sua curvatura, inclinagdo e posicao da linha neutra.

Para a montagem da deformada da estrutura é aplicada a definicdo da resisténcia dos
materiais onde a derivada segunda da equacdo da linha elastica é igual a distribuicdo da
curvatura ao longo da peca, como mostrado abaixo:

d?v(x) _ 1

2 =2 () (13)

O valor para a curvatura ao longo do eixo da peca é obtido em pontos discretos através
do seu calculo em cada secdo pelo processo iterativo ja descrito. Com isso é feita a uma
interpolacdo polinomial dos pontos da curvatura de forma a se obter uma equacdo que
descreva a distribuicdo da curvatura ao longo do eixo da peca, um modelo genérico desse
processo € mostrado na Figura 9.

A
Sepy- |
Sl g

|
Sa| prp *

|
S3| [ |

5 e Equacgdo interpolada
S2| [ \
'\ ¢ Curvatura exata na se¢ao
St [ \
-1_ »

;
Figura 9 - Modelo de interpolacao da equagdo da curvatura através de pontos discretos.

Com isso a equacdo da curvatura é aproximada por um polinémio de ordem 2:
%(x) =ax*+bx+c (14)
E por integragéo direta é obtido o polinbmio que descreve a linha elastica do pilar.

4 3 2
V() =+ T+ 4 Ox + G (15)

Os valores de a, b e ¢ sdo determinados na interpolagdo. No MATLAB foi utilizado o
comando POLIFIT, e as constantes de integracdo C; e C, sdo definidas com o conhecimento
das condi¢des de contorno da peca, Para um pilar engastado e livre com o sistema de eixos
com origem da base fica definido que:

v(0)=0 (16)
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e

dv(0)
dx 0

Assim:
C1 = Cz :O

Entdo fica definida a funcdo para a linha elastica da peca, porém esses valores séo
obtidos em um plano qualquer e para um analise coerente é importante que as deformacGes
estejam definidas no mesmo sistema de eixos que definem as componentes dos momentos,
Figura 10. Para isso é feito o desacoplamento da curvatura nas duas direcBes principais
através do angulo de inclinagdo da linha neutra, essa formulacdo foi apresentada por
Fusco(1998), de forma que as curvaturas nas duas dire¢des sdo dadas por:

17)

ri = tan(a,) (18)

rl = tan(a,) (19)

Também podem ser definidas as componentes da curvatura segundo inclinacdo da linha
neutra como:

1 1 .

o= ;sm(<p) (20)

1 1
oo ~cos(¢) (21)

Sendo ¢ o angulo da linha neutra com os eixo principal.

Figura 10 - Componentes da curvatura segundo o0s eixos principais.

Com esse modelo ¢é possivel se definir a deformacédo dos dois eixos da peca e assim
obtido as excentricidade de segunda ordem. A Figura 11 resume 0s passos envolvidos nesse
processo para a componente x do sistema. Essa deformac&o é obtida com a decomposigédo da
curvatura usando as equacdes (20) e (21) sendo necessario saber a inclinacéo da linha neutra.
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Figura 11 - Componentes da curvatura segundo os eixos principais no plano XZ (a); linha elastica obtida pela
integracdo a equacdo interpolada da curvatura (b); excentricidade de segunda ordem obtida com a linha elastica (c).

4 ANALISE COMPUTACIONAL DA ESTABILIDADE DE PILARES
PELO METODO GERAL

O codigo computacional desenvolvido funciona através da divisdo da peca continua
em um numero finito de secBes, onde para cada uma diante dos esforcos de 1° ordem sdo
definidas suas respectivas curvaturas. Pela relacdo mostrada na equacdo (13) e aplicando o
processo de integracdo da equacdo interpolada da curvatura encontram-se quais as
excentricidades de segunda ordem para uma determinada peca. Esse processo segue de forma
continua sempre aplicando os esforcos provenientes da nova configuracdo deformada do pilar,
essa sequencia € repetida até que haja convergéncia dos resultados ou ruptura da peca em
alguma das secdes.

Para solucdo do problema da verificacdo da estabilidade foram desenvolvidas duas
rotinas principais. Uma delas é responsavel por analisar cada secdo diante de esforcos
fornecidos e com isso determinar a sua curvatura, inclinagdo e posicao da linha neutra; Esses
dados fornecem a informacdo necessaria a uma segunda parte do codigo que define a forma
da linha eléstica e com isso as novas excentricidades que vao realimentar o processamento.

Na rotina inicial o processo usado para defini¢cdo dos pardmetros internos da se¢do faz
uma varredura nos valores da grandeza procurada, e em cada etapa calcula os valores dos
esforcos internos e os comparam com os solicitantes. Nesta etapa existem trés incognitas a
serem definidas, curvatura, inclinacdo e posicdo da linha neutra e trés valores que servem de
referéncia que sdo os esforcos solicitantes. A convencdo dos esforcos e grandezas € o
apresentado na Figura 12
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v

Figura 12 — Convencao utilizada no desenvolvimento da rotina

A sequencia de busca parte de um intervalo possivel para a curvatura e outro para a
posicdo da linha neutra, que € admitida inicialmente com uma inclinacdo nula. Séo
conhecidos os esforgos externos.

Posicédo da linha neutra — (d;, df)
Parametros iniciais da se¢io { Curvatura da se¢do — (1/7”1' , 1/Tf)
Inclinagdo da linha neutra — (¢,)

Os subescritos i, f e m indicam os valores iniciais finais € medios dos intervalos
analisados.

Nsa
Esforcos externos { My sa
My,sd

Em um primeiro instante sdo calculados para os pontos extremos e médio da posicéo
da linha neutra qual o valor de esforgo normal interno correspondente.

(di,dm,df) = (Nijy N, Ny f)

Os valores das normais internas sdo comparados com Ny, € entdo é definido em que
intervalo se encontra a solucéo, com isso os limites da posicéo da linha neutra sdo redefinidos
para um intervalo menor. Por exemplo, o valor Ny, pode estar no intervalo (N; ,,, N; ) com
isso € possivel afirmar que a posicdo da linha neutra esta contido em (dm, df) e os limites
para o novo calculo serdo:

do = dm
dm — d‘m+df

2

O processo é repetido até que o intervalo seja tdo estreito quanto se deseje e leve a uma
posi¢do da linha neutra, que sera chamada de d,.

Porém para definir o esforco normal interno ndo apenas a posicao da linha neutra deve
ser arbitrada, mas também é necessario saber sua inclinagdo e a curvatura que atua sobre a
secdo. Assim as relacdes descritas sdo mais realistas se escritas da seguinte forma:
di(l/r,¢) =Ny
dm(l/r"l)) = Nim
d;(Yr,0) =Ny
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Com isso o calculo da posicéo da linha neutra que foi apresentado € aplicado em paralelo para
cada ponto extremos e médio do intervalo proposto para a curvatura da secdo. E entdo é
encontrada um posicédo para a linha neutra referente a cada curvatura.

ai(Yr,,9) d( Y,y 9) 4i(Vry#)
dm(l/ri'¢) - dc,i dm(l/rm:(p) - dc,m dm (1/T'fl¢) - dc,f
d;(MYr;,9) d;(Yr, ) dr (Yr; . 9)

Neste instante temos para cada situacdo os parametros da sec¢do definidos como apresentado
abaixo:

Caso L: (e, 1/, )

Caso 2: (dem » Yr,,  $)

Caso 3: (des, Vi, 9)

Com esses dados é possivel calcular qual 0 momento interno em torno no eixo X, para esta
secdo, cada caso esta associado a uma curvatura e apresenta um momento particular.

(e, Yy #) > My,
(dc,m , 1/T-m , ¢) - Mxi,m
(dey s l/rf,fp) - Mx; ¢

Pode ser feita uma verificacdo similar a utilizada para determinacdo da posicdo da
linha neutra. O momento externo M, ¢, € comparado a Mx; ;, Mx; ., € Mx; e define-se assim
em que intervalo ele se encontra, e 0s pontos da curvatura sdo redefinidos. As operacdes
descritas até este instante sdo repetidas e com a reducgdo das faixas os valores dos pontos da
curvatura e também da posi¢cdo da linha neutra vdo convergindo, assim chega-se aos
parametros que equilioram M, s, € Ny4; Respectivamente. Por fim esses dados séo utilizados
para calculo de My; que é comparado com M, ., caso o esforco interno seja inferior ao
externo indica que a inclinagdo da linha neutra é insuficiente com isso é feito um acréscimo
no seu valor e a rotina volta ao inicio. Quando My; atingir M, ¢, os valores dos parametros
estardo definidos. A utilizacdo de incrementos sucessivos no valor de ¢ faz com que néo seja
necessario um loop adicional considerando um intervalo para essa grandeza, com isso 0 custo
computacional é reduzindo levando a um menor tempo de processamento.

Com essa sequéncia logica € possivel definir em uma secdo transversal qual o valor da
curvatura, posicdo e inclinacdo da linha neutra que equilibra os esforgos externos, porém por
si sO ela ndo é capaz de fornecer parametros de estabilidade da peca. Para isso é preciso
avaliar a deformacéo de todo o corpo do pilar, assim foi utilizada a relacdo ja exposta onde a
curvatura é igual a segunda derivada da linha elastica. Entdo com os valores das curvaturas
em cada secdo, encontradas na etapa anterior, € possivel fazer uma interpolacdo dos pontos e
obter uma funcdo da curvatura relacionada a posi¢do do eixo da pega. Neste trabalho foi
utilizada uma interpolagdo polinomial de segundo grau, onde o0s coeficientes séo
determinados por uma fungdo propria do Matlab R2010a. Assim fica pela integracdo direta
definida a fungdo que descreve a deformada da peca, e com isso, as excentricidades de
segunda ordem sdo rapidamente encontradas através da soma das excentricidades iniciais com
as obtidas no processo acima. Os momentos de segunda ordem em cada se¢do sdo obtidos
pela multiplicacdo do esforco normal pela excentricidade de segunda ordem. Esses novos
valores de esforgos sdo utilizados para realimentar o cédigo como esforcos iniciais.
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Com o propésito de definir um instante onde o processamento do codigo deve ser
interrompido foram definidos critérios de parada e acontecem quando se verifica a ruptura de
alguma das secOGes ou a estabilidade do elemento analisado. A ruptura € definida pelos
critérios apresentados por Fusco(1998) que utiliza as deformagdes limites tratadas na secéo 3,
caso iSso ocorra o rotina é interrompida e € emitido um aviso informando a ruptura da peca. A
estabilidade foi convencionada através da avaliacdo da deformacéo relativa do topo da peca
em iteracdes sucessivas, foi adotado como atingida a estabilidade quando a deformacao
maxima ndo excede 2,5% da deformacdo encontrada anteriormente. Esse valor foi definido
através de comparacdes sucessivas de resultados onde se constatou que quando esta condicédo
ocorre 0s incrementos posteriores na deformagéo séo irrelevantes.

Com isso ficaram apresentados todos os passos envolvidos no desenvolvimento
do cddigo, as informacdes estdo condensadas em forma de fluxograma apresentado na Figura
13, Nesta apresentacdo o trecho do codigo que define a curvatura sera definida apenas como
rotina da curvatura.

- )

Z
fev]
o
wapIo
+T 2P s0310Js

sop oedeorjdy

 Siuagio faldenida -“-
Sim

Figura 13 — Fluxograma para avalia¢ao da estabilidade do pilar.

5 VALIDACAO DOS RESULTADOS

A validacdo da rotina desenvolvida foi feita através da comparacdo dos resultados
obtidos em ensaios, com modelos em elementos finitos e no cddigo desenvolvido. Foram
comparados os diagramas carga flecha obtidos nas trés situacdes. Esse diagrama fornece a
deformacdo no topo do pilar para cada passo de carga até atingir o limite da peca. Com a
deformacéo fornecida também e possivel definir os esforcos de segunda ordem que atuam na
pecas.

Os resultados experimentais foram retirados do trabalho de Melo(2009), que fez o
estudo experimental e numérico de pilares em concreto armado com secdo e armadura
constante, submetidos a flexdo composta normal. Foi feita a variacdo da excentricidade da
carga e a esbeltez das pecas para coleta de resultados. A modelagem numérica utilizou os
cddigos computacionais pré-existentes dentre os quais podemos destacar o CACODI
elaborado em FORTRANT77, esse codigo aplicava-se na determinagdo da curvatura das se¢oes
de concreto, o FLECO2C desenvolvido em FORTRAN90 utilizado para determinar 0s
deslocamentos horizontais usando como base 0 CACODI e o FLECO2H que é uma variacao
do FLECO2C com uma alteracdo da relagdo constitutiva do concreto. O outro trabalho que
forneceu dados foi Kim e Lee (2000), que desenvolveu uma formulacdo em elementos finitos
para determinar os deslocamentos em pilares de concreto armado sob flexdo composta
obliqua, seu cadigo criava um modelo da se¢do que era discretizada em fibras, onde para cada
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fibra era obtida a relacdo tensdo deformacdo através do esforcos iniciais e das relacGes
constitutivas para cada material. Seus resultados foram validados através de ensaios
realizados em pilares de secdo quadrada e retangular com armadura constante submetidos a
flexdo composta obliqua.

Os modelos de validacdo desenvolvidos para representar os ensaios de Kim e Lee (2000)
foram criados utilizando o MidasFea(Versao 2.9.6, 2009) através da modelagem do pilar em
elementos de solido hexaédricos, as barras longitudinais foram modeladas utilizando o
elemento Line 3D que define o eixo da barra que posteriormente sera convertido em solido.
Além desses elementos principais foi adicionado no topo do pilar um bloco rigido, Essa parte
tem a funcdo de receber as cargas e distribui-las uniformemente no topo do pilar. As
condicdes de contorno para a pec¢a foram engastado na base e livre no topo com comprimento
equivalente que fornecia a mesma esheltez do utilizado nos ensaios. O material definido para
o concreto foi do tipo Total Stain Crack, com coeficiente de Poisson de 0,2. As relacdes
constitutivas Brittle e Thotenfeldt foram empregadas para o comportamento a tragdo e
compressdo respectivamente, Figura 14. Para o concreto tracionado, com o intuito de reduzir
a0 maximo sua participagao, considerou-se fi=0,1MPa, para definir os elementos comprimidos
os valores de f;. e do modulo de elasticidade adotados foram os obtidos com ensaios em corpos
de prova com o concreto usado nos ensaios.

o 18]
\ 1

f .

(a) (b)
Figura 14 — Relagéo tenséo deformacéo adotada para o concreto tracionado (a) e comprimido(b).

O material para o bloco rigido é linear elastico com mddulo de elasticidade de
100.000GPa. O valor elevado foi utilizado para que as cargas concentradas se tornassem
uniformes em um pequeno trecho e para que as deformacbes desse elemento fossem
irrelevantes diante das demais. Finalmente para o aco foi definido o modelo tipo Von Mises,
utilizando modulo de elasticidade de 200GPa, coeficiente de Poisson 0,3 e tensdo de
escoamento de 595MPa.

O modelo tem um namero total de 3.200 elementos no pilar e mais 100 no trecho rigido.
Esses valores foram definidos através de testes de convergéncia da malha. As cargas foram
aplicadas através de dois binarios e uma carga vertical, representando os dois momentos e a
acao normal sobre a peca. A anélise feita foi Nonlinear Static, com considera¢do das nao
linearidades fisicas e geométricas. O carregamento foi aplicado em 100 passos onde para cada
passo admitia-se 100 iteracOes para atingir a convergéncia, caso ndo houvesse convergéncia
nas iteragdes o processo era interrompido. A Figura 15 mostra o0 modelo do pilar criado no
MidasFea(Versédo 2.9.6, 2009).
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Figura 15 — Malha de elementos finitos MIDAS FEA, em azul o fuste do pilar e amarelo o bloco rigido.

Do trabalho de Melo(2009) foram extraidos os resultados da série PFN e — 3 onde
PFN foi usado para designar pilar sob flexdo normal; “e” ¢ a excentricidade em milimetros e 3
¢ a altura da peca em metros. A secdo do pilar mede 250x120mm sendo a flexdo em torno da
menor inércia. A armacdo é compostas por 6 barras longitudinais com diametro de 10mm,
taxa geométrica de 1,57% , transversalmente fora utilizados estribos simples com barras de
5,0mm espagadas a cada 10cm. A Figura 16 mostra a distribuicdo das barras na secéo
transversal.

— 5.0
(1) 10.0 d)
5 [
& o
s S
= |
_
Ne—
b 250mm ——— 70

Figura 16 — Secdo transversal dos pilares ensaiados por Melo(2009).

Os modelos em elementos finitos foram feitos utilizando o software ATENA 3D, da
Cervenka Consulting, com elementos hexaédricos para modelagem do topo e regido central
do pilar. Na regido de apoio e capitel, com largura variavel, foram aplicados os elementos
TETRAHEDRAL e PYRAMID, as armadura foram criadas com elementos tipo TRUSS; ap6s
teste de refinamento a malha utilizada apresentava dimensdes globais de 25mm. A Figura 17
mostra uma visao geral dos elementos do pilar, as armaduras modeladas e uma viséo geral da
malha. Neste modelo também foi adotada uma regido rigida para aplicacdo das cargas, nesse
caso o material utilizado foi o mesmo das armacdes caracterizado por um comportamento
bilinear sendo linear elastico até a tensdo de escoamento e apos esse ponto as deformagdes
ndo representavam incrementos de tensdo. O concreto foi modelado como Nonlinear
Cementitious 2, adotando a relagdo proposta por Chen(1982 apud Atena, 2014) para o
concreto. O modelo adotado representa metade da peca completa, sendo adotada condicdo de
simetria na se¢do media.
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Figura 17 — Macro elementos do modelo(a); Posicionamento das armaduras(b); Malha de elementos finitos; (Melo
2015)

Com o processamento dos modelos e coleta de dados foram obtidos os diagramas
carga flecha apresentados a baixo. Os diagramas 1 a 6, da Figura 19, s&o referentes aos testes
em pecas sob flexdo composta normal e os diagramas 7 a 10, Figura 20, representam os dados

das pecas sob flexdo composta obliqua. O sentido das deformacbes segue a convengéo
mostrada na Figura 18.
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!
Figura 18 — Caracteristica do posicionamento da carga usado, e convencdo de deslocamentos. Kim e Lee (2000)
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Figura 19 — Resultado dos testes nas pecas sob flexdo composta normal

CILAMCE 2016

Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



Analise computacional da estabilidade de pilares em concreto armado submetidos a flexdo composta obliqua

20 — 20 —

Gréfico 7 (¢) Gréfico 8 (n)
5 S
W]
$ S
30 Graus 30 Graus
Ensaio Ensaio
®—8—8 \Midas o—0—© \idas
A———h Matlab A—ad—a Matlab
° L ] - | | | |
0 0.2 04 06 0.8 1 0 2 4 6 8
Flecha (mm) Flecha (mm)
20 — :
20 ) Grafico 10 (n)
Grafico 9 (¢)
= )
= ®
© = 7
o 7 o]
©
8 @]
45 Graus 45 Graus )
Ensaio Ensaio
—8—0 Midas —0—0 \idas
A——ade—h Matlab A———h Matlab
0
° \ . 1 ] |
0 04 0.8 1.2 1.6 0 1 2 3 4 5
Flecha (mm) Flecha (mm)

Figura 20 — Resultado dos testes nas pecas sob flexdo composta normal

6 CONCLUSAO

O cddigo computacional desenvolvido, usando o método apresentado nesse texto,
apresenta resultados satisfatorios quando comparado com técnicas sofisticadas de analise
estrutural e até mesmo ensaios em pilares reais. Os valores das deformagfes encontradas na
peca sob flexdo composta normal, graficos 1 a 6. O erro maximo detectado foi no PFN 6-3 e é
de 17,3%, quando comparado com o0 modelo em elementos finitos esse valor cai para 7,9%. O
erro médio relativo entre 0 modelo do MidasFea e o cddigo em Matlab foi de 6,1% e 7,5 para
a comparagdo com os ensaios. Na comparacdo das pecas sob flexdo composta obliqua, fora
obtidos resultados com um erro relativo que chegou a 16,1% no sentido de menor inércia no
pilar com excentricidade a 45 graus esse valor se manteve préximo a compara¢do com o
modelo numérico que foi de 12,6%. O valor médio dos erros obtidos se manteve proximo aos
8%

Atualmente o cddigo se apresenta como uma ferramenta que fornecer dados
importantes para andlise de pilares e complementa uma relativa escassez de programas que
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deem esses dados ao engenheiro. A rotina tem uma entrada de dados simples, quando
comparados a programas mais sofisticados, e ndo necessita de intervengdes do usuério para o
processamento, eliminando com isso possiveis fontes de erros nos resultados.

O trabalho apresentado representa um primeiro passo para o desenvolvimento de um
projeto capaz de realizar analises ndo lineares de elementos e estruturas com geometrias e
carregamentos variados, fornecendo uma ferramenta completa para analise ndo linear de
estruturas de concreto armado.
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