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Abstract. Nas andlises estruturais usuais adotam-se modelagens lineares que aproximam as
respostas. Porém, com o advento computacional e a necessidade de obter respostas mais precisas,
as andlises ndo lineares fisicas estdo sendo cada vez mais empregadas. Portanto, neste trabalho
é apresentado um modelo para andlise ndo linear fisica, aplicado a elasticidade bidimensional
através do método dos elementos finitos. Para tanto, o modelo emprega estratégias para solugcdo
da ndo linearidade por meio de processo iterativo, a saber: matriz constitutiva desacoplada,
relacdo multilinear, Método de Newton Raphson com incremento de carga e modulo secante.
Este processo demanda custo computacional, por isto, justifica-se o emprego das matrizes
explicitas no desenvolvimento de elementos lineares tipo T6. Objetivo: Apresentar um programa
desenvolvido em Matlab (2015) e validar através de exemplos e software comercial. Conclusoes:
Das estratégias resulta uma abordagem prdtica, com solugcdo compativel em relacdo a software
comercial. O elemento T6 obteve melhores resultados e um custo computacional menor em
relagcdo ao elemento T3.

Keywords: Ndao linearidade fisica, elementos finitos, elasticidade bidimensional, matrizes expli-
citas, multilinear.
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Estratégia com matrizes explicitas para solu¢do ndo linear fisica de problemas de elasticidade 2D

1 INTRODUCAO

Nas andlises estruturais usuais adotam-se modelagens lineares que permitem determinar os
deslocamentos, as deformacdes e as tensdes, essas respostas sdo relevantes para os projetos de
engenharia. Os modelos lineares assumem hip6teses que simplificam as andlises e aproximam as
respostas de forma razodvel. No entanto, com o desenvolvimento computacional e a necessidade
de obter respostas mais precisas para projetos condicionados ao alto desempenho da estrutura,
as andlises ndo lineares fisicas ou geométricas estdo sendo cada vez mais empregadas por
engenheiros e demandam atenc¢do especial.

Dito isto, neste trabalho € apresentado um modelo matematico para andlise ndo linear fisica,
aplicado a elasticidade bidimensional através do método dos elementos finitos. Como exemplos
de pesquisas relacionadas a nao linearidade fisica podemos citar Darwin et al. (1977), Vecchio
(1989), Vecchio et al. (1997), Jagd (1997).

A nao linearidade fisica indica que as propriedades do material consideradas nas relacdes
constitutivas dos elementos ndo permanecem constantes. Assim, os valores do médulo de
elasticidade se atualizam e sdo obtidos numericamente pelas secantes a curva tensao-deformagao
do material. Segundo Vecchio (1989), esta abordagem pode ser tdo bem sucedida como a
atualizacdo por meio das tangentes a curva tensdo-deformacao, ao ser menos restritiva sobre a
natureza das relacdes constitutivas que podem ser implementadas ou os procedimentos numéricos
adotados.

Esta atualizacdo € realizada por incrementos de carga e processo iterativo a fim de atingir
o equilibrio da estrutura através do método de Newton-Raphson modificado e do algoritimo
adotado por Vecchio et al. (1997). Este processo iterativo demanda um custo computacional, por
isto, justifica-se o emprego das matrizes explicitas no desenvolvimento de elementos lineares ou
de ordem superior, que evitam as integracdes numéricas das matrizes dos elementos.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar um codigo desenvolvido em Matlab (2015)
para andlise ndo linear de problemas em elasticidade bidimensional por meio de um modelo
constitutivo multilinear e desacoplado (Vecchio, 1989; Vecchio et al., 1997; Jagd, 1997), assim
como validar o c6digo através de exemplos de andlise estrutural e software comercial.

2 ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL

Neste capitulo serdo introduzidos os conceitos fundamentais de elasticidade bidimensional
relacionados aos problemas de estado plano de tensdo, a fim de compreender o desenvolvimento
das equacgdes governantes em elementos finitos triangulares.

Inicialmente serd admitido que o elemento € perfeitamente eldstico e constituido por um
material homogéneo, dessa hipétese resulta que as propriedades fisicas sdo as mesmas para
qualquer elemento infinitesimal. Em seguida, serd apresentado modelos constitutivos para
material eldstico com propriedades fisicas nao lineares.

2.1 Estado plano de tensoes

De acordo com Timoshenko et al. (1980), no plano de tensdes assume-se que em uma
placa fina carregada por forcas aplicadas no plano x-y, as componentes de tensdo o, = 7., =
7,. = 0 em ambas as faces e no interior da placa (Fig. 1.a). Assim, o estado plano de tensdes
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¢ especificado somente por o,, 0, € 7,,. Essas tensdes sdo fungdes independentes de z e
representadas pelo vetor abaixo:

{o} = {0z o0y Toy}" (1)

onde o, e 0, sdo tensdes normais atuando na mesma dire¢do que a face normal correspodente e
T4y € a tensdo cisalhante composta por duas componentes paralelas aos eixos x-y (Fig. 1.b).

4 ]
. o, T,
1,9
| Txy
— > 9)(— dy —_— —
1> X G, X
1 o dx
(a) Placa com furo. (b) Elemento infinitesimal.

Figura 1: Exemplos de problemas de estado plano de tensao.

As tensdes atuantes estdo relacionadas com as deformacdes do elemento infinitesimal, as
quais sdo indicadas por ¢, €, € Yy, conforme o vetor:

{et={e: & %cy}T ()

onde ¢, e ¢, sdo deformacdes normais € ,, € deformacdo cisalhante. As duas primeiras
ocasionam alteracdes na drea através de deformacdes laterais e a tltima produz uma distor¢cao
angular no vértice do elemento.

A deformacio linear em x devida a tensdo normal o, € dada pela Lei de Hooke. Esta lei
estabelece que a tensdo € diretamente proporcional a deformagao entre certos limites, assim:
o8

=g (3)

onde F, é a constante eldstica do material na dire¢do do eixo x, chamada de mddulo de elastici-
dade.

Ao mesmo tempo, a deformacdo linear em x ¢ acompanhada por uma deformacao lateral, de
forma que a razdo entre a deformacao lateral e axial € dada pela expressao:
_ &y Oz

Vgy = . €y = —Vpyfp = —Vpy——
Yy e, Yy Yy VE,

“4)

onde v,,, € constante entre certos limites eldsticos e chamado de coeficiente de Poisson. De forma
andloga, obtemos as deformacdes normal e lateral devido a tensdo o:
g g
_ 9y _ y
Ey = 4y &z = “Vyz 0~ (5)

L, L,
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Estratégia com matrizes explicitas para solugdo ndo linear fisica de problemas de elasticidade 2D

Do mesmo modo que € = “/E, a deformagdo cisalhante é diretamente proporcional a tensdo
cisalhante através da relacdo:

Ty
fYIy = G z (6)
zy

onde G, é uma constante que depende das propriedades fisicas do material, chamada de mddulo
de elasticidade transversal e dada por:

1 1+1/yx+1+1/xy

~ (7
Gy E, E,
Agora, rescrevendo as Egs. (3), (4), (5) e (6) na forma matricial {¢} = [S]{c}, temos:
Ex E%L — %’—; 0 O
€y (= |— % E%, 0 oy (®)
Ty 0 0 Giy Ty

Finalmente, considerando a matriz inversa de [S] obtemos a expressdo em fungéo das tensdes,
a saber:

Oy ] Ea; VyIEm 0 Ex

T (1= vgyrge) | aylly By 0 €y ©)
zyVyz

Tay 0 0 (1 = Vaylya)Gay Yy

onde a matriz quadrética é chamada de matriz do material eldstico ou constitutiva, com proprieda-
des fisicas lineares e designada por [D]. No caso do material isotrépico temos que £, = E, = E
€ Vgy = Vyg = V.

2.2 Equacoes governantes

Além da matriz constitutiva, os problemas de elasticidade bidimensional sdo solucionados
por meio de equagdes diferencias de equilibrio e compatibilidade. Em primeiro lugar, considera-
mos o equilibrio de um elemento infinitesimal submetido a componentes de tensdo e for¢a de
corpo (Fig. 2.a). Em seguida, apresentamos a relagdo entre deformacdes e deslocamentos e a
condi¢do de compatibilidade que precisa ser satisfeita (Fig. 2.b).

Na Figura 2.a consideramos o elemento de espessura unitdria, assim como as tensdes
constante ao longo da espessura. Isto posto, efetuando o somatério das forgas atuantes na direcao
x obtemos a equacao de equilibrio:

Z F,=0.. (az + aaal‘ dx) dy— o, dy+ <T$y + %dy) dx — Tpydx + frdxdy = 0 (10)
oy Yy

onde f,.dxdy é a for¢a de corpo por unidade de volume.
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AVV

A
o, «— ||dy L» — Gﬁ-%dx

i
T, .
Ty l
S » X > X, U
(a) Elemento submetido a tensoes. (b) Elemento apds deslocamento e deformagdes.

Figura 2: Equacoes diferenciais de equilibrio e compatibilidade. Adaptado de Logan (2009)

Agora, simplificando e dividindo a Eq. (10) por dx dy, temos:

+ o= (11)

Do mesmo modo, obtemos a equagdo de equilibrio das forcas atuantes na dire¢do y, a saber:

oy , 0Ty

oy ox

+f,=0 (12)

Assim sendo, temos um sistema com duas equagdes de equilibrio e trés componentes de ten-
sOes, 0 que caracteriza um sistema estaticamente indeterminado. Dito isto, precisamos adicionar
uma equacao ao sistema para resolu¢io do problema a partir da relacdo entre deslocamento e
deformacdo do elemento. Assim:

_au _81} _8u ov

Ex

Agora, derivando a primeira das Eqs. (13) duas vezes em relacdo a y, a segunda duas vezes
em relacdo a x e a terceira uma vez em relag@o a x e a outra em relagdo a y, obtemos:

9%,  Fu %, v Py Pu N v (14)
oy2  O0x0y? 0x2  0x20y 0xdy  0xdy? 020y

Em seguida, relacionando as Eqgs. (14) encontramos a expressao abaixo:
e, ey Py (15)

oy? ox2  Oxdy

onde a Eq. (15) € a condicdo de compatibilidade que precisa ser satisfeita para assegurar a
existéncia de fungdes u e v relacionadas com as componentes de deformacgao (Timoshenko et al.,
1980).
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Estratégia com matrizes explicitas para solugdo ndo linear fisica de problemas de elasticidade 2D

2.3 Material elastico nao linear

Nesta sec¢do, serd considerado material homogéneo com propriedades fisicas ndo lineares
de tal forma que os termos F, e I/, ndo permanecem constantes. Portanto, esses termos serdo
atualizados durante a andlise por meio do modelo multilinear da relacdo tensao-deformacao
obtido mediante ensaios experimentais ou curvas conhecidas dos materiais.

Deste modo, a matriz constitutiva da Eq. (9) devera estar em funcdo apenas do modulo de
elasticidade secante a curva do modelo multilinear. Para tanto, sera considerado um modelo
constitutivo desacoplado obtido através de v,, = v,, = 0, conforme Vecchio (1989), Jagd
(1997), a saber:

(16)

<

0
D=0 E
0 0 Gy

Agora, substituindo v, = v, = 0 na Eq. (7), obtemos a expressdo para atualiza¢do do G,
a saber:

E.E,

Gy ———
Y7 E.,+E,

a7)

Segundo CSI (2015), este modelo simplificado € adequado para muitas aplicagdes, tais como
vigas, colunas, paredes de cisalhamento, tabuleiros de pontes, tineis, muros de contencao, entre
outras. Desta forma, este modelo € empregado na andlise estrutural de software comerciais, tais
como SAP2000 (2009), MIDAS (1996), DIANA (2003).

3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Neste capitulo serd desenvolvido a formulagdao do método dos elementos finitos aplicada
em problemas de elasticidade bidimensional, através do método de Galerkin. Assim como, a
formulagao basica dos elementos finitos de base triangular para discretizacdo da placa, onde
cada n6 do elemento possui dois graus de liberdade.

3.1 Solucao numérica das equacoes governantes

Segundo Kwon et al. (1996), aplicando o método dos residuos ponderados nas Eqgs. (11) e
(12) obtemos o sistema abaixo:

do s + 8sz a
/ wi('5 o / wife o g (18)
Q w9 Q

(87'3“, + BUU) w2fy

Na Equacio (18) podemos modificar o dominio da integracido de df2 para dx dy. Desta
forma, alterando o dominio do primeiro termo referente a primeira equagao:

Y2
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Em seguida, aplicando integracdo por partes na Eq. (19) e simplificando os termos, obtemos

a expressao:
Own Own b2 " 2

— [ (w=0s+ T2 )dQ—i—/ W10, dy—l—/ W1 Ty

/Q ox oy - o v

Y1

Y2
dx (20)

Y1

Substituindo a Eq. (20) na Eq. (18) e procedendo de forma semelhante para a segunda
equagdo do sistema, temos:

ow ow Y2 z2 x2 Yz
_/ (71090 + T;Tﬂcy) dQ)+ (fyl wlo_l"azl dy + fwl wlTxy‘yl) e _'_/ nh =0
o Q

0 0
(P Tay + aLyQUy) (f;f w20y‘zi dx + fyy12 w27wy‘if) dy wa fy

2D

Na Equacdo (21), os trés termos podem ser designados por forgas internas, for¢as nodais

equivalentes e forca de corpo, respectivamente. Kwon et al. (1996) apresenta uma forma
alternativa desta expressao, a saber :

Owy ow;
7;15""73: x x
_/ (Bs 02 + 3y Tov) dQ+/ w1 dF+/ kg g (22)
Q T Q

0 0
( auf Tay + gjf Uy) w2¢y w2 fy
na qual w; € a fungdo peso, I' sdo as condi¢des de contorno naturais e ¢ é dado por:

Gp = Oy + TxyTly (23a)
¢y = OyNy + Taylx (23b)
onde 7, e 1), sdo cossenos diretores de I'.

Agora, reescrevendo o termo das forcas internas na forma matricial e empregando as relagdes
constitutivas das Eqgs.(9) e (13), obtemos a expressao final do termo associado a matriz de rigidez
e vetor de deslocamento:

ou
Qwi g Owy oz
K){d) = / o o | p]{ 2 \ao (24)
@ 0 887“;/2 % 1o ya
oy g

3.2 Nocoes basicas e matriz de rigidez do elemento T3

Neste trabalho, o elemento triangular plano com trés nds e deformagdes constantes €
designado por T3 (Fig. 3). Segundo Logan (2009), este elemento bédsico é amplamente aplicado
por causa da simplicidade das equagdes e da discretizacdo de placas com forma irregular. Por
outro lado, tem precisdo limitada devido a aproximacdo linear do deslocamento produzindo
deformagdes constantes (Onate, 2009).

Na Figura 3.b, tanto o deslocamento # como v sdo interpolados por polindmios do primeiro
grau utilizando as mesmas fun¢des de forma, a saber:

u(x,y) = Niui + Naug + N3us (25a)
v(z,y) = Nyvi + Navg 4+ Navs (25b)
CILAMCE 2016
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Estratégia com matrizes explicitas para solugdo ndo linear fisica de problemas de elasticidade 2D

AV Ay v,

1ny(x3y3)

U

q
n,(x,,y /)
u, ny(66,) u,
» X, U » X, U
(a) Discretizacao da estrutura em elemento finitos. (b) Detalhe do elemento triangular T3.

Figura 3: Exemplo de aplicacio de elemento triangular plano tipo T3.

Agora, aplicando a relagdo entre deslocamentos e deformacgdes da Eq. (13) na Eq. (25) e
reescrevendo a expressdo na forma matricial {¢} = [B]{d}:

( 3\
Ou ANy ONa ON3 ui
X oz ox 0 oz 0 ox 0 U1
= v = ONy ONo ON3 U2 26
£y g0 0 G0 FE 0 T (26)
ou | ov ONy  ONy  ONy oNp Ny Ny | | wg
Yy oy ox oy or oy ox oy or v3
\ J

Segundo Logan (2009), a matriz [B] depende unicamente das coordenadas nodais do
elemento e € dada pela expressao:

(Y2 —v3) 0 (y3 —y1) 0 (11 —y2) 0
Bl=57| 0  (@m—2) 0  (z—-z3) 0  (z2—ax) 27)

(3 —x2) (y2—y3) (v1—23) (ys—wy1) (v2—x1) (Y1 —Yy2)

onde A € a area do elemento triangular e determinada de acordo com as coordenadas dos vértices:

. 1 1 w»n .
A= 5 det |1 @y yo| . A= 3 [2ys — z3y2 + 1 (Y2 — y3) + v1 (23 — x2)] (28)
1 z3 ys3

Considerando a funcao peso do método de Galerkin igual as funcdes de forma do elemento,
ou seja, w; = N; e wy = N;, com ¢ = 1,2, 3. Aplicando esta relacdo na Eq. (24) e substituindo
o vetor de deformagdes conforme a Eq. (26) obtemos a expressio [K.|d, na qual a matriz de
rigidez do elemento:

K] = / (BT (D)[B] do) 29)

onde as matrizes [B] e [D] sdo constantes e independentes das coordenadas x e y.

Desta forma, considerando a espessura ¢ constante e integrando em fun¢do da area A do
elemento, obtemos a matriz explicita:

[K.] = tA[B]"[D]|B] (30)
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3.3 Nocoes basicas e matriz de rigidez do elemento T6

Neste trabalho, o elemento triangular plano com seis nds e deformagdes linear é designado
por T6. Segundo Logan (2009), este elemento de ordem superior € aplicado em muitos programas
comerciais € possui vantagens com relacdo ao elemento T3, tais como melhores resultados para
tensdes e deslocamentos para um dado nimero de nos.

Apesar da formulagdo matematica deste elemento ser compativel com o procedimento
empregado no T3, serd considerado a formulacdo de acordo com as coordenadas triangulares
ou homogéneas (Fig. 4). Segundo Assan (2003), é necessdrio transformar as coordenadas
de cartesianas para homogéneas e em seguida, deduzir as fun¢des de forma em funcao destas
coordenadas.

n,(0,1,0)

(72,0,%)

» X » X, U
(a) Tridngulo dividido em dreas. (b) Detalhe do elemento triangular T6.

Figura 4: Elemento triangular plano tipo T6 em coordenadas homogéneas. Adaptado de Assan (2003)

Da Figura 4.a podemos deduzir as seguintes expressoes a cerca das dreas do tridngulo:

Al A2 o AS

51 = X7 §2 = Za 53 A (31)

Portanto, as coordenadas homogéneas &1, &, e &3 estdo relacionadas com as coordenadas
cartesianas por meio da razao entre a area parcial e a drea total. Assim, calculando A; , Ay e Aj
de forma semelhante a Eq. (28) e substituindo as dreas parciais na Egs. (31), temos:

1

= oA [Toys — x3y2 + 2 (y2 — y3) + ¥y (x3 — x2)] (32a)
1

&= 5 A (31 — 1Yz + 2 (Y3 — y1) + ¥y (1 — x3)] (32b)
1

&3 = 54 [T1y2 — Toy1 + 2 (y1 — y2) + Yy (x2 — 21)] (32c¢)

Na Figura 4.b, os deslocamento u« e v sdo interpolados por polindmios completos do segundo
grau conforme o tridngulo de Pascal , a saber:

u(r,y) = a1 + asw + azy + as2® + asry + agy’ (33a)
v(z,y) = a7 + agx + agy + ajox’® + ajlxy + a12y2 (33b)
CILAMCE 2016
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Agora, transformando as coordenadas cartesianas x e y em homogéneas &; e &, obtemos as

fungdes abaixo:

u(w,y) = c1 + oy + c3éa + cali + c5€1é2 + c6és
v(z,y) = 7 + cs€1 + coba + c10&f + c11&162 + c1285

De acordo com Assan (2003), determinando os coeficientes ¢;(i = 1,2, 3, ...,

(34a)
(34b)

12), substituindo-

os nas Egs. (34) e explicitando as funcdes em relagdo aos deslocamentos nodais, obtemos:

u = Nyjup + Noug + Naug + Nyug + Nsus + Neug
v = Nyv1 + Nove + N3vs + Nyvg + Nsvs + Nevg

onde N; sdo fungdes de forma quadréticas, a saber:

Ny =¢&1(26 - 1), Ny
Ny = (26 — 1), N5
N3 = &3(263 — 1), Ng

=461 &2
= 48283
= 48361

(35a)
(35b)

(36)

Em seguida, reescrevendo a relagdo entre deslocamentos e deformagdes da Eq. (13) temos:

Z 3u 852
€z 0&; Ox
Z a’U 3&
£ 06 dy
L0 du (000 | Ou g
T = ge oy —IZ <a§z or " 06 ay>

(37a)

(37b)

(37¢)

Finalmente, substituindo as Egs. (32) e (35) na Egs. (37) e expressando o resultado na forma

matricial {¢} =

[B]{d}, obtemos a matriz [B]:

(46— 1) by 0 (46— 1) ay

0 (46— 1) a (461 = 1) by

(4€2 — 1) by 0 (462 — 1) az

0 (462 — 1) ag (462 — 1) bo

(463 — 1) bs 0 (463 — 1) a3

r_ 1 0 (463 — 1) a3 (483 — 1) b3

7] 2A | 4(&by + Do) 0 4 (§201 + E1a2) %)
0 4 (€201 + §1a2) 4 (§2b1 + &1b2)
4 (&3b2 + &2b3) 0 4 (&3az + &a3)
0 4 (8302 + &2a3)  4(§3b2 + &2b3)
4 (€103 4 €3b1) 0 4 (a3 + &3a1)
| 0 4 (&uas + &za1) 4 (&1bs + E3br) |
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ondea, =z, —x;eb, =y; —y,parai, j, k=1, 2, 3.

Da formulacdo do elemento T3, sabemos que a matriz de rigidez € dada pela integral abaixo:

K] =t / (B)"[D)[B] dA (39)

Segundo Assan (2003), a integral da Eq. (39) requer muito tempo de processamento e uma
estratégia para superar esse problema é a expressao para integral de elementos triangulares em
coordenadas homogéneas, a saber:

!'m!n!
(l+m+n+2)!

8 / §83'¢5 dA = (40)
onde (3 é constante. Desta forma, obtemos os termos da matriz de rigidez explicita do elemento
Té6.

4 PROCEDIMENTOS E ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Nesta secdo serdo apresentados os procedimentos e aspectos computacionais empregados
no desenvolvimento da solu¢do numérica de problemas bidimensionais, com nao linearidade
fisica. Para tanto, desmembramos os procedimentos em pré-processamento, processamento e
pos-processamento a fim de compreender o desenvolvimento do programa, com base no software
comercial Matlab (2015).

4.1 Pré-processamento

Na fase de pré-processamento, o engenheiro introduzird os dados do modelo referente ao
problema bidimensional. Além disto, o programa definira as varidveis globais e a pré-alocagcdo
de memoria para o processamento, conforme os dados do modelo que abrange a geometria,
as propriedades do material, a curva de tensdo-deformacio, as forcas externas e as restrigdes
aplicadas a geometria.

No caso da geometria, serd empregado o software comercial Gid (2008) para discretizacao
da placa em elementos finitos triangulares tipo T3 ou T6, a fim de obter o arquivo de texto (.msh),
com as tabelas de coordenadas nodais e de conectividade dos elementos.

4.2 Processamento

Nesta fase do processamento, o programa analisard a solu¢do numérica para o modelo
definido na etapa precedente. No caso da andlise ndo linear, o programa possui procedimentos e
aspectos computacionais especificos em comparacao a andlise linear, na qual as etapas bésicas sao
montagem da matriz de rigidez global e solugdo do sistema de equacdes lineares [, |{d} = {F'}.

Para clarificar o processo da anélise ndo linear, a Fig. (5) ilustra o fluxograma do programa,
onde o processo serd dividido em montagem da matriz de rigidez global, solu¢c@o do sistema de
equagdes nao lineares, atualizacdo dos parametros para proxima iteragao.
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Pré-processo Inicio

Passo da carga
D=123.n

Coordenadas Parametros Matriz de rigidez Matriz de rigidez

nodais matriz de rigidez do elemento global
Deslocamento Sistema de

totals acumulados equagdes

Deformagdes dos | Tensdes dos | Moédulo de
clementos clementos elasticidade secante

Condigdes de

contorno

Vetor de cargas nio
equilibradas

Nio

Convergéncia
Eps< 10°

[ Montagem da matriz [K,]
[ Solugdo {d}=[K,]" {dF} Pos-processamento

Atualizagdo de parametros

Figura 5: Fluxograma de processo do programa para analise nio linear fisica.

Os procedimentos para andlise ndo linear fisica consiste na soluc¢do do sistema de equacdes
ndo lineares por meio do método de Newton-Raphson. Desta forma, o método serd implementado
por incrementos de carga e processo iterativo a fim de atingir o equilibrio da estrutura mediante a
atualizagdo da relacdo constitutiva do material, até a obtencdo da convergéncia do vetor de forgas
aplicadas. Sendo que a atualizag@o da rela¢@o constitutiva serd dada pelo médulo de elasticidade
secante a curva tensdo-deformacdo do material inerente a deformacdo do elemento em cada
interacao.

4.3 Pos-processamento

Ap6s a solugdo do sistema de equagdes, o vetor de deslocamento globais serd desmembrado
nos vetores de deslocamentos nos eixos x € y e em seguida, por elementos a fim de obter os
componentes de tensdes nodais mediante a média aritmética das tensdes no né comum a todos
os elementos (Assan, 2003). Desta forma, obtemos a tabela de resultados, com os componentes
de deslocamentos e de tensdes na forma nodal.

Com relacdo aos graficos, serdo dados os graficos do deslocamento versus nimero de
passos da solucdo e das componentes de tensdes. O primeiro € obtido através de um né de
controle fornecido pelo engenheiro no pré-processamento e o segundo por meio da tabela das
componentes de tensdes por meio da triangularizacdo e interpolacdo dos resultados nodais.
Ainda, para validar os resultados obtidos no programa serd permitido o input do deslocamento
para o né de controle obtidos através de software comercial.

5 ESTUDO DE CASOS

No estudo de caso, serdo considerados problemas clédssicos da engenharia estrutural a fim
de avaliar a aplicabilidade do programa no desenvolvimento da solu¢do néo linear. Para tanto,
os resultados do programa serdo confrontados pelas respostas obtidas por software comercial.
Além disso, serd considerado o mesmo modelo multilinear da relagcao tensao-deformacao do
material para todos os casos, conforme a Figura (6) e obtido pelas expressoes:
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o(e) =8,3310'7% — 6,2510M % + 1,56 10! ¢,
o(e) =1,5010%¢ 4+ 1,27107,
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(b) Modelo multilinear aproximado.

Figura 6: Modelos da relacio tensdo-deformacio do material.

5.1 Exemplo 01: Viga bi-engastada

Neste exemplo, consideramos uma viga bi-engastada com carga distribuida 7,5 10° N /m e as
seguintes propriedades fisicas e geométricas:

Comprimento da viga: 8,00 m;
Altura da viga: 1,00 m;

Largura da viga: 1,00 m;
Médulo de elasticidade: 1,50 101 N /m2;
Médulo de elasticidade transversal: 7,50 1010 ¥ [m?;
Coeficiente de Poisson nulo.

As Tabelas 1 e 2 apresentam os resultados das analises linear e ndo linear para o n6 (4,0; 0,5)
das malhas obtidas no pré-processamento por meio do Gid (2008), com critério de convergéncia
para o vetor de for¢as globais de 10~ , conforme ilustracdo da Figura (7).

Tabela 1: Deslocamentos e tensdes nodais para analise linear.

Caso #Né6  #Elem. (rirtl) (::Hb;l) (I\Zl;ca) (I\Zlb’la) (K/ﬁf‘l ) F(:;: ;)
T3-MO1 51 64 -6.25E-05 -4.17E-01 -5.07E-04 -3.75E-01 -1.78E-03  -43.26
T3-M02 165 256 -1.80E-05 -6.10E-01 -5.17E-05 -3.75E-01 -6.46E-04 -17.04
T3-MO03 585 1024 8.31E-06 -6.98E-01 1.61E-04 -3.75E-01  -6.83E-05 -5.00
T3-M04 891 1600 -3.08E-06 -7.11E-01 -1.55E-06  -3.75E-01 -1.22E-04 -3.27
T3-MO05 3381 6400 -7.78E-07  -7.29E-01  -6.04E-08 -3.75E-01  -3.18E-05 -0.84
T3-M06 13161 25600 -1.95E-07  -7.33E-01 3.29E-08 -3.75E-01  -8.10E-06 -0.21
T6-MO1 51 16 2.77E-06 -7.04E-01 4.91E-05 -3.75E-01 -8.36E-05 -4.21
T6-M02 165 64 3.98E-08 -7.32E-01 2.36E-06 -3.75E-01  -1.76E-05 -0.46
T6-MO03 585 256 1.69E-08 -7.35E-01 1.42E-07 -3.75E-01  -2.60E-06 -0.05
T6-M04 891 400 -1.87E-08  -7.35E-01 9.28E-08 -3.75E-01  -1.44E-06 -0.02
T6-MOS 3381 1600 1.06E-09 -7.35E-01 4.02E-08 -3.75E-01  -2.70E-07 0.00
T6-M06 13161 6400 7.37E-11 -7.35E-01 3.81E-08 -3.75E-01  -5.05E-08 0.00
SAP2000 13161 12800 -5.48E-15  -7.35E-01 3.74E-08 -3.75E-01  0.00E+00 -
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Tabela 2: Deslocamentos e tensoes nodais para analise nao linear.

Caso #N6  # Elem. (r(rilr}:l) (r(rinyn) (I\L/};a) (I\Zga) (IG(lg’a) 137; ;) Af@ﬁfc'
T3-MO1 51 64 4.10E-04 -4.89E-01 -154E-03 -374E-01 -2.04E-03 -66.29 -33.45
T3-M02 165 256 -5.62E-04 -867E-01 -2.37E-03 -3.75E-01 -1.02E-03 -4027  17.92
T3-M03 585 1024 390E-04 -1.19E+00 -2.96E-03 -375E-01 -3.60E-04 -17.97  61.93
T3-MO4 891 1600 2.85E-04 -1.26E+00 -2.80E-03 -375E-01 -2.57B-04 -12.92  71.92
T3-MO5 3381 6400  -635E-05 -1.39E+00 -229E-03 -3.75E-01 -7.08E-05 -447  88.60
T3-MO6 13161 25600  -5.56E-06 -1.42E+00 -2.11E-03 -3.75E-01 -1.77E-05 -1.87  93.72
T6-MO1 51 16 235E-06 -7.67E-01  1.97E-04 -3.75E-01 -2.73E-04 -47.15 433
T6-MO2 165 64 3.00E-03  -977B-01 -4.65B-04 -3.75E-01 -2.55E-04 -32.66  32.95
T6-MO3 585 256 1ISE-03  -1.24E+00 -2.56E-03 -3.75E-01 -5.06E-05 -1451  68.78
T6-M04 891 400 S.65E-04  -1.32B+00 -3.25B-03 -3.75B-01 -135E-05 935  78.97
T6-MO5 3381 1600  3.17E-04  -1.40E+00 -2.47E-03 -3.75E-01  1.86E-05 -345  90.61
T6-MO6 13161 6400  1.15B-04 -1.43E+00 -2.17E-03 -375E-01 5.73E-06  -1.56  94.34
SAP2000 13161 12800  4.8IE-17 -1.45B+00 -3.28E-03 -3.75E-01  0.00E+00 - 97.41
¥ I T T T T R N 3

2y

o N6 de Controle (4,0 ; 0,5)

Figura 7: Discretizacio da viga em balanco do caso 73-M01.

Sendo importante observar que o erro apresentado € para o deslocamento na direcdao dos
eixos do y com relacdo ao valor de referéncia do SAP2000 (2009), pois, os demais erros nao sao
representativos para andlise deste caso. Com relagdo ao critério de convergéncia, adotamos um
erro para vetor de forcas de 10~2 devido ao custo computacional elevado para erros menores,
conforme Tabela 3:

Tabela 3: Verificacio do critério de convergéncia das analises

Descricio  Convergéncia Dy (mm) Tempo (s) Iteracoes (n) Erro (%)
T3 - M06 101 -1.01E-03 40.02 12 -30.56
T3 - M06 10—2 -1.41E-03 123.28 69 -2.72
T3 - M06 10-3 -1.42E-03 319.99 203 -1.87
T3 - M06 10—4 -1.42E-03 576.23 379 -1.86
T3 - M06 10-° -1.42E-03 839.09 558 -1.86
T6 - M06 10—t -1.01E-03 16.67 12 -30.43
T6 - M06 102 -1.42E-03 57.98 79 -2.16
T6 - M06 10-3 -1.43E-03 135.11 205 -1.56
T6 - MO6 10—4 -1.43E-03 218.91 341 -1.55
T6 - M06 105 -1.43E-03 304.80 478 -1.55
SAP2000 - -1.45E-03 3468.26 - -

A Figura 8 ilustra o grafico de isovalores da componente de tensdo o, para o caso T6-MOS,
onde podemos observar as tensdes mdxima e minima na viga bi-engastada que estao relacionadas
com o diagrama de momentos fletores da viga bi-engastada.
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5N

Tensdo (MPa)

Figura 8: Grafico de isovalores da componente de tensio .

A Figura 9 ilustra o comportamento nao linear do deslocamento na dire¢do dos eixos Yy,
com acréscimo de aproximadamente 94,0%, conforme as etapas de incrementos de carga e a
convergéncia entre as andlise do programa.
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2]
=
2 -4,00x10™ -
a
0,00 | : ‘ ‘ ‘

‘ 2 4 6 8 10

Numero de passos do carregamento

Figura 9: Deslocamento no eixo dos y em func¢io das etapas de incremento de carga.

A Figura 10 ilustra a convergéncia das andlises com relacdo valor de referéncia do SAP2000
(2009). No caso da andlise ndo linear, podemos observar a aproximacao da curva de convergéncia
dos elementos T3 e T6, isto ocorre devido ao processo iterativo da andlise por meio do niimero
de passos do carregamento e do critério de convergéncia.

4 _ 4 _
2 M 4 4 & Elem.T3 2 ———— SAP2000
e Sx10° A A A Elem. T6 ~ 1 A A a Elem.T6
5x10™
2 , ~—— SAP2000 2 80x10" 4 4 4 Elem.T3
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5 ) g 1,2x10° - 4
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-8x10™ T T T ] —1,6)(10'3 T T T ]
0 4000 8000 12000 16000 0 4000 8000 12000 16000
# Numero de nés # Numero de nés
(a) Convergéncia da andlise linear. (b) Convergéncia da andlise ndo linear.

Figura 10: Deslocamento em y da analise linear e nio linear.

A Tabela 4 apresenta o custo computacional da anélise ndo linear, o nimero de iteragdes
para critério de convergéncia de 103 e a razfio entre o tempo total e o nimero de iteragdes. Neste
caso, observamos que o tempo total do elemento T6 € menor que do T3 considerando o mesmo
nimero de nds para discretizagdo. Isto ocorre por causa de um menor ndmero de elementos
para montagem da matriz de rigidez global e atualizacdo dos parametros, da matriz explicita do
elemento e um niimero menor de iteracdes.
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Tabela 4: Custo computacional e nimero de iteracées da analise nao linear.

Tempo de Processamento (s)
Descricao Iter. (n) Tempo/n

Pré-Proc. Montagem Solugio Atual. Pés-Proc. Total

T3 - MO1 0.18 0.06 0.01 0.09 1.59 1.93 40 0.048
T3 - M02 0.18 0.39 0.04 0.41 1.58 2.59 63 0.041
T3 - M03 0.20 2.67 0.18 2.51 1.68 7.24 106 0.068
T3 - M04 0.21 5.01 1.04 4.58 1.73 12.58 125 0.101
T3 - M05 0.22 27.76 7.41 25.15 3.17 63.70 171 0.373
T3 - M06 0.39 134.88 45.36 117.25 22.12 319.99 203 1.576
T6 - MO1 0.04 0.04 0.02 0.04 1.54 1.68 29 0.058
T6 - M02 0.04 0.19 0.04 0.13 1.56 1.97 55 0.036
T6 - M0O3 0.06 1.16 0.19 0.64 1.60 3.64 87 0.042
T6 - M04 0.07 2.07 0.34 1.09 1.66 522 99 0.053
T6 - M05 0.13 11.99 2.32 6.09 231 22.84 136 0.168
T6 - M06 0.30 73.01 18.18 34.50 9.12 135.11 205 0.659
SAP2000 - - - - - 3468.26 - -

Finalmente, a Fig. 11 ilustra a eficiéncia do elemento T6 em relacdo ao T3 para anélise nao
linear em termos de custo computacional e menor erro nos resultados obtidos para o deslocamento
no eixos dos y.

5.2

-80,00 —
il a~—a—4 T3 x SAP2000
s—2—A T6 x SAP2000
60,00 | | *
- |
S e
2 -40,00 — 4
220,00 |}
A
4 ‘A\\\\ —
>~ e 000000000
-0,00 : | —a ‘ : —4,
0 0,4 0,8 1.2 1,6

Tempo / # Iteragdes

Figura 11: Relacfo entre erro da analise e custo computacional.

Exemplo 02: Pértico transversal

Neste exemplo, consideramos uma portico transversal do Centro de Convengdes de Jodo
Pessoa - PB, conforme ilustracio da Figura (12). Neste caso, consideramos carga gravitacional
de 6,0 10° N aplicada de forma nodal e as seguintes propriedades fisicas e geométricas:

Comprimento do pértico: 97,90 m;

Altura maxima do pértico: 23,10 m;

Vao livre da viga: 68,00 m;

Altura da viga: 2,00 m;

Largura da viga: 1,00 m;

Moédulo de elasticidade: 1,50 10 N /2,

Médulo de elasticidade transversal: 7,50 1010 N /m2;
Coeficiente de Poisson nulo.
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Figura 12: Centro de Congressos de de Joao Pessoa - PB. Fonte: Governo da Paraiba (2016).

As Tabelas 5 e 6 apresentam os resultados das analises linear e ndo linear para o no
(37,4; 19,8) das malhas obtidas no pré-processamento por meio do Gid (2008), conforme
ilustracdo da Figura (13).

o N6 de Controle (37,4 5 19,8)

Figura 13: Geometria e discretizacio do portico.

Tabela 5: Deslocamentos e tensdes nodais para analise linear.

Erro (%)
d d o o T
Caso #N6 #Elem. * Y x y xy
(mm) (mm) (MPa) (MPa) (MPa) dy ox
T3-MO1 396 527 -5.37  -21.26 -7.40 0.16 1.27 -34.94%  -53.56%

T3-M02 1432 2336 =735 -2876  -11.88  -0.11 2.00 -11.99%  -25.45%
T3-M03 5568 10089 -8.18  -3191 -1459  -0.29 2.49 -2.38% -8.43%

T6-MO1 400 135 -8.15  -31.84 -15.86  -0.47 2.63 -2.58% -0.49%
T6-M02 1318 527 -8.33  -3252  -16.00 -0.51 2.69 -0.50% 0.38%
T6-M03 5199 2336 -8.39  -3273  -16.04  -0.51 2.70 0.15% 0.63%

SAP2000 5277 4753 -8.38  -32.68 -1594  -0.44 2.51 - -

Tabela 6: Deslocamentos e tensoes nodais para analise nao linear.

Erro (%) Acrésc./Red. (%)
Caso #N6 #Elem dx dy 7% Iy Txy
(mm)  (mm) (MPa) (MPa) (MPa) dy ox dy ox
T3-MO1 396 527 -8.48  -33.30 -7.76 0.34 1.45 -55.78%  -40.69% 1.88% -51.30%

T3-M02 1432 2336 -13.79  -53.49  -11.91 0.07 2.14 -2897%  -8.99% 63.66%  -25.28%
T3-M03 5568 10089 -1829  -70.58  -13.01  -0.05 2.29 -6.28% -0.56% 11595%  -18.35%

T6-MO1 400 135 -9.30 -3632  -1621  -048 2.69 -51.76%  23.90% 11.14% 1.73%
T6-M02 1318 527 -1474  -57.10 -17.15  -0.75 2.81 -24.18%  31.06% 74.69% 7.61%
T6-M03 5199 2336 -17.96 -69.46 -1444  -0.79 2.34 -7.76% 1040%  112.54%  -9.36%

SAP2000 5277 4753 -19.55  -7531  -13.08  -0.33 2.55 - - 130.41%  -17.90%
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As Figuras 14 e 15 ilustram o gréfico de isovalores da componente de tensdo o, € o, para o
caso T6-MO03, onde observamos comportamento semelhante ao da viga bi-engastada. No entanto,

devido ao deslocamento na horizontal da viga obtemos momento fletor na base do pilar (Figura
15).

25

10~ \:-.
5 -
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Tensao (MPa)

Figura 14: Grafico de isovalores da componente de tensao o,.
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Figura 15: Grafico de isovalores da componente de tensao o,.

A Figura 16 ilustra o acréscimo do deslocamento na direcao dos eixos y de aproximadamente

116,0%, conforme as etapas de incrementos de carga e a convergéncia entre as andlise do
programa.
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Figura 16: Deslocamento no eixo dos x em funciao das etapas de incremento de carga.
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A Figura 17 ilustra a convergéncia das andlises com relagc@o valor de referéncia do SAP2000
(2009). Onde podemos observar comportamento semelhante da convergéncia em relacdo ao caso
da viga bi-engastada.
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g g

Figura 17: Deslocamento em y da analise linear e nao linear.

A Tabela 7 apresenta o custo computacional das anélises ndo lineares, o nimero de itera¢des
da andlise para um critério de convergéncia de 10~ e a razdo entre o tempo total e o nimero de
iteracoes.

Tabela 7: Custo computacional e nimero de iteracoes da analise ndo linear.

Tempo de Processamento (s)
Descricao Iter. (n) Tempo/n

Pré-Proc. Montagem Solucdo Atual. Pés-Proc. Total

T3 - MO1 0.22 1.54 0.29 1.44 1.71 5.21 117 0.04
T3 - M02 0.20 9.32 2.07 8.26 2.03 21.89 158 0.14
T3 - MO3 0.30 52.92 13.23 45.64 5.56 117.65 202 0.58
T6 - MO1 0.07 0.34 0.13 0.21 1.70 2.45 47 0.05
T6 - MO2 0.12 5.13 2.24 2.50 1.84 11.84 178 0.07
T6 - MO3 0.22 25.71 12.78 12.11 3.19 54.01 192 0.28
SAP2000 - - - - - 1350.92 - -

As estratégias e os aspectos computacionais apresentados fazem parte do desenvolvimento de
um codigo dedicado a andlise ndo linear fisica de problemas em elasticidade bidimensional, onde
a matriz constitutiva desacoplada associada ao modelo multilinear da relag@o tensdo-deformacgao
¢ uma forma prética de resolver o problema da nao linearidade do material. Assim como, o
método de Newton-Raphson modificado por meio de incremento de carga e mddulo secante é
uma forma menos restritiva para atualizacdo das relagdes constitutivas.

Com relagdo ao emprego de matrizes explicitas na solu¢do nao linear, considerando o mesmo
numero de nds, o elemento T6 obteve melhores resultados para os deslocamentos e uma reducao
de até 58% no custo computacional em relagido ao elemento T3, devido ao menor nimero de
elementos e iteracdes na atualizacdo da matrizes explicitas.

Na validacdo do coédigo foram obtidos bons resultados no estudo de caso em comparacao
ao software comercial SAP2000 (2009), com erro de 1,87% e de 7,76% para anélise nio-
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linear dos deslocamento em y , respectivamente, no caso da viga bi-engastada e do pdrtico
transversal. Assim como, uma reducdo significativa no custou computacional em relagcdo
ao software comercial. Sendo importante ressaltar o acréscimo de aproximadamente 94,0%
e 116,0% no deslocamento em y para os nés de controle da viga bi-engastada e do pértico
transversal, evidenciando a importancia da analise ndo linear na avaliacao dos deslocamentos.
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