==

REVISTA
INTERDISCIPLINAR DE
PESQUISA EM
ENGENHARIA

CILAMCE
2016

XXXVII IBERIAN LATIN AMERICAN CONGRESS
ON COMPUTATIONAL METHODS IN ENGINEERING

BRASILIA - DF - BRAZIL

ANALISE NAO-LINEAR DE PORTICOS PLANOS USANDO UM
ELEMENTO DE VIGA COROTACIONAL

Gabriel Costa de Oliveira
William Taylor Matias Silva
bielcostadeoliveira@gmail.com
taylor @unb.br

Universidade de Brasilia

Programa de P6s Graduacdo em Estruturas e Construcdo Civil, Prédio SG 12, primeiro andar,
Campus Darcy Ribeiro, Universidade de Brasilia, 70910-900, Brasilia, Distrito Federal, Brasil.

Resumo. Nesta pesquisa, é descrita a formulagcdo corotacional de um elemento de viga unifi-
cado que engloba as teorias de vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, e que ndo apresenta
bloqueio por deformacdo a corte. A cinemdtica corotacional se baseia na separacdo do movi-
mento de um sélido em uma parte deformacional, e em outra, de corpo rigido. O movimento
deformacional do elemento é descrito pelos modos naturais de deformacdo que sdao gerados pe-
los esforcos axial, flexdo pura e flexdo simples, respectivamente. Os esforcos internos gerados
pelos modos de deformacdo naturais sdo autoequilibrados, o que permite obter uma matriz de
rigidez tangente consistente. Neste trabalho é descrito, de forma detalhada, a obtencdo das ma-
trizes de rigidez eldstica, geométrica e corotacional. Por meio de alguns exemplos numéricos,
é demonstrada a habilidade do elemento em lidar com grandes rotagdes de corpo rigido.

Palavras Chave: Elemento de viga Bernoulli/Timoshenko, Formulacdo corotacional, Modos de
deformacdo naturais.
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Andlise ndo-linear de porticos planos usando um elemento de viga corotacional

1 INTRODUCAO

A andlise nao-linear de estruturas vem se tornando cada dia mais importante para o estudo
real de problemas encontrados na engenharia. Devido a evolu¢do dos materiais, constroem-se
estruturas cada vez mais esbeltas e, a partir disso, torna-se imprescindivel um melhor entendi-
mento do comportamento da ndo-linearidade geométrica.

Conforme Reddy (2006) a formulacdo cinemdtica corotacional tem origem no Teorema
da Decomposi¢ado Polar, desenvolvido no ambito da mecénica dos meios continuos, € que su-
gere a separacdo dos movimentos de corpo rigido (translagdes e rotacdes) dos deformacionais.
Utilizada, preferivelmente, para elementos submetidos a pequenas deformacdes e grandes des-
locamentos de corpo rigido, a separagdo dos movimentos foi o grande trunfo da formulagdo
corotacional, o que facilitou o entendimento do significado fisico da decomposi¢do de movi-
mentos, além de gerar simplificagdes importantes nas formulacdes matematicas.

Segundo Silva (2011) grandes avancos dessa descri¢ao cinemdtica se deram na inddstria
aerondutica e aeroespacial nas décadas de 50 e 60 do século passado. Um histérico completo
da formulacdo corotacional pode ser visto em Felippa e Haugen (2005), enquanto que, em
Matias et al. (2016), pode ser encontrado um breve histérico, porém, mais atual da formulagdo
corotacional e seus recentes avangos.

Na formulacido em questdo, equagdes do Método dos Elementos Finitos (MEF) sdo formu-
ladas a partir de dois sistemas de referéncia: um sistema base, que permanece fixo ao longo de
toda a anélise, e outro mével, localizado no eixo do elemento que o acompanha durante toda a
andlise e € utilizado para medir os movimentos deformacionais.

Deslocamentos e rotacdes relacionados ao sistema de referéncia movel ou local sdo pe-
quenos ou ao menos moderados, o que confere a vantagem de a deformacdo da viga poder ser
modelada por uma teoria aproximada de viga. Outra vantagem é que a formulacdo permite,
em uma andlise ndo-linear geométrica de estruturas, a reutilizagdo de bibliotecas de elementos
finitos lineares pré-existentes.

No que diz respeito a formulagdo corotacional, sdo combinados dois modelos matematicos
baseados na hipétese de comportamento eldstico e isotropico do material. Estes modelos sdao
bastante utilizados na mecénica estrutural para discretizar elementos de viga que compdem as
estruturas. O primeiro deles refere-se a teoria cldssica de viga e é conhecido como modelo
de Euler-Bernoulli. O segundo é conhecido como teoria de vigas de Timoshenko. Embora
amplamente utilizados, em certas situagdes esses modelos apresentam falhas.

No decorrer do trabalho, serd apresentada a formulagdo corotacional desenvolvida por
Krenk (2009), que utilizou os modos de deformacao natural propostos por Argyris et al. (1979),
para buscar simplificacdes considerdveis que pudessem ser obtidas por meio da representagao
da deformacdo dos modos naturais, desde que em termos adequados. Em relacdo a esses ter-
mos, existem diferentes formas para seleciond-los, mas, nesse contexto, convém utilizar, além
do modo de deformacao axial, outros dois modos de deformacdo: o simétrico e o antissimétrico.
O primeiro faz referéncia ao modelo de Euler-Bernouli, e o segundo, ao modelo de Timoshenko.
Esses combinados formam uma robusta ferramente para cdlculo de pérticos, e a essa combina-
¢do da-se o nome de teoria de viga unificada Bernoulli-Timoshenko. Essa teoria tem como
trunfo evitar o shear locking, problema recorrente no célculo de vigas, como pode ser visto em
Matias et al. (2015).
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2 DESCRICAO DO MOVIMENTO COROTACIONAL

Assim como supracitado, a formulagdo corotacional apresenta como grande vantagem com-
parativa o fato de possibilitar a decomposicdo da rigidez tangente em duas parcelas: uma as-
sociada a rotacdo do sistema de elemento base e a outra associada a deformagdo do elemento
dentro desse sistema de elemento base. Esta secdo trata de detalhar os processos, etapas e consi-
deragdes que envolvem a formulacdo corotacional, e que possibilitardo a formula¢do da matriz
de rigidez de um elemento de viga unificado Bernouli-Timoshenko no espaco 2D.

2.1 Descricao cinematica

Para o desenvolvimento da formulagdo corotacional proposta, serd utilizado um elemento
de viga genérico de dois nds submetido a deslocamentos de corpo rigido e deformacionais

(Fig. 1).

X

Figura 1: Cinematica corotacional do elemento tipo viga.

A Fig. 1 apresenta o elemento submetido a trés configuragdes. Inicialmente, o elemento
se encontra na configuracdo inicial (Cy). Em seguida, por meio da aplicacdo dos movimentos
de corpo rigido, o elemento passa a configuracdo corotacionada (C,). Por fim, a partir das
deformacdes no elemento corotacionado (C.), chega-se a configuracao final (C') do elemento.

2.2 Graus de liberdade do elemento

Os graus de liberdade do elemento relativos aos deslocamentos da viga podem ser descritos
tanto em relacdo ao sistema global,

uT:{U,Z’ V; 92 uj vy 9j}7 (1)
quanto ao local,
o' = {u oo ows ot ) 2)
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em que 6 e #° equivalem aos graus de liberdade referente as rotagdes. Enquanto os graus de
liberdade relativos aos movimentos de translacdo no sentido horizontal sdo representados por
u e u®, e os graus de liberdade relativos ao movimento de translacdo no sentido vertical s@ao
representados por v e v°.

Os seis componentes de deslocamento citados requerem a existéncia de seis componentes
de forca correspondentes. Logo os vetores de for¢a local e global sdo respectivamente

e ={rgome g m) 9
€
O ={fo fo omi foy fy omi) @

2.3 Movimentos de corpo rigido

A primeira etapa do processo da formula¢do corotacional consiste em descrever os des-
locamentos de corpo rigido, em que os movimentos de translacdo e rotagdo sdo considerados

(Fig. 2).
/ er

t
Ur

/

(a) Deslocamento translacional. (b) Deslocamento rotacional.

Figura 2: Deslocamento translacional e rotacional do elemento de viga.

A combinacdo dos movimentos rotacional e translacional pode ser melhor entendida por
meio da Fig. 3, em que a configuracdo Cj do elemento refere-se ao estado em que a viga ainda
se encontra indeformada e ndo deslocada. Nesse momento, 0 comprimento e o angulo inicial
do elemento sdo representados por L € ¢p, respectivamente.

Partindo da configuracdo inicial Cj, a aplicagdo dos movimentos de corpo rigido implica
um vetor de deslocamentos u,., referente ao eixo do elemento

T+, i X;+X; Uj+u;

2 2 2 U
_ i+Yi Y;+Y; _ v +v; _
u, = ijyz _ ]2 i — g2 i — Uy , (5)
97" @ — Yo er

em que as duas primeiros linhas do vetor representam os graus de liberdade referentes a trans-
lacdo uﬁ, sendo os subindices 7 e j referentes aos nés do elemento; enquanto a terceira linha
representa a rotagdo adicional (#,) que ocorreu da posicio inicial para a corotacionada formando
o angulo final ().
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(X, i)
(X, Y)

Y,y

X, X

Figura 3: Deslocamentos de corpo rigido.

2.4 Movimentos deformacionais

A descri¢do inteira do movimento do elemento de viga requer seis componentes, em que
trés sdo usados para descrever os movimentos de corpo rigido e os outros trés, para descrever a
deformacdo da viga. Os trés tltimos definem trés modos de deformacgdo do elemento estudado.

Para passar da configuracdo C). para a C', a configuracdo corotacionada somam-se as trés
configuracdes de deformacgdo. A essas trés configuracdes de deformacdo relacionam-se trés
pares de forgas internas equivalentes.

Na primeira configura¢cdao deformada apresentada, Fig. 4, as deformacdes horizontais (%u)
relacionam-se a duas forcas internas axiais (/V), presentes nas bordas do elemento de dois nds
apresentado.

lu
2 N
/ /
lu
2 N
/ /

Figura 4: Deformacao axial e forca normal de referéncia.

Ja na segunda representacdo, Fig. 5, a configuracdo deformada, relacionada a flexao si-
métrica (ou pura) (%63), se desenhara de forma a introduzir dois momentos internos simétricos
(M), nos nds da barra, cada qual com um sentido, sendo um, horério (n6 %) e outro, anti-horario
(n6 j).

Por fim, a deformacdo por flexdo antissimétrica (ou simples) (%Qa), apresentada na Fig. 6,
resultard em momentos internos antissimétricos (M) gerados nas extremidades do elemento,
com sentidos anti-hordrios. Destaca-se que, para que essa configuracdo satisfaca as equacoes de
equilibrio estaticas do elemento, devera apresentar duas forgas verticais (()) de sentidos opostos.
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Figura 5: Flexdo simétrica e momentos simétricos de referéncia.

10, %Aa
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Figura 6: Flexdo antissimétrica e momentos antissimétricos de referéncia.

Devido aos movimentos deformacionais considerados para a andlise da devida conjuntura,
sendo eles deformacao axial, por flexdo simétrica e antissimétrica; o elemento em questao pos-
suird, respectivamente, os seguintes vetores de deslocamento e de forca relacionados entre si

wi={u 0, 0.} £ ={N M M} (©6)

A configuragdo final do elemento, resultado das trés configuragdes apresentadas, resulta na
Fig. 7.

Figura 7: Configuracao final.

A deformacdo axial, por rotacdo simétrica e antissimétrica equivalem, respectivamente, a

w=1L—Loy  0,=0,—06; m=@+@w4@%¥2, (7)
vj;vi

em que, para pequenas rotagdes, tem-se 0, =

As varidveis 0; e 0; denotam o dngulo formado pela resultante das deformagdes por flexao
simétrica e antissimétrica dos nés 7 e j, respectivamente, enquanto ¢; e 0; representam aqueles
angulos somados ao angulo corotacional.
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3 FORMULACAO COROTACIONAL

3.1 Matriz de transformacao S

Na formulacdo corotacional, para determinar a matriz de rigidez tangente global do ele-
mento estudado, sdo necessarias duas transformagdes. TransformacOes estas que partem do
Principio dos Trabalhos Virtuais, apresentado pela Eq. (8) a seguir

6V = oul f¢ = sul f; = su’ f. (8)

Como visto pela Eq. (8), € possivel relacionar um sistema referente as forgas locais genera-
lizadas (f¢) a outro, relacionado as forgas internas (f;), decorrentes dos mddulos naturais de
deformacdo do elemento. Para que essa relacio ocorra, os dois sistemas de coordenadas devem
estar alinhados. Nesse processo, por meio de uma matriz de transformacao S (matriz 6 x 3),
ocorre a transformacdo de um conjunto reduzido de varidveis de forcas internas (matriz 3 x 1)
para um conjunto completo de varidveis de forgcas generalizadas locais (matriz 6 x 1), como
pode ser visto pela Eq. (9).

o -1 0 0
;s 0 0 2/L N

ms 0 -1 1
= M, | ©)
i 1 0 0 M,
v, 0 0 =2/L

m§ 0 1 1

que pode ser reescrita como
fc=S1;. (10)

A segunda transformacao consiste em, por meio da matriz de rotagdo R, transformar a matriz de
forgas generalizadas locais (f¢) em um conjunto de forcas generalizadas globais (f), resultando
na expressao

f=Rf°=RSf{,. (11

De maneira semelhante as forcas, os deslocamentos também podem ser relacionados. Dessa
forma, ao relacionar os deslocamentos deformacionais (uy) com o sistema de deslocamento
local generalizado do elemento (u®), surge a transposta da matriz de transformacao

u;
vi
u —1001009
o.l=10 o —10 o 1||"]|- (12)
ut
0, 0 2/L 1 0 —2/L 1| |’
V¢
J
9e
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Este sistema pode ser reescrito como
uy; = STu®. (13)

Nesse caso, em vez de utilizar a matriz de transformacao para expandir a quantidade de termos,
como realizado no caso das forcas, utilizou-se a transposta da matriz de transformacdo, que
tem o papel de retirar as componentes dos modos naturais de deformagao (uy) do deslocamento
local generalizado (u®), como expresso pela Eq. (12).

Utilizando-se do mesmo procedimento empregado anteriormente para relacionar forcas
globais a partir de forcas locais por meio da matiz de rotacdo R, para os deslocamentos, tem-se
que

u=Ru° (14)

Logo, por meio das equagdes (13) e (14), os deslocamentos deformacionais podem ser expressos
por

u;=STuR'=8TuR” (15)
enquanto os deslocamentos globais podem ser apresentados por

u=S""uwR. (16)

3.2 Matriz de rigidez tangente do elemento

A matriz de rigidez do elemento de viga estudado (K.) consiste na soma de duas parcelas.
Uma parcela (K,.), pertencente a uma contribui¢ao de rigidez tangente da configuracdo corotaci-
onada, caracteriza a ndo-linearidade geométrica do elemento. E outra parcela (K;), decorrente
dos modos naturais de deformacdo e conhecida como a matriz de rigidez constitutiva do ele-
mento. Esta ainda, pode ser decomposta em rigidez material (Kg,,,.) € rigidez geométrica local

(Kd,geo)~

Segundo Krenk (2009), o procedimento padrio para obtencao da rigidez tangente consiste
em considerar o incremento do trabalho virtual usado para expressar equilibrio. No caso de
elementos corotacionais, somente o trabalho virtual externo € utilizado. Portanto, isso conduz
a consideracdo do incremento de trabalho virtual externo aplicado a (61 = du’ f). No célculo
desse incremento, o vetor de deslocamento virtual (du) pode ser considerado constante, e assim

d(6V) = d(su” f) = su” df . (17)

A rigidez tangente surgird da relacdo incremental das forcas generalizadas encontradas na
Eq. (11)

df = dRSf) =RSdf;+ RdSf;+dR S f,. (18)

A variacdo do vetor de forcas internas (df;) possui uma relacdo com a variacdo do vetor de
deformacdo interna (du,), o que pode ser expresso pela seguinte equagao de equilibrio

dfd = Kd dud, (19)
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em que K, representa a matriz de rigidez relacionada aos modos naturais de deformacao do
elemento. Diferenciando a Eq. (13), relacionando-a com a Eq. (19), e substituindo o resultado
encontrado na Eq. (18), determina-se, apds algum algebrismo, a seguinte expressao

df. = [SKy;S" + £, (dS+R" dR S) du."' | du. . (20)
Dada a variacdo da equacdo de equilibrio local

df. = K. du,, (21)
depreende-se das equagdes (20) e (21) que a matriz de rigidez (K.) é igual a

K. =SK;S" +f; (dS+R” dR S) du_'. (22)

Dessa forma, nota-se que a matriz de rigidez do elemento pode ser representada em duas par-
celas. A primeira, relacionada a matriz constitutiva (K;) e a segunda, a matriz de rigidez
geométrica corotacional (K,), que pode, dessa maneira ser descrita como

K, =f; (dS+R" dR S) du,* (23)
Logo, tem-se que a matriz de rigidez local € igual a

K.=SK,;S" +K,. (24)

3.3 Matriz de rigidez corotacional

A resolucdo da Eq. (23) resulta na matriz de rigidez corotacional que, escrita em forma de
matriz em bloco, pode ser expressa por

K. — K  —Ki, , (25)
21 22
em que
0 Q 0
W=Kh= K= Kn=1(Q ¥ of. @6)
0 0 0

3.4 Matriz de rigidez material

Para os calculos que se seguem, serd considerada uma viga linear, homogénea e eldstica;
consideragdes essas que terdo efeito de simplificagdo da formulacdo. A presenca de trés formas
de deformacao implica uma matriz de rigidez material com dimensdo 3 x 3. Portanto, como
a rigidez dos modos de deformac¢@o nio possuem relacdo entre si, a matriz de rigidez material
serd uma matriz diagonal.
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Baseando-se no Principio dos Trabalhos Virtuais Complementares, encontra-se o primeiro
termo da diagonal da matriz de rigidez, que representa a rigidez relacionada ao médulo de
deformacao axial

. L' N(z)?

“Nu= dz. 27
2 T ) oA @7

Partindo da igualdade entre N (z) e N, evidenciada por meio da equacéo de equilibrio estético
para o primeiro modo de deformacdo; supondo F, A e L constantes; isolando a forca axial; e
diferenciando a Eq. (27); encontra-se a rigidez referente a deformacao axial

EFA EFA

dN:_dUﬁkl,lzT-

7 (28)

O segundo termo da matriz de rigidez material do elemento também advém do Principio dos
Trabalhos Virtuais Complementares, e estd relacionado a deformagao por flexdo simétrica, que
pode ser expressa por

1 LM (2)?

M0, = —— dz. 29

oMb = | SET (29)
Partindo da igualdade entre M (z) e M, evidenciada por meio da equagdo de equilibrio esta-
tico para o segundo modo de deformagdo; supondo E, A e L constantes; isolando o momento
simétrico; e diferenciando a Eq. (29); encontra-se a rigidez referente a deformacao por flexao
simétrica

ET ETl
dMs = — dbs — koo—. 30
s I s 2,2 L ( )

O terceiro termo da matriz de rigidez material, referente ao par de momentos antissimétricos
e equilibrado por forcas cortantes presentes nas extremidades do elemento, também pode ser
determinado a partir do Principio dos Trabalhos Virtuais Complementares, dado por

1 _ [ (M) Q)
5Maea_/o ( T +2GA0) d. @31)

Na Eq. (31), Ay € a drea da se¢do transversal corrigida pelo fator de forma, que leva em conta o
efeito da distribuicdo das tensdes de cisalhamento na se¢do transversal. Partindo das igualdades
M(z) = M,(2z/L — 1) e Q = 2M,/ L, evidenciada por meio da equacdo de equilibrio esté-
tico para o terceiro modo de deformacao; supondo F, A e L constantes; isolando o momento
antissimétrico; encontra-se a deformacgdo por flexdo antissimétrica igual a

El
Ma _ (3 wa) 0a7 (32)
L
em que
1 12E1
4 1+@ GAyL? (33)

Desse modo, observa-se a presenca do parametro de cisalhamento (), que considera o efeito
de deformacdo cisalhante na flexdo de vigas.
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Diferenciando a Eq. (32), tem-se que a rigidez referente a deformacao por flexdao antissi-
métrica € expressa por

ET El
5 wa dfa — k‘g 3 3 wa . (34)

dM, =
“ L

Por ndo haver relacdo entre os modos de deformacdo natural, os demais termos da matriz de
rigidez material serdo zeros, portanto, de posse das Eq. (28), (30) e (34), tem-se

EA 0 0
1
Kd,mat = Z 0 El 0 . (35)
0 0 3EI,

3.5 Matriz de rigidez geométrica local

A matriz de rigidez geométrica local (K 4.,) estd associada a matriz constitutiva do ele-
mento. Seu cdlculo € realizado a partir da equagdo diferencial (36), que governa o comporta-
mento de uma viga-coluna submetida a flexdo e sujeita a esforcos normais. Para efeito de cal-
culo, ndo serd utilizada a for¢a cortante, pois, segundo Krenk (2009) a contribuicao geométrica
para a rigidez dos modos de deformacdo local pode ser avaliada sob a hipétese simplificadora
de desaparecimento da deformacdo cortante, em que os resultados tornam-se muito simples e
geralmente bastante representativos.

d*w d*w
EI = N 72 =0 (36)
A variavel p € igual a zero por ndo haver carregamento transversal distribuido. Assim, a con-
tribui¢do de rigidez geométrica local serd obtida por meio de incrementos de trabalhos virtuais.
Desse modo, aplica-se um deslocamento virtual (dw), seguido da integracdo por partes da equa-
¢ao diferencial (36).

L d*w d*w
V= ErZY - NEYY) gy = 7
0 /0 ow ( Ir da:Q) dx =0 37

Posteriormente, algumas conhecidas relagdes de condi¢cdes de contorno, como rotacio da viga,
momento fletor e for¢ca cortante sdo aplicadas. Além disso, ha a desconsideracdo de rotacdes
espaciais, portanto d(dw) e suas derivadas sdo iguais a zero. Por fim, a Eq. (37) resulta em

Lo déw dw d?5w d*w I

Para simplificacdo das equagdes que se seguem, as deformagdes em x serdo transformadas para
um espago normatizado &, de —1 a 1. Logo,

L
r=S0+6) (39)
De posse da Eq. (38), calcula-se a rigidez geométrica local para a deformacgao por flexdo simé-

trica e antissimétrica.
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a) Flexao simétrica:

As equacdes de rotacdo e da linha eldstica da viga sdo respectivamente

M, L 0,
0(z) = i (x - §> ;o w(x) = —ﬁ(xQ — Lz). (40)
Aplicando as condicdes de contorno (né i, x = 0; né j, © = L) para o cédlculo da rotagdo
simétrica, tem-se que

1 ML

2% = ~9Er 1)

Substituindo as Eq. (39) e (41) na equacao da linha eléstica (40), encontra-se w em funcao de &.
Aplicando a equagdo encontrada um incremento de deslocamento da linha eléstica em relacdo
a rotagdo simétrica, encontra-se

L

dw = —g(l — &%) db,. (42)
As equacdes diferenciais relativas a Eq. (42) podem ser expressas por
dw 1 d*w
d| — ) = =&db,; dl —= | =0. 43
( dx ) 2f ( dx? ) 0 )
Para os deslocamento virtual, tem-se
L 2
bw =~ (1~ )b (44)
Diferenciando a Eq. (44), tem-se que
dow 1 d?6w
dx 25 dx? (45)
Doravante, substituindo as Egs. (43) e (45) na Eq. (38), encontra-se a seguinte expressao
1
dM, = = NI db. (46)

Logo, conclui-se que a rigidez por rotagao simétrica € igual a

1
= — NL. 4
ks D 47)

b) Flexao antissimétrica:

A equagdo de rotacao e da linha eldstica da viga sdo dadas respectivamente por

M, (z? L M, (2> 2> zL
9<‘”>ZE1<Z_"HE>; w@):ﬁ(s—L‘?*?)' “9

Aplicando as condicdes de contorno (né i, x = 0; né j, x = L) para o cédlculo da rotagdo
antissimétrica, tem-se que

1 M, L
27" T GEI “49)
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Do mesmo modo que foram elaboradas as relacdes no espaco normatizado para os incrementos
de flexdo simétrica, desenvolvem-se as formulac¢des para o incremento e deslocamento virtual
para a flexdo antissimétrica, respectivamente, resultando em

dw= L&) e dw= S0 € e, (50)

Para as primeiras derivadas, apresentam-se as expressoes

dw 1 dow 1
22 = (1 — 3¢ : — = —2(1-3%)40, 51
o e (L 61)
e para as segundas derivadas,
d*w d*ow
d (W) =05 R 0. (52)

Por conseguinte, substituindo as equagdes (51) e (52) na equacgdo (38), tem-se

dM, = L NLdb,. (53)
20

Logo, conclui-se que a rigidez por rotagcdo antissimétrica é dada por

1
ky=— NL. 54
a =35 (54)
Por fim, obtém-se a matriz de rigidez pertinente a rigidez geométrica local com uma contri-
buicdo de rigidez referente a deformacdo por flexdo simétrica Eq. (47), e outra, referente a
deformacao por flexdo antissimétrica Eq. (54)

0 0 0
Kd,geo =140 é NL 0 . (55)
0 0 L NL

3.6 Montagem da matriz de rigidez do elemento

A montagem da matriz de rigidez do elemento se dd a partir das matrizes de rigidez tangente
(26), (35) e (55) encontradas. Assim, separando a parcela de rigidez material das parcelas de
rigidez geométrica, obtém-se

Ke = S(Kd,mat + Kd,geo)ST + KT - (SKd,matST) + (SKd,geoST + KT) (56)
Generalizando a Eq. (56), tem-se
Ke - (Sin,matS?) + (Sin,QCOS? + Kzrj) (57)

sendos =1,2;e7=1,2.
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A contribui¢do de rigidez material pode ser escrita em formato de matriz em bloco, como

et = Kt Bz (58)
Ko Koo,
Sendo,
EAL? 0 0
Ki  =SiKymaS] = % 0 120,EI  6,EIL |, (59)
0 6YeEIL (3thy+1)EIL
—EAL? 0 0
K, ., = K5 " =S1KimaS; = % 0 —12¢,El 60 E1L . (60)
0 —61o EIL (31)y — 1)EIL?

EAL? 0 0

K5 =S:KimaS; = % 0 120, ET —6y,EIL | - (61)

0  —6WEIL (3, +1)EIL?

A contribuicdo de rigidez geométrica também pode ser apresentada em forma de matriz em
bloco por

& Kilgeo K§2geo
ijgeo: e e (62)
K21gw K22geo
Sendo,
- 0
; |
Kllgeozled,geoSf+K11=Z -Q SN LINL|, (63)
0 LNL ZNL2
0 Q 0
1
Ky, =K,  =S1KageoS) + Ky =+ 1Q N LNL | (64)
1 1
0 —ANL —LNL2
0 -Q 0
1
K, = S$:KageoS; =7 |[-Q N —LNL|. (65)
0 —iNL 2ZNI?
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3.7 Matriz de rigidez Global

Para encontrar a matriz de rigidez global, basta multiplicar a equagdo de equilibrio local
pela matriz de rotagdo

R df* = R K° du® (66)

e, em seguida, substituir a derivada da Eq. (14), que relaciona deslocamentos locais e globais,
na Eq. (66), resultando em

df =RK°R" du. (67)
Com isso, a matriz de rigidez tangente global do elemento pode ser expressa por

K = R K°R”. (68)
Parai =1,2;e 7 = 1,2; a Eq. (68) pode ser reescrita em forma de notagdo indicial, como

K;; =RK{ R". (69)

4 EXEMPLOS NUMERICOS

A formulacdo corotacional desenvolvida foi implementada junto ao Método de Compri-
mento de Arco proposto por Crisfield (1981), em uma rotina elaborada em linguagem FOR-
TRAN para a resolugdo dos exemplos propostos a seguir: Pértico de Lee e o Arco de grande
altura, ambos discretizados em vinte elementos idénticos de vinte € um nds. Atualmente, tais
exemplos continuam sendo largamente discutidos por diversos autores na literatura a fim de
analisar efeitos significativos da ndo-linearidade geométrica em estruturas.

4.1 Portico de Lee

O primeiro exemplo a ser analisado é conhecido como Pdrtico de Lee, inicialmente estu-
dado e proposto por Lee em 1968. Esse consiste em um poértico bidimensional, com apoios
de segundo género, composto por duas barras e com uma carga concentrada aplicada na barra
horizontal a uma distincia de 1/5 do n6 rigido, o qual faz a ligagdo entre as barras, Fig. 8. Jun-
tamente com a figura encontram-se as propriedades do material e as dimensdes do problema.

Para a solucdo do problema, o sistema foi discretizado em 20 elementos, 10 referentes a
barra vertical e outros 10 referentes a barra horizontal. Os nés foram enumerados de 1 — 21
e ordenados de forma crescente, partindo-se do apoio da coluna até o apoio da viga. A carga
aplicada localiza-se no n6é de ndmero 13, em que foram aplicados 62 passos de carga com
comprimento de arco constante de 10, 5 e uma tolerancia relativa as normas residuais de 1075,

A Fig. 9 apresenta as configuragdes deformadas obtidas pelo programa para a configuragao
inicial e para os passos 17, 29, 40, 49 e 62; sendo os passos 17, 29, 40 e 49 propositalmente
escolhidos por representarem os pontos criticos da curva de equilibrio da estrutura.

A Fig. 10 ilustra dois graficos "fator de carga x deslocamentos verticais v" e "fator de
carga x deslocamentos horizontais 1", que se referem ao caminho de equilibrio da estrutura com
relacdo ao n6 13 (n6 de referéncia). Nessa figura, os caminhos de equilibrio foram comparados
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P
E =720
1 =2
" A=6
[ v=0.3
! f =5/6
b=3
h=2
120
G
y b
_ Y Lx

24 96

Figura 8: Portico de Lee com as propriedades do material e as dimensoes do problema.

120 A
100 1
80
60
40
20
-8- Inicio
04 -@- 17 passos
-@- 29 passos
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—40 5
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Figura 9: Configuracio deformada do Portico de Lee.
—_ Presente pesquisa u

3.5 --- Presente pesquisa v
Schweizerhof e Wriggers (1986) u

34 o Schweizerhof e Wriggers (1986) v
x Battini (2002) u
2,54 . Battini (2002) v <

Fator de carga

® -
5“6_ -~ -

1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Deslocamentos em u e v

Figura 10: Comparativo entre os caminhos de equilibrio obtidos para o exemplo do Pértico de Lee.
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a exemplos apresentados por Schweizerhof e Wriggers (1986) e Battini (2002), verificando-se
boa concordancia entre os resultados.

Os pontos criticos (limites de carga e de deslocamento), apresentados na Fig. 11, foram
identificados pelo critério do parametro de rigidez CSP (Current Stiffness Parameter), proposto
por Bergan (1978) e Bergan (1980).

— Presente pesquisa v
—— Presente pesquisa u
31 ) Pontos limite

| Turning points

Fator de carga

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
Deslocamentos em u e v

Figura 11: Pontos criticos obtidos para o exemplo do Pértico de Lee.

Caracterizado por quatro pontos criticos, sendo dois pontos limites de carga, e dois pontos
limites de deslocamento (turning points), o snap-back para a curva carga-deslocamento em re-
lagcdo a v € claramente observado na Fig. 11. Em vista disso, o caminho de equilibrio chega a
um ponto maximo (limite) de carga 1, 86410, no passo 17, em que inicia um periodo de instabi-
lidade estrutural até encontrar o ponto minimo (limite) de carga, passo 45, de valor —0, 958602,
momento em que a estrutura retoma sua estabilidade. Os dois pontos limites de deslocamento
localizam-se nos passos 29 e 40, com deslocamentos 61, 1082 e 50, 9561, respectivamente. O
ponto limite maximo de carga detectado, 1, 86410, pela atual pesquisa, se comparado ao valor
de 1, 855 encontrado por Lee et al. (1968), apresenta uma diferenca de apenas 0, 48%.

Diferentemente do que se observa para a curva dos deslocamentos verticais, para os des-
locamentos horizontais em u, ocorre o fendmeno de snap-through. Este, como observado pela
Fig. 11, também apresenta dois pontos limites de carga, nos passos 17 e 46, em que o fator de
carga € igual a 1,86410 e —9, 53246, respectivamente. Para essa curva de deslocamentos hori-
zontais, ocorre apenas um funing point, no passo 51, com valor de fator de carga de —0, 692939.

4.2 Arco circular de grande altura

O sistema consiste em um arco circular rotulado-engastado submetido a uma carga vertical
concentrada localizada em seu dpice, com sentido voltado para baixo, como apresentado na Fig.
12. Os demais dados referentes ao sistema, tais como a geometria e as propriedades materiais,
se encontram descritos na propria Fig. 12.

Para resolucdo do sistema, a estrutura foi discretizada em 20 elementos, possuindo conse-
quentemente 21 nds, e em seu topo, nd 11, localiza-se a carga vertical concentrada. Uma con-
di¢do de contorno rotulada localizada a esquerda da estrutura impede seus movimentos transla-
cionais, permitindo que a estrutura apenas rotacione no local. A direita do arco, encontra-se um
apoio engastado, o que restringe qualquer movimento de translagdo ou rotagao.
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Andlise ndo-linear de porticos planos usando um elemento de viga corotacional

ST D> —
11 | O T R

Figura 12: Arco circular de grande altura com as propriedades do material e as dimensdes do problema.

A seguir foram aplicados 40 passos de carga com um comprimento de arco constante de
12,0 e uma tolerancia relativa as normas residuais de 107°. A Fig. 13 apresenta sua configu-
racdo inicial e as configuragdes deformadas do arco nos passos 10, 20, 30, 36, 40, 50, 65, 80 e
100. Os passos 36 e 65 representam, respectivamente, o ponto maximo (limite) de carga, equi-
valente a 9, 0861, e o ponto minimo (limite) de carga igual a —0, 8095, determinados a partir do
critério CSP. Para validacdo dos resultados encontrados, o ponto limite de carga méxima pode
ser comparado a solucdo analitica encontrada por Da Deppo e Schmidt (1975), em que o autor
apresentou um limite de carga maxima de 8, 97, diferindo de 1, 01% da solug@o encontrada pela
presente pesquisa. Pode-se ainda, comparar o resultado ao valor de carga méaxima de 9, 24,
encontrado por Wood e Zienkiewicz (1977), que difere de 0, 98% para atual pesquisa.

13.

100 A
80
60 -
40 A
20 A

01 —e— Inicio

—e— Passo 10

—e— Passo 20

—e— Passo 30

Passo 36

—e— Passo 40

Passo 50

—e— Passo 65

—100 1 Passo 80

—190 - Passo 100

—20 4
—40 -
—60 4
—80 -

r T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
—186-166-146-126-100-80—60—40—20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 13: Configuracio deformada do arco circular de grande altura.

O caminho de equilibrio da estrutura no espaco carga-deslocamento referente aos movi-
mentos de translac@o (u e v) do n6 11 (n6 de referéncia) foram tracados conforme a Fig. 14, na
qual a instabilidade ocorre de forma abrupta apds o ponto limite de carga maxima, apresentando
o fendmeno de snap-back para os deslocamentos em v. Essas trajetdrias de equilibrio ainda fo-
ram comparadas as encontradas por Simo e Vu-Quoc (1986) e Fujii (1989), observando-se boa
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concordancia entre os resultados.

12 ;
¢
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‘ '
8 1 .‘, ¢
: ?
S 6 ¢ ;
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< 4 : i
5-5 1 II
E 2 i # —  Presente pesquisa u
! s - Presente pesquisa v
0 e e X Fujii (1989) u
: | . Fujii (1989) v
_9 x Simo e Vu-Quoc (1986) u
e Simo e Vu-Quoc (1986) v
4

I T T T T T T T T T T T T T T T T T T
—20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340
Deslocamentos em u e v

Figura 14: Comparativo entre os caminhos de equilibrio para o exemplo do arco circular de grande altura.

5 CONCLUSOES

A separagcdo do movimento do elemento de viga em movimentos de corpo rigido e defor-
macional, por meio da descri¢do cinemadtica corotacional, permitiu a decomposi¢ao da matriz de
rigidez em duas parcelas: material e geométrica; possibilitando, de maneira simples, a inclusdo
dos efeitos da ndo-linearidade geométrica.

A definicao dos modos deformacionais simétrico e antissimétrico (adicionado a uma forca
cortante) permitiu gerar esforcos internos autoequilibrados, em que, por meio da aplicacao dos
Trabalhos Virtuais Complementares, propiciou-se a obten¢ao da matriz de rigidez, que leva em
consideracdo as hipdteses de Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Ressalta-se, nesse ponto, que
a adi¢do de uma forcga cortante levou a matriz de rigidez a apresentar o parametro de rigidez
referente ao cisalhamento de vigas submetidas a flexao.

Por fim, os resultados numéricos obtidos apresentaram boa concordincia se comparado a
exemplos extraidos da literatura. Conclui-se, dessa maneira, que a formulagdo corotacional pro-
posta apresenta bons resultados na descri¢do de estruturas sujeitas a grandes ndo-linearidades

geométricas.
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