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Resumo. Na prdtica do projeto de linhas de ancoragem de plataformas offshore, é usual que
se faca a priori a andlise do trecho que sai da unidade flutuante e vai até o solo marinho,
seguida de uma andlise do trecho enterrado, que é fixado no elemento de ancoragem. Neste
trabalho, formula-se o problema integrado dessas linhas de ancoragem com trecho submerso
e trecho enterrado em uma andlise estrutural estdtica e bidimensional. O trecho submerso
da linha de ancoragem é tratado através de equagoes de catendria eldstica, sendo o trecho
enterrado analisado através de um modelo em andlise limite rigido-pldstico do solo marinho,
para o qual o sistema de equagoes diferenciais acopladas resultante é resolvido numericamente
através do Método de Runge-Kutta de 4° ordem. Uma metodologia para o acoplamento das
duas respostas é desenvolvida e implementada computacionalmente no ambiente MATLAB. E
apresentado e discutido ainda um exemplo numérico de ancoragem, ilustrando o potencial de
uso da metodologia proposta.
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1 INTRODUCAO

A exploragdo de petrdleo em sistemas offshore carrega consigo alguns importantes desafios
tecnolégicos. Entre os diversos parametros que devem ser controlados, destaca-se a necessi-
dade de restringir os movimentos do sistema flutuante a niveis aceitdveis [Skop (1988); Colliat
(2002); Chakrabarti (2005)].

A aplicacdo dessas restricoes de movimento na unidade flutuante, em grande parte dos
casos, € feita através de sistemas de tracionadores, linhas de ancoragem e ancoradores. As
linhas de ancoragem servem de conexdo entre os ancoradores, fixados ao solo marinho, € o
sistema flutuante, cuja movimentacio se deseja limitar. E portanto bastante importante, do
ponto de vista da andlise dos sistemas de ancoragem como um todo, entender o comportamento
mecanico de suas estruturas de linhas [Skop (1988); Colliat (2002); Chakrabarti (2005)].

No contexto de dguas profundas, o comportamento mecanico das linhas € ainda mais im-
pactante na resposta do sistema, visto que seus elevados comprimentos causam significativa
interferéncia na unidade flutuante, seja através do arrasto com a dgua, da mobilizacdo da rigi-
dez ou através da reacdo mecanica do solo marinho ao deslocamento de sua por¢ao enterrada.
Contudo, analisar essas respostas ¢ um problema complexo [Skop (1988); Colliat (2002); Cha-
krabarti (2005)].

Compostas por longos cabos de aco ou material sintético, ou mesmo correntes, 0 compor-
tamento mecanico de linhas de ancoragem € altamente ndo linear do ponto de vista geométrico.
A ndo linearidade € oriunda da flexibilidade de tais estruturas, nas quais a resisténcia a flexao,
torcao, cisalhamento e compressao sao despreziveis, fazendo com que elas sofram grandes des-
locamentos até atingirem suas configuracdes de equilibrio, ainda que estejam sobre regime de
pequenas deformacgdes [Karoumi (1999); Thai e Kim (2011)].

Neste trabalho, para tratar a ndo linearidade da por¢ao submersa das linhas de ancoragem,
usam-se equacdes de catendria eldstica. Para tratar a por¢do enterrada, por sua vez, usa-se
a formulagcdo em catendria invertida, derivada a partir de uma andlise limite, fornecida pelos
manuais de praticas recomendadas do DNV [Det Norske Veritas (2000),(2002)]. A formulagdo
em catendria invertida é ainda expandida para tratar casos de carregamento nao acomodados
via andlise limite através de um modelo rigido-plastico para o solo. Por fim, um procedimento
iterativo € definido para o acoplamento de ambas as formulagdes de modo a tratar a linha como
um todo.

Sao apresentados detalhes do equacionamento do problema acoplado e da implementacdo
computacional no ambiente de computacdo numérica MATLAB (MATHWORKS, 2016) e os
resultados de um exemplo ilustrativo mostrando o potencial de uso da ferramenta.

2 FORMULACAO MATEMATICA

Nesta secdo s@o apresentadas as formulacdes do problema de linhas de ancoragem em
regime submerso e enterrado, bem como a metodologia de acoplamento utilizada.

2.1 Equacoes de Catenaria Elastica

Para o tratamento da por¢c@o submersa das linhas, utilizam-se as equacdes de catendria
eldstica em duas dimensdes, conforme apresentada por Karoumi (1999). Nestas, fixando-se um
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dos nés da linha na origem, as projecdes do outro no sistema de coordenadas cartesianas podem
ser escritas como

B Ly 1 Ja+ T
L,=—-f {EA—'—wln(Ti—kfg)} (1)
_ 1 2 2 Tj_Ti

nas quais L, e L, sdo as proje¢oes em x € y; Lo € o comprimento indeformado da linha; 7; e T}
sdo as tragdes nos dois nés, que podem ser escritas, respectivamente, como T; = +/ 2 + f3 e
T; =/ 2+ 2 fi, fa. [3 € f4 580, respectivamente, as reagdes horizontal e vertical nos nés i
e 7, podendo ser correlacionadas através das equagdes de equilibrio f3 = —f1 e f4 = Low — fa,
em que w € o peso da linha por unidade de comprimento; e £ A € a rigidez axial da linha (Fig.
1). Tem-se, portanto, que as proje¢des L, € L, sdo fun¢des ndo lineares apenas das forgas de

I

fs
—..-.—.—.-.-.-.—.—.} 7L

Figura 1: Representacio de um elemento de catenaria elastica

reacdo f; e fo, uma vez que f3 e f4, bem como 7; e T}, podem ser diretamente obtidas através
delas. Desse modo, tomando-se as derivadas das projecdes com relacdo as forgas, chega-se a
matriz de flexibilidade tangente [F}], na forma

dL, A Al d d
= | o on fi (A Ify )
dL, 7 df df

Uma vez definida essa matriz, o procedimento iterativo de Newton-Raphson para a solucao da
equagdo ndo linear que correlaciona forgas e posi¢Oes se dd da seguinte maneira: estimam-se
forcas de reacdo iniciais. Usam-se tais forcas para gerar uma configuracdo inicial para a linha e
uma matriz de flexibilidade tangente. Usa-se a diferenca entre os valores de L, e L, prescritos
({L}) e os obtidos anteriormente para a geragdo de um vetor de deslocamentos. Inverte-se a
matriz de flexibilidade, multiplicando-a pelo vetor gerado, e obtém-se um vetor de incrementos
de forcas. Somando-se esse incremento a estimativa inicial das forgas, novas for¢as sdo obtidas
e o procedimento € repetido até obter-se a configuragdo prescrita para o cabo (a menos de uma
tolerancia controlada). Matematicamente, escreve-se o procedimento apresentado como

{df'} = [F'|"{L - L'} 4)
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{1 ={fr+{df'} 5)
{L*Yy = g({f'}) (6)
[F™] = h({f™'}) (7)

nas quais g({f}) € a funcao apresentada nas Eqs. 1 e 2 e h({f}) s@o as derivadas apresentadas
na matriz de flexibilidade (Eq. 3).

Para estimar os valores iniciais das forcas, usam-se as expressoes

L [0z Lo < L2+ I .
TB(EE ), e ®
€
P2 L Locoth(h) — Lo b ©)
— 9 0 yCOt(O)— 0

Para o caso em que a linha encontra-se na posi¢do vertical, usa-se algum valor arbitrariamente
alto para ), por exemplo 10°.

2.2 Equacoes de Catenaria Invertida

Para a porcdo enterrada das linhas, utiliza-se a formulagdo prevista pelos guias de prati-
cas recomendadas da Det Norske Veritas, uma das referéncias internacionais em engenharia
offshore. Tal formulacdo € baseada no trabalho de Vivitrat ef al. (1982), que constréi um mo-
delo 2D baseado na resposta ultima do solo ao longo de toda a linha. Com base nesse modelo,
a geometria pode ser definida através de um par acoplado de equacdes diferencias ordindrias
lineares de primeira ordem e ndo homogéneas definido por:

ar _ fi(z,0) = —qi(z)cosec(0) — w (10)
dz

df ) — wcotan(f

B Fo(2.0.T) = qp(2)cosec( ; wcotan(0) (11

em que 7" € a tensdo de tra¢do na linha; ¢,(z) é a reagdo tdltima do solo na dire¢do tangente a
linha e g,(z) a reagdo dltima na direcdo perpendicular, ambas fungdes da profundidade; 6 é o
angulo entre a linha e a horizontal; w € o peso préprio da linha por unidade de comprimento e
z, a varidvel independente do problema, refere-se a profundidade de penetracdo da linha.

Esse modelo é construido através do equilibrio de um elemento diferencial da linha sob
a acdo das cargas limite ¢;(z) e ¢,(2), tal como indicado na Fig. 2 As respostas tangenciais
e perpendiculares ultimas do solo, por sua vez, podem ser estimadas através de parametros
como sua resisténcia ndo drenada ao cisalhamento e a penetracao; propriedades geométricas
das linhas, como seus diametros; e coeficientes de adesdo, cujos valores podem ser retirados do
guia em questao.

Este modelo, contudo, apresenta um problema: para casos onde o carregamento na linha é
muito pequeno em comparagdo com o comprimento enterrado e a resisténcia do solo, ele gera
configuracdes pouco realistas, onde a linha "quebra’ o plano vertical (Fig. 3), ou mesmo néo €
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T+AT

Figura 2: Representacido de um elemento diferencial de linha enterrada e suas forcas internas e externas

capaz de chegar a nenhuma configuracdo, uma vez que ’espirala’, jamais atingindo a profundi-
dade de ancoragem prescrita. Para tratar tal limitacdo, na implementagdo proposta, no momento
em que a linha atinge a posi¢do vertical ela é *forcada’ a continuar descendo verticalmente até
atingir o ancorador, ndo realizando a mudanca de quadrante. Mais ainda, as rea¢des normais sao
zeradas desse ponto em diante, sobrando somente as for¢as tangenciais, que seguem na intensi-
dade médxima até que a tens@o na linha atinga zero, sendo elas, também, consideradas zero desse
ponto em diante. Tem-se, portanto, um modelo rigido-plastico, tal que o solo responde apenas
em sua capacidade tltima ou ndo responde. A adog¢do de tal modelo rigido-pléstico € compativel
com os grandes deslocamentos considerados, levando ao comportamento predominantemente
plastico do solo, tendo a fase eldstica pouca influéncia na resposta final. Considerando-se essa

Figura 3: Representacio do processo de ’quebra’ do plano vertical

limitagdo no equacionamento, faz-se a discretizac¢do do sistema de EDOs resultantes através do
método de Runge-Kutta de 4* ordem, abreviado RK4 (Zill, 2003), uma técnica numérica para a
solucdo de problemas de valor inical. A escolha deste método se deu por sua excelente precisao
na obten¢do da solug@o aproximada, mesmo para passos de integracao maiores. A aplicacdo de
RK4 ao sistema de EDOs acopladas resulta nas expressdes de recorréncia

1 Zi79i
N (12)
12 fQ(ZlaezaTZ)
: 24 Bz i g K
b =A SEHTO T (13)
Ki, fo(' + 82,00 + =2 TP 4 =)
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: PUREE /NS Kh
b =A SEHTI T (14)
3 Fale'+ 00+ 22, T+ )
: 2t + Az, 0" + K}
L A (1)
12 fo(2' + Az, 0" + K3, T + K3)
e, por fim,
Tz’+1 Ti+1 1 7 7 7 7
S S - RSS2 SR X S R SR GO
o' o' i2 2 32 Ko
que devem ser numericamente integradas at€¢ z = V' = Z—_Zl, em que V' € a profundidade do

ancorador, n o nimero de pontos em andlise e Az é o espacamento vertical entre esses pontos.
Nesta expressao de recorréncia, ¢ € o indexador do ponto corrente, enquanto i+ 1 define o ponto
seguinte, e as constantes /X definem interpolacdes de quarta ondem das grandezas de interesse.
Trata-se, portanto, de um problema de valor inicial, onde a tragcdo e a inclina¢ao na extremidade
livre da linha (imediatamente acima do solo) sdo conhecidas, conforme a Fig. 4. A partir desses
valores iniciais, define-se a configuracdo completa da linha a medida que ela penetra no solo até
atingir a profundidade de ancoragem, considerando-se as condi¢des anteriormente tratadas.

Figura 4: Representacio do problema de valor inicial

2.3 Acoplamento

Para realizar o acoplamento entre as duas solugdes, um método iterativo simples foi de-
senvolvido: inicialmente sao fornecidos dois pontos, correspondendo a posi¢dao da ancora e da
unidade flutuante, bem como a profundidade da ancora. Assume-se, inicialmente, que a por¢ao
enterrada da linha estd na vertical, portanto que a porcao flutuante fixa-se diretamente acima
da ancora. Em seguida, faz-se o procedimento iterativo para a determinacao das forgas de re-
acao da por¢do submersa pela equagdo de catendria eldstica. Entdo, aplica-se o par de forgas
de reacdo no ponto de mergulho da linha, apds uma conversdo simples da mesma em tracao e
angulo de entrada, no procedimento de Runge-Kutta de quarta ordem definido para a resposta
do solo. Com a configuracdo obtida pelo método de RK4, tem-se uma nova posicao da linha
enterrada e portanto um novo ponto de entrada da linha no solo. Alimenta-se o procedimento
iterativo de equilibrio da catendria eldstica com a nova posicao de entrada no solo, porém agora
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utilizando as forcas de reac¢do anteriormente obtidas como estimativas inicias, de modo a ace-
lerar a convergéncia, e assim por diante até que uma tolerancia de convergéncia previamente
assumida seja atingida. E importante notar que se faz, também, uma correcdo do comprimento
submerso, uma vez que uma maior ou menor fracdo da linha fica enterrada para cada passo do
procedimento de acoplamento. Tal correcdo deve ocorrer, uma vez que o comprimento total
da linha (parcela enterrada + parcela submersa) deve permanecer o mesmo. O comprimento
enterrado por ser obtido através da expressao

ds
— = cossec(0 17

dz (9) (17)
em que s é o comprimento de arco. Tal equacdo € integrada via RK4 juntamente com as ante-
riores até a profundidade do ancorador, fornecendo, portanto, 0 comprimento total de parcela

enterrada da linha a ser descontado do seu comprimento completo.

Para os exemplos de validacdo testados, observou-se convergéncia bastante acelerada, com
a configuragdo de equilibrio acoplada sendo atingida apds tao somente 2 ou 3 iteracdes.

3 RESULTADOS

Para ilustrar a aplicacdo da metodologia de acoplamento proposta, um exemplo numérico
¢ tratado. Considera-se uma linha de ancoragem composta por uma corrente de 440 m de
comprimento e 0,127 m de didmetro, cuja densidade linear € de 252 % e a rigidez axial € de
1199,7 - 10° N. Fixa-se a ancora a uma profundidade de 50 m (valor considerado bastante
alto, escolhido apenas em cardter ilustrativo). Discretiza-se o trecho enterrado com 40 seg-
mentos e usa-se uma tolerancia para o equilibrio da por¢do submersa e para o acoplamento,
respectivamente, de 1 mm e 1 ¢m. Fixa-se a ancoragem no ponto (0,0), enquanto se move
a unidade flutuante entre os pontos (150 m, 400 m) e (200 m, 400 m). As configuragdo do
sistema em alguns pontos ao longo da trajetéria sdo apresentadas nas Figs. 5, 6 e 7. Em ver-
melho tem-se a parcela enterrada da linha, enquanto a parcela submersa é destacada em azul.
As figuras sdo registradas em um momento inicial da trajetéria (para o qual o valor da coor-
denada x, para o navio, € aproximadamente 150 /) um valor intermediério e um final (para
o qual o valor da coordenada x, para o navio, € aproximadamente 200 m). Observa-se que,

Figura 5: Configuracio inicial do arranjo
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Figura 6: Configuracio intermediaria do arranjo
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Figura 7: Configuracao final do arranjo

conforme o navio desloca-se mais horizontalmente, hd uma maior mobilizacdo da resisténcia
do solo ao longo da porcao enterrada e, consequentemente, uma maior solicitacdo da ancora.
E importante mapear essa solicitacio para evitar o arrancamento em casos extremos. Para os 3
momentos apresentados, os componentes horizontal e vertical da forca na ancora (em Newtons)
foram nulos nos 2 primeiros casos (devido ao modelo rigido-pléstico adotado, que é capaz de
zerar os esfor¢os de uma maneira que a analise-limite apresentada pelo DNV ndo consegue) e
107 - (1,6362 N,0,3937 N) para o dltimo caso. As Figs. 8, 9 e 10 mostram a curva Tragdo x
Comprimento de arco da por¢ao enterrada das linhas. Na Fig. 8 € possivel notar os dois pontos
de inflexdo da curva, um onde a linha enterrada atinge a configuracdo vertical e o outro onde
o solo deixa de ser mobilizado, sendo atingida a tensao zero. Tais pontos aparecem devido ao
modelo rigido-pléstico adotado por este trabalho.

Para todos os passos da trajetoria, incluindo aqueles apresentados neste trabalho, a conver-
géncia para o acoplamento se deu em menos de 3 iteracdes e em uma fracao de segundo, tendo
sido utilizado um Notebook Acer Aspire E1 — 572 — 6_B R648, dotado de um processador
Core i5 — 4200U de 1,6 GH z com Turbo Boost de até 2,6 GHz ¢ 6 GB de meméria RAM do
tipo DRR3L para as andlises.
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E)
Comprimento de arco (m)

Figura 8: Curva Tensao x Comprimento de arco para a configuracao inicial do arranjo

Carga (N)

0
Comprimento de arco (m)

Figura 9: Curva Tensiao x Comprimento de arco para a configuraciao intermediaria do arranjo

4 CONCLUSAO

Apresentou-se uma metodologia para o acoplamento de duas formulacdes distintas para
o tratamento das por¢des enterradas e submersas de linhas de ancoragem. A mesma pode ser
utilizada para a geracdo de configuracdes iniciais de arranjos de linha, bem como para andli-
ses quasi-estatica. Apresentou-se, ainda, um exemplo numérico ilustrativo destacando os bons
resultados obtidos pela metodologia de acoplamento proposta, a qual gerou resultados consis-
tentes e com tempos computacionais reduzidos.
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Comprimento de arco (m)

Figura 10: Curva Tensao x Comprimento de arco para a configuracio final do arranjo
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