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Resumo. A complexidade comumente encontrada no comportamento mecdnico das estruturas
motiva o estudo de modelos constitutivos que tentem considerar a ndo-linearidade do compor-
tamento dos materiais envolvidos. A mecdnica do dano prevé as perdas de resisténcia e rigidez
de um solido, devidas a processos microscopicos irreversiveis, causados por micro defeitos ou
microfissuras existentes no material, os quais propiciam uma concentracdo de tensoes. Em
problemas de mecanica das estruturas que envolvam comportamentos ndo lineares e dominios
com geometria complexa, a obtengdo de solugoes analiticas torna-se custosa ou até impossivel.
Nesse contexto, os métodos numéricos surgem como uma poderosa ferramenta para obtengdo
de solucoes aproximadas, dentre os quais pode-se destacar o Método dos Elementos de Con-
torno (MEC). O método ¢é baseado na formulacdo integral do problema de interesse, e no uso
de solugoes fundamentais especificas para a aplicacdo pretendida. Neste trabalho propée-se
a andlise de problemas de elasticidade plana, onde o material esteja sujeito a penalizacdo
imposta por um processo de danificacdo. Para tanto, desenvolve-se uma formulacdo ndo li-
near do MEC, com base no modelo de dano isotropico proposto por Marigo (1981), aplicdvel
a materiais frdgeis e quase-frdageis. Os termos de contorno sdo avaliados numericamente,
via quadratura de Gauss, e as integrais de dominio, decorrentes da ndo-linearidade do ma-
terial, sdo avaliadas sobre células internas por um método semi-analitico. A verificacdo de
equilibrio é feita segundo um procedimento do tipo Newton-Raphson. Sdo apresentados exem-
plos numéricos a fim de validar a formulacdo implementada e demonstrar sua eficdcia.
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Um modelo de elementos de contorno para problemas de chapa considerando danifica¢do isotrépica

1 INTRODUCAO

Nos estudos da mecanica dos materiais, verifica-se a modelagem de processos fisicos nao-
lineares, como dano e fratura. Processos inelasticos foram extensivamente estudados, de modo
que se pode contar com uma vasta gama de modelos ja desenvolvidos. A Mecénica do Dano
Continuo (MDC) lida com a capacidade de carga de s6lidos cujo material € danificado devido a
presenca de microfissuras e microvazios. A MDC foi originalmente desenvolvida por Kachanov
(1985), para analisar fluéncia uniaxial de metais submetidos a temperaturas elevadas. Varios
autores estudaram e desenvolveram modelos relacionados a MDC. Lemaitre e al. (2012) con-
tribuiram significativamente para o tema. Neste trabalho, utiliza-se o modelo de Marigo (1981),
que apresentou um modelo isotropico escalar para materiais frageis e quase frageis.

Devido a crescente complexidade dos modelos desenvolvidos para problemas de engenha-
ria, modelos numéricos robustos, capazes de fornecer resultados precisos com menos esfor¢o
computacional, sdo necessarios. Entdo, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) aparece
como uma escolha interessante para a obtencao de solucdes numéricas em vdarias aplicagoes
de engenharia. Recentes aplicagdes do método a mecénica do dano relatadas na literatura sdo
apresentadas Sladek ez al. (2003), Botta et al. (2005), Benallal et al. (2006) e Voyiadjis e Kat-
tan (2016).

Neste trabalho, € utilizado um conjunto de equacdes ndo-lineares transientes do MEC, com
base no teorema da reciprocidade de Betti, aplicado a materiais com danificacdo isotropica. O
modelo de dano de Marigo (1981) € aplicado na avaliacao da perda de rigidez. Em relacdo
ao MEC, da nao-linearidade do problema proposto, decorre o surgimento de integrais sobre
o dominio, as quais sdo tratadas aproximando-se as varidveis sobre células triangulares, com
aproximacdo linear em deslocamentos. A integracdo ao longo dos elementos de contorno li-
neares e contornos de células internas € feita numericamente, via quadratura de Gauss. Um
procedimento do tipo Newton-Raphson € aplicado para resolver o sistema nao linear, com uso
de um operador tangente consistente.

2 PROBLEMA ELASTICO COM DANO ISOTROPICO

A energia livre associada a um sélido, admitindo-se dano isotrépico, pode ser escrita como:

1
PU(esm, D) = 5(1 = D))ejkEjpimein (1)

na qual €;, e Ejy,y, s@0, respectivamente, os tensores de deformacgdo e elastico do material
intacto. A densidade de massa € indicada por p. Admite-se D a dnica varidvel escalar interna
de dano, a qual avalia o estado de deterioracdo do material, assumindo valores entre zero e
um, de forma que a varidvel D nula indica material intacto, enquanto o valor unitdrio esta
associado a degradacao completa. As derivadas do potencial de energia em relacao as varidveis
de estado €, e D, levam a defini¢ao das varidveis associadas: a tensdo total (Eq. (2)) e a forga
termodinamica associada ao dano, dada na Eq. (3).

ov
Ojk = o (1 — D)EjkimEim (2)
J
oV
Y = —Pa—D = ik EjkimEim 3)
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O critério de dano apresentado por Marigo (1981) é dado pela Eq. (4), a seguir.
F(Y,D)=Y — k(D) 4)

O termo x(D) armazena o maior valor atingido no histdrico de carregamento, adotando-se
neste modelo a forma linear: x(D) = Yy + AD. A parcela YO.e o fator A sao constantes do
material. A evolug¢@o do dano vem da condi¢do de consisténcia F'(Y, D) = 0, ou seja:

D=~ 5
1 )
As relagcdes de equilibrio e de compatibilidade, Eq. (6) e Eq. (7), respectivamente, adicio-
nadas as condi¢des de contorno apropriadas, completam o conjunto de equagdes que descrevem
o problema de elasto-dano do presente trabalho.

Ujk,k + bj =0 (6)
1
gjk = 5 (U + k) (7

3 EQUACOES INTEGRAIS

O teorema da reciprocidade de Betti € a base para a obtencao da formulagao integral, com-
posta pelas equagdes de deslocamentos sobre um ponto fonte S do contorno, e de tensdes totais
sobre um ponto fonte s do interior do dominio. Assim, no caso da elasticidade, e considerando
a defini¢do de tensao efetiva a;,{ = 0j,(q) + a;-ik(q) como sendo a parcela elastica do tensor de

tensdes, pode-se escrever:

/Qaj,{sfjk(s,q)dQ:/erkag‘jk(s,q)dﬂ (8)

na qual s e ¢ representam os pontos de fonte e campo no dominio, e X* € a solu¢do fundamental
para uma varidvel X. O indice (%) identifica o termo de tensdo de dano. Em problemas elas-
tostaticos, aplicam-se as solucdes fundamentais de Kelvin, apresentadas nas Eq. (9), Eq. (10) e
Eq. (11), referentes a deslocamentos, deformagdes e tensdes sobre o contorno (tractions).

. B 1
ui(s,q) = ST = )G [—(3 —4v) In(r)éi + 7,7 k] 9)
1
ein(s,q) = m[(l —20)(r k6ij + 7 50um) — 705k + 217 57 k] (10)
1
ti(s,q) = e {1 = 2v) s + 2r 7 k] — (L —2v) (rime — 7 x1i) } (11)

As equagdes apresentadas a seguir sao adaptadas de Lima Junior (2011), em que o autor
apresenta uma formulagdo em elementos de contorno para meios porosos, levando em conta
a danificacdo do material. Através da aplicacdo do teorema da divergéncia para a Eq. (8), e
considerando a natureza transiente do problema, obtém-se a seguinte equacao integral, Eq. (12),
para deslocamentos nos pontos S do contorno. Os termos T} referem-se ao tensor de tractions.

Covitn(S) = /F T(Q)ur, (S, Q)T — /F T (S, Q)iin(Q)dT

(12)
+/Qd§lk(Q)5;<jk(Sa q)d<
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As tensdes nos pontos internos sao obtidas através da derivacao da Eq. (12), e da aplicagdo
do modelo de Hooke, obtém-se:

dij(s) = —/Sijk(SaQ)’dk(Q)dF‘f‘/Dijk(SaQ)Tk(Q)dF

r r (13)

+ [ Ruls, 6802+ TLufo(5)
Q

na qual S;ji, D;jr € R;ji sdo as derivadas das solugdes fundamentais, € 7'L;; € o termo livre
advindo da derivagcdo. Considerando um passo finito de tempo, por exemplo, At = ¢,,11 + t,,
e uma variavel de incremento correspondente, AX = X, .1 + X,,, pode-se integrar as Eq. (12)
e Eq. (13) ao longo do intervalo de tempo, obtendo-se equagdes em termos de incrementos das
varidveis envolvidas, apresentadas a seguir.

CoAun(S) = / 0 (S, Q)AT(Q)dT — / (5, 0) Aug(Q)dT
r r (14)

T / 205, @) Aot (4)d2

i(s) = — [ Siju(s, Q)in(Q)dT + [ Dijw(s, Q)Ti(Q)dl
/1“ k k /F k k (15)

+ / Rijua(s, )68 (q)dS2 + TLij [6(5)]
Q

4 EQUACOES ALGEBRICAS E PROCESSO DE SOLUCAO

A solu¢do numérica do problema de valor de contorno requer discretizagdes no tempo e no
espacgo. Deve-se representar o sistema de equacdes de um modo discreto ao longo dos elementos
de contorno lineares e nas células triangulares no dominio, de modo a obter os valores aproxi-
mados das varidveis de interesse. A partir dessas observagdes define-se os pontos do contorno
e os internos. O sistema a seguir, composto pelas Eq. (16) e Eq. (17), representa a discretizagao
das integrais em Eq. (14) e Eq. (15), considerando algumas manipulacdes algébricas inerentes
ao MEC.

[H] {Au} = [G] {AT}+ [Q] {A0%} (16)

2Nn,2Np 2Np,1 2Np,2Np 2Np,1 2Nn,3N; 3N;,1

{Ac} = — [HL] {Au} + [GL] {AT}+ [Q] {Ac”} (17)

3N;,1 3N;,2N, 2Np,1 3N;,2N, 2Np,1 3N;,3N; 3N;,1

As matrizes de influéncia representadas nas equagdes acima por | | sdo obtidas da integragdo
das solugdes fundamentais e de suas derivadas. Os vetores representados por { } sdo compos-
tos por variaveis, prescritas ou nao, de pontos internos ou do contorno. Define-se /N,, como
o nimero de nés do contorno e N; o nimero de nds internos. Agora, a partir de algumas
manipulagdes algébricas para fins de implementacao numérica, define-se o sistema na Eq. (18),
em termos de deformagdes, numa tinica equagao.

[E] {Ae}={AN}+ | @S] + [I] |{Ac?} (18)
3Ni,3NZ‘ 3Ni,1 3N¢,1 3N¢,3Ni 3NZ',3N¢ 3Ni71
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O vetor {AN,} contém os valores prescritos sobre o contorno e [E] é tensor constitu-
tivo. Devido a presenca de termos de correcdo associados ao dano, a Eq. (18) € um sistema de
equagdes nao-lineares a cada incremento de tempo. Pode-se escrever o equilibrio da forma a
seguir (Eq. (19)), na qual a matriz que multiplica o termo de dano, na Eq. (18), € escrita como

@S],

{Z({Ae))} = — [E] {Aen}+{AN}+ [QS] {Ao} =0 (19)
3N;,1 3N;,3N; 3N;,1 3N;,3N; 3N;,1

A solugdo do sistema € obtida através da técnica de Newton-Raphson. No processo itera-
tivo, a iterag@o corrente € dada por {Ae’™'} = {Acl} + {dAc! }, em que o termo de correcdo,
{60!}, é calculado a partir da expansio em série de Taylor da Eq. (19), truncada no termo de
primeira ordem, como segue na Eq. (20),

(z(fag )+ 22 E{AA&?}L})} {62211 =0 0)

sendo a derivada 0 {Z ({Ac’ })} /O {A&" } o operador tangente consistente (Botta, 2003).

5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apresentam-se dois exemplos utilizando o c6digo implementado, com base na formulacao
brevemente descrita nos itens anteriores. Nos dois casos, considera-se estado plano de deforma-
¢d0. As rotinas foram desenvolvidas em Matlab®.

5.1 Exemplo 1: Chapa submetida a um deslocamento longitudinal
O problema descrito na Fig. 1, serviu para validagdo do cddigo implementado. Nesta pri-

meira aplicagdo, idealiza-se um material hipotético, considerando um corpo sob as condicdes
apresentadas na Fig. 1a.

i | o

2 mm

.
.
SR

1 mm

(a) (b)

Figura 1: Exemplo de validacao: placa submetida a um deslocamento « (a); discretizacao do problema (b).
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Define-se o moédulo de elasticidade unitario e o coeficiente de Poisson nulo. Desta forma,
€ possivel fazer analogia ao caso unidimensional de uma barra apoiada com deslocamento im-
posto na extremidade livre. Considerando-se que a resposta em termos de tensdo e deformagao
¢ homogénea sobre todo o dominio do problema, pode-se validar a implementa¢ao com base no
modelo analitico uniaxial de dano. Os parametros de dano para o modelo de Marigo (1981) sao
definidos como Y, = 5.125 x 107! e A = 4.495 . Estas constantes tem as mesmas dimensdes
de E na formulagdo do modelo. O contorno foi discretizado em 16 elementos. Para avaliagdao
do dominio, utilizou-se 4 células. Na Fig. 1b, destaca-se o fato de utilizacao do conceito de n6
duplo, para representar as descontinuidades do contorno. A ideia de né descontinuo também
€ aplicada aos vértices das células contidos sobre o contorno. Definiu-se a malha utilizada
neste exemplo através de um breve estudo de algumas configuracdes diferentes, variando-se
tanto o nimero de elementos de contorno como o nimero de células, além da quantidade de
pontos de integracdo. O intuito dessa anélise € apurar o desempenho do cédigo implementado
no tocante a precisdo e ao tempo de execugdao. A Tabela 1 reune algumas configuracoes e as
respectivas respostas em relacdo aos parametros analisados. As configuracdes avaliadas como
Ruim nao obtiveram o estado final de degradacdo do material no passo final de carregamento
e, percebeu-se valores de tractions nos pontos do contorno com erros na ordem de 10~2; aque-
las avaliadas como Boa apresentaram melhores resultados, com valores de tensdo na ordem de
10~* no tltimo passo e resultados com erros na ordem de 1074, segundo o modelo uniaxial; as
configuracdes denominadas como Ofima apresentaram valores satisfatérios com erros inferiores
a 107%. Assim, adotou-se configura¢do a 4, pois apresentou resultados bastantes satisfatorios,
quando comparado as malhas mais densas (configuracoes 5 e 6), com tempo de execucao menor.

Tabela 1: Estudo de convergéncia de malhas.

Configuragdo N de elementos N° de células N de pontos Tempo (s) Convergéncia
de contorno de Gauss

1 4 2 150 17.149 Ruim
2 4 4 125 12.492 Ruim
3 8 4 100 12.337 Boa

4 8 4 120 14.546 Otima
5 16 4 100 17.134 Otima
6 28 20 200 565.557 Otima

Segundo Lima Junior (2011), valores menores de Y, condicionam o dano a iniciar preco-
cemente, com valores de deformacao baixos. No caso limite em que Yy = 0, o dano ocorre
desde o inicio de aplicacdo do carregamento. Valores baixos do parametro A correspondem a
um efeito mais pronunciado de dano, com uma maior perda de rigidez. Para aplicacdo do des-
locamento prescrito de v = 0.2m, aqui aplicado em 100 passos, a resposta constitutiva obtida
para um ponto qualquer do dominio, considerando-se o modelo de dano, € dada na Fig. 2.

Enquanto no se inicia o processo de dano, observa-se o comportamento do material em
regime linear, de modo que a tensdo total € igual a tensdo efetiva. Ap6s o valor de deformagao
de 0.03, aproximadamente, inicia-se a evoluc¢do da tensdo de dano até o valor de deformacdo
de 0.1, no qual a tensdo total € nula. Os resultados correspondem exatamente a curva obtida
analiticamente, com o modelo uniaxial.
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0.10
0.09
0.08
0.07

= 0.06

< 0.05

© 0.04
0.03
0.02
0.01
0.00

==Tensdo total

===Tensio de dano

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
& (m/m)

Figura 2: Curva constitutiva para modelo de dano aplicado.

5.2 Exemplo 2: Fendilhamento de prisma

Este exemplo é adaptado de Botta (2003), que apresenta um ensaio de fendilhamento de
um prisma de concreto (Fig. 3). O dominio € discretizado em 78 células e o contorno em 68 ele-
mentos, conforme apresentado na Fig. 3c. Essa malha € adaptada de Lima Junior (2011). Ainda
que o problema original seja representativo da ruptura a tracdo do material, aqui investiga-se
a ocorréncia de dano na regido comprimida do corpo, de forma que que o modelo constitu-
tivo foi calibrado para representar o comportamento a compressao do concreto apresentado
em Cimetiere et al. (2007). Assim, aplica-se um carregamento monotdnico de valor maximo
p = 0.1kN/mm, monitorando-se as maximas tensdes de tracao, de modo que ndo se atinja a
tensdo admissivel de tragdo para o concreto em questdo, em torno de 50 Pa ou 0.005k N /mm?.

3\}75m|m
lLllp (kN/mm)
T Elementos de contorno
/ com nos duplos
(_:]‘ g
)
'~ Elemento de
contorno
b
X
2p SA) P o
2% ! 37.5mm —_—
(a) (b) (c)

Figura 3: Exemplo de fendilhamento de prisma: detalhe do ensaio (a); modelo reduzido adotado (b);
discretizacao adotada (c).

Os parametros utilizados no exemplo sdo: £ = 33GPa e v = 0.2. Os parametros do
modelo sdo: A = 3.29 x 1074kN/mm? e Yy = 5.94 x 10~6kN/mm?. Foram utilizados 50
pontos de Gauss e 1000 passos de carga. Diferentemente do que foi apresentado no exemplo
anterior, no qual se prescreveu deslocamento, a resposta tensao-deformacao no ponto critico P,
nesse caso, ndo ultrapassou o valor de pico de 0.054kN/mm? (Fig. 4). Tal comportamento é
esperado, pelo fato de ndo se ter implementado nenhuma estratégia de controle de carregamento.

Na Fig. 5 ilustra-se a variagdo da forca horizontal nos pontos de contorno ao longo da
face esquerda do espécime. Percebe-se a predominancia de esfor¢os de compressao proximos
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Figura 4: Diagrama tensao x deformacao do ponto P.

ao topo (xo = 37.5mm), pela proximidade a regido de aplicagdo do carregamento. A partir
de zo = 30mm, passam a surgir forcas de tracdo, estas responsdveis pelo fendilhamento do
espécime.

IS
30
225
L (m)
15
-2 (0, 0.0033)
0
’QQJ ’Q-@b ’Q.@« 9@"7 9.@ ’Q.@ij (Q‘\\V ;Q.Q\% ,Q-Q\ 'QQQ% Q Q@"J QQ\

Forc¢a nos pontos de contorno (kN)

Figura 5: Evolucao da forca horizontal no contorno ao logo de da altura.

Na Fig. 6 apresentam-se as respostas medidas nos pontos de dominio do problema, no
ultimo passo convergido na simulagdo, passo 532. No primeiro mapa de cores (superior di-
reito) tem-se o campo de deslocamentos na direcdo vertical, com maiores valores de desloca-
mento proximos a regido de aplicacio do carregamento. O segundo mapa (superior esquerdo)
mostra a evolucao da varidvel de dano, com valor maximo de D ~ 0.36. Os mapas inferio-
res representam as tensdes normais nas dire¢des x; € xo, respectivamente. Para 0q; ocorrem
altas tensdes de compressdo, concentradas nas imedia¢des da zona de carregamento, porém,
predominam tensdes de tracdao sobre todo o dominio, atingindo valores maximos em torno de
0.0048kN/mm? (4.8M Pa) na face esquerda. A tensdo vertical 0722] é puramente de com-
pressao sobre todo o dominio, verificando-se seus valores maximos proximos ao carregamento,
e valores que tendem a zero em regides distantes deste.

O Matlab® ¢é uma poderosa ferramenta computacional com aplicacdes em diversas areas,
porém sua performance pode nao ser tdo competitiva, por se tratar de uma linguagem interpre-
tada. No Exemplo 2, o tempo total de execucdo foi de 16.50 minutos, dos quais cerca de 12.85

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



L. C. L. Véras, E. T. Lima Junior

0.36
0.33
03

027
024
021
0.18
015
012
0.09
0.06
0.03

-0.00014
-0.00028
-0.00044
-0.00059
-0.00074
-0.00089
-0.00104
-0.00119
-0.00134
-0.00148
-0.00164
-0.00179
-0.00194

0.0018

-0D.0022
-0.0062
-0.0102
-0.0142
-0.0182
-0.0222
-0.0262
-0.0302
-0.0342
-0.0382
-0.0422
-0.0462
-0.0502
-0.0542

5 10 15 20 3 20 35

Figura 6: Resultados para deslocamento vertical, variavel de dano e tensdes normais.

minutos correspondem ao tempo de execucdo da rotina de integracdo dos termos de dominio.
Utilizou-se um computador portdtil com processador de velocidade de 2.53 GHz e 6 GB de
memoria RAM.

6 CONCLUSOES

A formulagao nio linear fisica do MEC, aqui apresentada, foi aplicada a um primeiro exem-
plo com deformagdo homogénea, a partir do qual pdde-se validar a implementagdo do modelo
de dano adotado. Num segundo exemplo, obtiveram-se resultados coerentes, ilustrando-se a
eficicia da formulagdo, guardada a limitacdo da modelagem do comportamento pds-pico na
implementagdo atual. A avalia¢do das integrais de dominio via discretizagdo por células apre-
sentou um custo computacional elevado, chegando a cerca de 80% do tempo total de proces-
samento. Para problemas com uma necessidade de discretizagdo mais rica, considerando a
formulacao utilizada neste trabalho, métodos alternativos devem ser considerados.

Tendo em vista o prosseguimento do trabalho, tem-se como perspectivas para trabalhos fu-
turos: utilizagdo de técnicas alternativas de integracao de dominio, de forma a evitar a discretiza-
¢ao em células; implementacdo de modelos de dano mais robustos, para a modelagem de ma-
teriais cimenticios; implementacao de estratégias de controle de carregamento; e utilizacdo de
linguagens de programacao alternativas.
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