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Resumo. Este trabalho apresenta uma formulagdo para anélise de tensdes em estruturas
axissimétricas, tais como tubos circulares, cilindros e anéis, elaborada com base em uma versédo
em coordenadas polares da Teoria de Volumes Finitos. Esta formulagédo é bastante apropriada
para analise de tensfes em estruturas com contornos curvos, apresentando geometria e campos
mecanicos expressos em termo de coordenadas polares, visando melhorar o desempenho do
método em tais situagBes. Diferentemente de versdes anteriores empregando coordenadas
polares, esta formulacéo baseia-se na montagem da matriz de rigidez local, que relaciona vetores
de tensdes e de deslocamentos médios atuantes nas faces do subvolume, e no método da rigidez
direta para montagem da matriz de rigidez global, com base nas incidéncias cinematicas e
estaticas da estrutura, ou seja, nas condi¢cbes de compatibilidade cinematica e estatica da
estrutura. Alguns exemplos foram analisados e os resultados comparados com solugdes analiticas
da teoria da elasticidade linear (problema de Lamé, viga curva engastada e o problema de
Kirsch), evidenciando a eficiéncia da formulagéo proposta.

Palavras-Chave: Estruturas Axissimétricas; Teoria de Volumes Finitos; Coordenadas Polares;
Método da Rigidez Direta; Problema de Lamé; Viga Curva Engastada; Problema de Kirsch.
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Analise de Tensdes em Estruturas Axissimétricas Empregando a Formulacdo em Coordenadas Polares da
Teoria de Volumes Finitos

1 INTRODUCAO

Sao chamadas de estruturas axissimétricas aquelas que resultam da rotacdo de uma figura
plana em torno de um eixo. Tais estruturas podem ser encontradas em inimeras aplicagdes,
tanto na engenharia civil como na engenharia mecanica (Vaz, 2011). Considerando que o
principal estagio do processo de concepcdo de uma estrutura consiste na analise das tensdes
internas que surgem em resposta as solicitacbes aplicadas, torna-se indispensavel o
desenvolvimento de novas técnicas de andlise e o aprimoramento daquelas j& existentes.
Neste contexto, se insere os métodos numéricos voltados para analise de estruturas baseados
na Teoria de VVolumes Finitos.

Nas ultimas décadas, foram publicados diversos trabalhos que apresentaram e
comprovaram a eficiéncia de diferentes variacbes da formulagdo original em coordenadas
cartesianas da Teoria de Volumes Finitos proposta por Bansal e Pindera (2003). Como
exemplo, podem-se destacar formulagcbes em coordenadas polares e paramétricas
apresentadas por Cavalcante e Marques (2005) e Cavalcante et al. (2007), nesta ordem. Nos
mencionados trabalhos foram realizadas varias analises de estruturas constituidas por
materiais heterogéneos, e os resultados obtidos foram comparados com outros provenientes de
solucdes analiticas ou de analises empregando o Método dos Elementos Finitos.

No presente trabalho é apresentada uma formulacdo destinada a analise de tensdes de
estruturas axissimétricas elaborada com base em uma versdo em coordenadas polares da
Teoria de Volumes Finitos (Cavalcante e Marques, 2005). Esta formulacdo emprega
subvolumes com faces curvas na discretizacdo da estrutura, e diferentemente da formulacédo
apresentada em Cavalcante e Marques (2005), baseia-se na montagem da matriz de rigidez
local, que relaciona vetores de tensdes e de deslocamentos médios atuantes nas faces do
subvolume, e no método da rigidez direta para montagem da matriz de rigidez global, com base
nas incidéncias cinematicas e estaticas da estrutura (Bansal e Pindera, 2003 e Cavalcante e
Pindera, 2012). Acrescenta-se ainda, que na presente formulagdo, as equagdes diferenciais de
equilibrio séo satisfeitas em termos médios nos subvolumes.

2 EQUACOES GOVERNANTES DA TEORIA DA ELASTICIDADE
LINEAR EM COORDENADAS POLARES

Considere um solido elastico de volume V , delimitado por uma superficie S e submetido
a acdo de forcas de corpo b=b,é, +b,e, e de superficie t=té, +t,&,. Para realizar uma
analise na qual se considera um regime de pequenos deslocamentos e deformacdes, utiliza-se
a definicdo do tensor de deformacdo de engenharia, dada por:

g= % [Vu +(Vu) ] (relagio deformac&o-deslocamento) 1)

Ep & . 0 L 10 R A 5
onde e=| " |, V=6 —+8&,-— e u=ug, +u,d, representam o tensor de deformagéo
Ex Ew or r oo

de engenharia, o operador gradiente e o campo de deslocamentos em coordenadas polares,
respectivamente.

Uma vez conhecidas as componentes de deformacdo, pode-se determinar as componentes
de tensdo através da Lei de Hooke Generalizada, mostrada a seguir:

0; =C;u&; (relagdo constitutiva do material) 2
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sendo o e ¢; os tensores de tensdes e de deformacdes em qualquer ponto no solido, nesta
ordem, e C;, o tensor constitutivo do material. Além disto, no caso de uma analise de
tensdes, dispdem-se da seguinte forma integral das equages de equilibrio:

j(Vc+ b)dV =0 (equagBes de equilibrio) 3)

\

3 TEORIA DE VOLUMES FINITOS EM COORDENADAS POLARES

A Figura 1 ilustra uma estrutura axissimeétrica subdividida em N, =N,N_ sub-dominios
retangulares (retangulos polares) denominados subvolumes. Os parametros N, e N indicam
0 numero de subdivisdes correspondentes aos intervalos R, <r<R, +E e 0<O0<A,
respectivamente. Cada subvolume pode ser denotado por um Unico numero inteiro 1<q <N,
ou por um par de numeros inteiros f=1---,N, e y=1---,N , sendo o primeiro parametro
dado em funcéo destes dois ultimos. Por exemplo, o subvolume (A3,y) é aquele que ocupa a
posicdo S na posicdo radial e ¥ na posigéo circunferencial, ou g =ﬂ+(y—l)Nﬁ na estrutura

discretizada. Além disso, as solicitacGes e deslocamentos impostos a estrutura sdo aplicados
nas faces externas dos subvolumes localizados na periferia do modelo estrutural em termos de
valores médios das grandezas estaticas e cinematicas.

A

»lad »|
= Lol ) L}
Ry E
Figura 1. Estrutura discretizada em subvolumes retangulares (retangulos polares) e sistema de
coordenadas locais de um subvolume genérico.

A presente formulacdo utiliza polinémios de segundo grau expressos em funcdo das
coordenadas locais para aproximar as componentes do campo de deslocamentos em cada
subvolume, viabilizando, assim, a realizacdo de analises de tensGes em estruturas que se
apresentam em estado plano de tensGes ou de deformacdes. Estes polindbmios sdo dados por:

1 > e 1 , al
U@ =U® UG +09 U, +§[3(r“”) _ Iq Jui((qZ)O) +§[3<0(q)) _ Tq U@, 4)
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onde os valores Ui‘(qnﬂn) (para i=r,6) representam os coeficientes desconhecidos do campo de
deslocamentos.

3.1 Montagem da Matriz de Rigidez Local

Na presente formulagédo, faz-se necessario calcular os valores médios das componentes
do campo de deslocamentos nas faces dos subvolumes. Para isso, sdo utilizadas as seguintes
equacoes:

a2
_ 1%
oer == _[ui(q) (Fe /2,69 )46, para p=13 (5)
aq —ag /2
1 +6q/2
VALY = jui(‘”(r“” Fa, /2)dr® , para p=2,4 (6)
q —e,/2
onde Ui(q‘p) sdo os deslocamentos médios na face p de um subvolume genérico (.

Substituindo as componentes do campo de deslocamentos, Eqg. (4), nas duas equacdes
acima, sdo obtidas oito expressdes para 0s deslocamentos médios nas faces em fungdo dos
coeficientes do campo de deslocamentos. Tais expressdes podem ser organizadas
matricialmente da seguinte forma:

@ _ A (1@ . A@ @
U™ =AggU™ +a.U 0 (7)

@ — [@) g@d) @2 (a2 75(a3) 7(.3) 7(a.4) 7(a.4)

sendo U —[ur TP VA VP RV T N TR T ]T 0 vetor local de
adi @_[y@ yo y@ y (@

deslocamentos médios nas faces, U _[Uz?lo),UZ?OD,UZ?ZO),UZ?M),...,Usﬁoz)]T o vetor formado

pelos coeficientes de primeira e segunda ordem e U({) =[U§?30),U§?30)]T o vetor formado

pelos coeficientes de ordem zero. O vetor formado pelos coeficientes de primeira e segunda
ordem pode ser avaliado como fungdo dos deslocamentos médios nas faces e dos coeficientes
de ordem zero como segue:

@ _(a@ Y@ ( (@) )*1 @ @
U _(A(8><8)) u — A(8><8) a(8><2)U(OO) (8)

Substituindo as componentes do campo de deslocamentos nas Egs. (1) e (2), sdo obtidas
as componentes locais dos campos de deformacdes e de tensGes para um subvolume genérico
g em funcdo dos coeficientes do campo de deslocamentos. Vale ressaltar que para determinar

as componentes do tensor de tensdes, considerou-se o material do subvolume como sendo
elastico linear, isotropico e homogéneo. De posse de tais componentes, pode-se determinar as
componentes dos vetores de tensdes atuantes nas faces de um subvolume genérico, conforme
mostrado abaixo:

t@P (0@ )= F5@ (9@ Fe, /2), P (09 )=Fo@ (6 Fe, /2) (para p=13) 9)
@ (r@)=Fo@(r® Fa, /2), P (r?)=F6@ (r® Fa,/2) (para p=2,4) (10)

Avaliando as Equacdes (9) e (10) em termos médios nas faces de um subvolume
genérico, utilizando-se definicdes semelhantes aquelas apresentadas nas Egs. (5) e (6), sdo
encontradas oito expressdes que podem ser organizadas matricialmente como segue:

CILAMCE 2016
Proceedings of the XXXVII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Suzana Moreira Avila (Editor), ABMEC, Brasilia, DF, Brazil, November 6-9, 2016



A. R. C. dos Santos, M. A. A. Cavalcante

@ _Rp@ (1@ L @ | @
T =Bge) U™ +Digo) Uy (11)

sendo ’E(q):[t'r(q'l’,t}ﬁ‘“’,t'r‘q'z),'E@‘q'z),t'r(q'e”,t';q'”,t'r(q"‘),t'@“"“)]r o vetor local médio de tensdes
atuantes nas faces de um subvolume genérico q.

Nesta formulacdo, as equacOes diferenciais de equilibrio relativas a um subvolume sdo
satisfeitas em termos médios no volume, Eq. (3), resultando na seguinte equacado matricial:

(a) (@) (a) (@) _
q)(2><8)U +®(2><2)U(00) _0(2><1) (12)

onde sdo desprezadas as forgas de corpo b, e b,. Substituindo a expressdo que relaciona o

vetor formado pelos coeficientes de primeira e segunda ordem, Eq. (8), na equacdo de
equilibrio mostrada acima, Eq. (12), e isolando o vetor formado pelos coeficientes de ordem
zero na equacdo resultante, torna-se possivel expressar este ultimo vetor em funcéo do vetor
local de deslocamentos médios nas faces de um subvolume, conforme mostrado abaixo:

@ _ 7@ g©
U(OO) - a‘(2><8)u (13)

do a0, = (@, (AD, )'a®, —0@ ‘o (A®, ). Substituindo a Eq. (13) na Eq. (8
SeNdO dgg) = P 26)\Ase)) B2) ~ P22 28 \A@e ) - Substituindo a Eq. (13) na Eqg. (8),
pode-se encontrar uma relagdo matricial entre o vetor formado pelos coeficientes de primeira

e segunda ordem do campo de deslocamentos com o vetor local de deslocamentos médios nas
faces, resultando em:

U@ — A, @ (14)

onde AL, =(AQ, " —(AQ, J'a@,al?, . Finalmente, substituindo as Egs. (13) e (14) na
Eqg. (11), chega-se no sistema local de equacdes de um subvolume como mostrado a seguir:

T — Kggis)u(q) (15)

onde K =B Al + bl a5k representa a matriz de rigidez local de um subvolume
genérico (.

3.2 Montagem da Matriz de Rigidez Global

A matriz de rigidez global da estrutura € montada considerando-se a contribuicédo
individual de cada subvolume utilizado em sua discretizacdo. Se uma estrutura é subdividida

em N, subvolumes, considerando-se dois graus de liberdade por face, chega-se a um total de

Ny =2N,(N, +1)+2(N, +1)N  graus de liberdade globais associados a estrutura. Com base

nas condi¢cdes de compatibilidade cinematica e estatica, as quais sdo satisfeitas em termos
médios nas interfaces compartilhadas por subvolumes vizinhos, chega-se na seguinte
equacao:

T= K(Ngl’Ngl)U (16)

onde U:[Ul,---,Uw,]T e T:[t'1,~~-,t'Ng,]T sdo os vetores globais de deslocamentos e de
tensbes medias atuantes nas faces da estrutura discretizada, respectivamente. Com base nas
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condi¢bes de compatibilidade mencionadas acima, a matriz de rigidez global da estrutura
pode ser calcula como segue:

N

q
_ @ )T @ 1@
K(Ng.,Ng.)—Z(L(stg.) K eeLeny) (17)

=1

\r . Sl o - 7.
sendo L\, ) € (L((%)XNQI)) as matrizes de compatibilidade estética e cinematica da estrutura,
nesta ordem.

3.3  Solucéo do Sistema de Equactes Global

O sistema de equacdes global da estrutura pode ser escrito na forma mostrada abaixo,
apos serem consideradas as condi¢cdes de contorno nos vetores globais de deslocamentos e de
tensbes médias nas faces da estrutura discretizada:

T, B Ko K l[Uyg
{Td}_{Kdd chHUc} (18)

onde T, e T, representam o0s vetores de tensdes conhecidas e desconhecidas,
respectivamente, e U, e U, simbolizam os vetores de deslocamentos conhecidos e

desconhecidos, nesta ordem. Assim, os vetores de deslocamentos e de tensdes desconhecidas
podem ser determinados atraves das equacgdes apresentadas a seguir:

Ud :(ch )71Tc _(ch )71chUc (19)

Ty =KUs —K U, (20)

4 RESULTADOS NUMERICOS
4.1 Problema de Lamé

A Figura 2(a) ilustra o caso de um tubo de parede grossa de raio interno a =1.00 in e raio
externo b =1.35in, constituido de material isotropico elastico linear, cujas propriedades sdo
E = 29.10° psi e v = 0.22, submetido a pressdes uniformes nos bordos interno e externo,
cujos valores sdo P =5000 psi e P, =1000 psi, respectivamente. A solucdo analitica deste

problema foi apresentada pela primeira vez por Lamé no ano de 1852,

A solucdo analitica para este problema, considerando-se o tubo em estado plano de
deformac6es, pode ser encontrada em Timoshenko e Goodier (1980). Na anélise numérica,
utilizou-se uma malha constituida por 25x1 subvolumes dispostos na direcdo radial e
circunferencial, respectivamente. Em virtude das simetrias geométrica e das condi¢Bes de
contorno do problema, apenas um quarto do tubo foi analisado.

Na Figura 3 sdo confrontados os resultados obtidos com a presente formulacdo e a
solucdo analitica encontrada por Lamé, onde pode-se constatar uma boa concordancia dos
resultados numéricos em relagcdo aqueles obtidos com a solucédo analitica.
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Tensao Radial (psi)
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(a) Tubo de parede grossa (b) Viga curva engastada
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(c) Chapa com orificio circular
Figura 2. Estruturas analisadas com a formulagdo em coordenadas polares da Teoria de volumes

Finitos.
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Figura 3. Variacao da tensdo radial e circunferencial ao longo da parede do tubo.
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Figura 4. Campos de tenséo para a viga engastada.
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Figura 5. Variacdo das tensdes ao longo da secdo transversal média da viga (8 = m/2).
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4.2  Viga Curva Engastada

A Figura 2(b) ilustra o caso de uma viga de secdo transversal retangular e com eixo
curvo, engastada no bordo anti-horério e submetida a uma carga concentrada por unidade de
comprimento P =15kN no bordo horéario, constituida de material isotrépico elastico linear,
cujas propriedades sdo E =200 GPa e v = 0.22. A altura da secdo transversal mede
h=b—-a, onde a=1.50m e b=1.80 m indicam a distancia do centro de curvatura da viga
aos bordos interno e externo, nesta ordem.

A solucdo analitica, considerando-se o tubo em estado plano de tensdes, encontra-se em
Timoshenko e Goodier (1980). Na analise numérica, utilizou-se uma malha constituida por
30x133 subvolumes dispostos nas direc¢des radial e circunferencial, respectivamente.

As Figuras 4 e 5 exibem os resultados obtidos com a presente formulacdo e a solucdo
analitica. Como se observa, 0s resultados numéricos apresentaram uma boa concordancia com
aqueles provenientes da solugdo analitica, principalmente nas regiGes mais afastadas dos
bordos engastado e livre, devido ao Principio de Saint-Ventant, uma vez que nas regides mais
proximas das extremidades da viga, pode-se verificar algumas perturbac@es nas distribuices
de tensdo radial e cisalhante, que estdo relacionadas as diferencas nas condi¢des de contorno
impostas a formulagcdo numérica em relacdo aquelas empregadas na solucdo analitica.

4

10 3
& 6000
9000
25
8000 4000
7000 2 |
A 12000
6000 .
by
14000 -
3000 05 -2000
2000
. 0 -4000

Solucdo Numeérica

1000
-6000

5000
F 4000
2
I 12000
15
-~
" Eo
-
fos | | {2000
. 0 4000

9000
8000

7000

| 6000

O 5000
| {4000

3000

2000

Solucdo Analitica

1000
-6000

Tenséo Radial (Pa) Tenséo Circunferencial (Pa) Tenséo Cisalhante (Pa)
Figura 6. Campos de tensdo para a chapa tracionada com orificio circular.

4.3 Problema de Kirsch

A Figura 2(c) ilustra o caso de uma chapa com um orificio circular de raio a=0.1m
submetida a um estado de tenséo uniaxial na direcdo horizontal definido por S =10 kPa. As
distribuicbes de tensdo nas regides mais afastadas do orificio tendem a permanecer idénticas
aquelas encontradas para uma chapa sem orificio submetida & mesma solicitacdo, em virtude
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do principio de Saint-Venant. Entretanto, na periferia do orificio surgem altas concentracfes
de tensdes que podem ser analisadas numericamente considerando-se uma porc¢ao circular de
raio b =1.0m no interior da chapa e concéntrica com o orificio, impondo-se condi¢fes de
contorno em coordenadas polares equivalentes aquelas produzidas por um estado de tenséo
uniaxial horizontal. A solucdo exata deste problema, considerando-se uma chapa com
dimensdes infinitas, foi encontrada por Kirsch em 1898.

As expressdes da solucdo analitica para o campo de tensdes, considerando-se o tubo em
estado plano de tensdes, pode ser encontrada em Timoshenko e Goodier (1980). Devido a
simetria do problema, foi analisado apenas um quarto da chapa, utilizando-se uma malha
constituida por 39x39 subvolumes nas direcGes radial e circunferencial, respectivamente. A
Figura 6 exibe os resultados obtidos com a presente formulacdo e a solucdo analitica. Como
se observa, os resultados numéricos apresentaram uma boa concordancia com aqueles
provenientes da solucéo analitica.

5 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentada uma formulagdo em coordenadas polares da Teoria de
Volumes Finitos voltada para analise de tensfes de estruturas axissimétricas. Com o objetivo
de verificar a formulagdo proposta, foram analisados trés problemas cujas solucdes analiticas
sdo fornecidas pela Teoria da Elasticidade Linear. A comparacdo dos resultados numéricos
com os obtidos a partir das solu¢Bes analiticas confirmaram a eficiéncia da mencionada
formulacdo na andlise bidimensional de estruturas axissimétricas.
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