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Abstract. Nesse trabalho serão apresentados os modelos matemáticos para o problema elas-
todinâmico plano e para o problema da transferência de calor, em seguida suas respectivas
discretizações por meio do método dos elementos finitos. Ambos os modelos são utilizados para
descrever o problema de indução de tensões causadas por efeitos não mecânico, por exemplo,
efeitos térmicos. Em grandes estruturas de concreto massa a indução de tensões por efeitos
térmicos pode ser nociva à integridade da estrutura, uma variação de 10◦C pode ser suficiente
para induzir tensões de tração superiores às tensões útlimas resistidas pelo material. Os proble-
mas podem ser tratados de forma independente assumindo que a resposta mecânica não afeta
as condições do problema térmico, um pseudo acoplamento que simplifica a implementação
computacional. A solução das equações discretas pelo método dos elementos finitos é reali-
zada por meio das bibliotecas elastopy e diffuspy, produzidas em Python, ambas são
softwares livres e estão disponibilizadas através do ı́ndice de pacotes PyPi.
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1 INTRODUÇÃO

A análise de tensões induzidas por variações térmicas em grandes estruturas de concreto
é importante para avaliação da integridade do material quando ao surgimento de fissura e da-
nos em geral. O concreto por ser um material frágil, resiste pouco à deformação de tração. A
resistência última do concreto à deformação de tração está entre 0.6 a 1.0 ×10−4, que pode
ser causada por uma variação de temperatura entre 6 a 10◦C, Bofang (2013). A resistência do
concreto é afetada negativamente pela varição periódica das tensões que são induzidas pelo gra-
diente de temperatura, Ballivy, Benmokrane and Chaallal (1991). Leger, Venturelli and Bhat-
tacharjee (1993) apresentam uma metodologia de análise térmica e mecânica de longo prazo
para uma barragem gravidade sujeita a diversas condições de contorno térmicas, no entanto,
se limita à estimar o valor das tensões por meio de um coeficiente de relaxação do concreto.
Daoud, Galanis and Ballivy (1997) apresenta uma análise térmica transiente em uma barra-
gem de concreto gravidade usando o Método dos Elementos Finitos. Kuzmanovic, Savic and
Stefanakos (2010) também fazem uma análise térmica em uma barragem e compara modelos
bidimensionais e tridimensionais. Cervera, Oliver and Prato (1999) fazem um estudo acoplado
do problema térmico, quı́mico e mecânico do concreto e idades recentes onde foca-se na mode-
lagem do fenômeno da geração interna de calor.

No presente artigo, será apresentado a modelagem matemática para tratar do problema
termoelástico em estruturas. Os problemas térmicos e mecânicos serão tratados de forma in-
dependente, dessa forma, pacotes independentes são criados para resolvê-los, elastopy e
diffuspy. Ambos foram desenvolvidos em Python e estão disponı́veis no repositório oficial
PyPi. A discretização em elementos é feita utilizando o programa gmsh, que gera um arquivo
de texto que é interpretado por um módulo do pacote. O pós processamento também é realizado
em Python por meio das bibliotecas matplotlib e networkx.

2 MODELOS MATEMÁTICOS

Os modelos matemáticos utilizados para descrever os fenômenos fı́sicos são representados
por equações diferenciais. A formulação diferencial é obtida considerado um volume finito re-
presentativo do corpo e por meio da operação de limite calculam-se as densidades das variáveis
fı́sicas que são funções pontuais.

2.1 Elasticidade linear plana

O problema da elasticidade consiste em: dado um corpo, suas propriedades, suas restrições
de movimento, as forças de superfı́cie, as forças de corpo, um intervalo de tempo, a posição
inicial, a velocidade inicial, encontrar a posição de todos os pontos do corpo em todo o intervalo
de tempo.

As variáveis envolvidas no problema podem ser divididas entre fonte e configuração. As
variáveis de fonte1 para o problema da elasticidade são o impulso da força volumétrica, im-
pulso da força de superfı́cie e o momento contido no corpo. As respectivas densidades2 dessa

1Variáveis de fonte são aquelas que geram campos ou são a causa de algum fenômeno. Suas densidades também
são de fonte, Tonti (2013)

2As densidades são quantidades obtidas pela divisão das variáveis globais pela extensão do espaço ou tempo
ao qual se referem.
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variáveis são forças de corpo por unidade volumétrica f , forças de superfı́cie por unidade de
área t e densidade de momento p. As variáveis de configuração3 são o deslocamento total
u, o gradiente de deslocamento e a velocidade v. As variáveis são então ligadas por meio de
equações de campo. A equação que liga as variáveis de fonte do problema dinâmico é o balanço
de momento, em sua forma matricial

∂tp
law
= DTσ + f , (1)

onde, D é o operador gradiente simétrico, σ é o vetor com as componentes do tensor tensão
simétrico e o operador ∂t ≡ ∂/∂t. A conexão entre as variáveis de configuração, desloca-
mento de deformações especı́ficas ε, é realizada por meio das relações cinemáticas. Em forma
matricial é dada por

ε
def
= Du. (2)

A conexão entre variáveis de fonte e variáveis de configuração é feita por meio de leis
constitutivas do material. Nesse trabalho o modelo linear isotrópico é utilizado para relacionar
deformação e deslocamento. A densidade de momento também é relacionada por uma relação
constitutiva ao deslocamento. Ambas mostradas nas equações abaixo.

σ
mat
= C (ε− ε0) e p

mat
= ρ ∂tu,

onde, ρ é a densidade de massa do corpo e ε0 é a deformação causada por efeitos não mecânicos.

Explicitamente, as matrizes C eD são dadas por,

D ≡


∂x 0

0 ∂y

∂y ∂x

 , C ≡ E

1 − ν2


1 ν 0

ν 1 0

0 0
1 − ν

2

 .

2.2 Transferência de calor

O problema da transferência de calor consiste em: dado um corpo, suas propriedades, as
condições de contorno, a distribuição e intensidade de calor gerado no tempo e espaço, um
intervalo de tempo, distribuição inicial de temperatura, encontrar a temperatura em todos os
pontos do corpo e em todo o intervalo de tempo.

As variáveis de fonte são a densidade de corrente de calor q em [W/m3], a densidade de
energia interna U em [J/m3] e a fonte de calor interna σu. As variáveis de configuração são a
temperatura T em [◦C] e o gradiente de temperatura g em [◦C/m].

A ligação entre as variáveis de fonte é dada por uma lei de balanço, Eq. (3), na qual a
quantidade fı́sica equilibrada é a energia térmica.

∂tU
law
= ∇Tq + σq, (3)

onde,∇T ≡ [∂x ∂y].

3Variáveis de configuração são aquelas que descrevem a configuração de um sistema fı́sico, Tonti (2013).
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A conexão entre as variáveis de configuração é realizada por meio de uma definição,

g
def
= ∇T. (4)

A conexão entre as variáveis de fonte e configuração é obtida por,

q
mat
= −λg e U

mat
= U0 + ρ c T,

onde, λ é a condutividade térmica isotrópica em [W/m ·◦ C], c é o calor especı́fico do material
em [J/kg ·◦ C] e U0 é a densidade de energia num instante inicial.

3 DISCRETIZAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS
Discretização é o processo pelo qual reduz-se o número de graus de liberdade da formulação

diferencial a um número finito. Nesse trabalho utiliza-se o Método dos Elementos Finitos, Rao
(2013); Felippa (2004); Bathe (2006); Zienkiewicz (2005). Inicia-se o método assumindo a
forma da solução em subdomı́nios denominados elementos, denotados por sobrescrito “(e)”. A
solução assumida depende do tipo de elemento utilizado na divisão do domı́nio, nesse traba-
lho utilizou-se o elemento plano de retangular de quatro nós, funções interpoladoras bilineares.
Nesse caso a aproximação das variáveis de interesse primário num elemento são dadas por,

u(x, y, t) ≈N (e)u(e) e T (x, y) ≈ Ñ (e)
T (e)

onde, u(e) é o vetor com constantes desconhecidas para cada dimensão e cada um dos 4 nós do
elemento, T (e) é o vetor com constantes desconhecidas para cada nó. As matrizes N (e) e Ñ

(e)

contém a coleção de funções interpoladoras para o problema com 2 graus de liberdade por nó e
para 1 grau de liberdade por nó, respectivamente, e são dadas por,

N (e) ≡

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0

0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

 e Ñ
(e) ≡

[
N1 N2 N3 N4

]
.

As funções interpoladoras são funções das coordenadas naturais e podem ser expressas por,

Nn(ξ, η) =
1

4
(1 + ξnξ)(1 + ηnη) (5)

onde, (ξn, ηn) são as coordenadas de cada um dos 4 nós no espaço isoparamétrico.

Substituindo a solução aproximada nos respectivos problemas na forma fraca, obtém-se um
conjunto de equações algébricas que podem ser representadas matricialmente por,

M (e)ü(e) +K(e)u(e) = P (e) e K̃
(e)
T (e) = P̃

(e)
,

nesse caso, utiliza-se a forma estacionária do problema térmico tendo em vista que esse será
resolvido em cada passo do problema dinâmico. As matrizes e vetores do problema dinâmico
são formadas por,

M (e) =

∫
Ωe

(N (e))TρN (e) dΩe, (6)

K(e) =

∫
Ωe

(B)TCB dΩe, (7)

P (e) =

∫
Ωe

(N (e))Tf dΩe +

∫
Ωe

(B)TCε0 dΩe +

∫
Γe

(N (e))T t dΓe. (8)
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Nesse caso, a matriz B ≡ DN (e), Ωe e Γe são a superfı́cie e contorno de um elemento respec-
tivamente.

Para o problema térmico têm-se a seguinte matriz e vetor,

K̃
(e)

=

∫
Ωe

(B̃)TλB̃ dΩe, (9)

P̃
(e)

=

∫
Ωe

(Ñ
(e)

)Tσq dΩe +

∫
Γe

(Ñ
(e)

)TΦ dΓe, (10)

onde B̃ ≡ ∇Ñ (e)
.

4 DISCRETIZAÇÃO TEMPORAL

A discretização temporal para o problema dinâmico é efetuada por meio do método de
Newmark. O intervalo [0, t] é dividido em n partes iguais. Dessa forma, utilizando a notação
fn = f(n t), o método pode ser utilizando por meio das seguintes relações.

Mün+1 +Kun+1 = fn+1

un+1 = un + tu̇n +
1

2
t2ün + βt2 (ün+1 − ün)

u̇n+1 = u̇n + tün + γt (ün+1 − ün)

(11)

Isolando ün+1 na segunda expressão e substituindo na primeira, chega-se a um sistema linear
onde a solução é o deslocamento no passo seguinte. Os parâmetros γ e β são ajustes do método.
O método é incondicionalmente estável para o caso β = 0.25 e γ = 0.5, Chiba and Kako (1999).

5 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

A modelagem do problema termomecânico dinâmico foi feita utilizando duas bibliotecas
produzidas em Python, elastopy e diffuspy.

A biblioteca elastopy permite a solução do problema da elasticidade plana utilizando
o Método dos Elementos Finitos com elemento de quatro lados. No problema dinâmico a
discretização temporal é realizada utilizando o Método de Newmark. A entrada do programa
é a malha em formato padrão produzido pelo software gmsh. O problema é definido por um
script e a solução é obtida chamando as funções solver nos módulos estático ou dinâmicos.

A biblioteca diffuspy permite a solução do problema da difusão em um plano também
utilizando o Método dos Elementos Finitos. Nesse caso será utilizada como difusão de energia
térmica, ou problema de transferência de calor. Ela funciona da mesma forma que elastopy,
um script define o problema e a solução é obtida por uma função solver dos módulos esta-
cionário e transiente. O problema termoelastodinâmico pode ser resolvido utilizando a rotina
apresentada na Fig. 1.
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Figura 1: Esquema simplificado da rotina de cálculo realizada através dos pacotes elastopy e diffuspy.

6 RESULTADOS

Um estudo de caso será apresentado para demonstrar a utilização das bibliotecas pro-
duzidas. O problema estudado será o de uma barragem de concreto gravidade submetida à
solicitações mecânicas da pressão do reservatório e da força gravitacional distribuı́da no corpo
da barragem. As solicitações não mecânicas são a variação da temperatura ao longo de um dia, e
a geração de calor interno devido a hidratação do cimento. Ambas as condições de contorno po-
dem ser fornecidas como função no tempo e espaço uma vez que Python permite passar funções
como argumento de outras funções. Dessa forma o programa pode ser utilizado na modelagem
de problemas utilizando funções obtidas por meio de instrumentação.

A Figura 2(a), produzida utilizando matplotlib, mostra a geometria da barragem e a
Fig. 2(b), produzida pelo gmsh, mostra a malha utilizada. Na Figura 2(b), a malha ainda
apresenta o valor do parâmetro gamma que mede a qualidade dos elementos. Foram utilizados
436 elementos.

Figura 2: Geometria do problema (a), malha e qualidade da malha em (b).

6.1 Condições de contorno

Os carregamentos térmicos e mecânicos para o problema estão exemplificados na Fig. 3.
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Figura 3: Locação do carregamento térmico (a) e condições de contorno para o problema mecânico (b).

Para as condições mecânicas o deslocamento dos nós na linha zero, ver Fig. 2(a), foram
restringidos nas direções horizontal e vertical, nas linhas 1 e 10 o deslocamento nodal foi res-
tringido na direção horizontal apenas. A pressão hidrostática foi aplicado ao longo das linhas 8
e 9. As outras linhas apresentam tensão de superfı́cie nula. O módulo de elasticidade da barra-
gem de concreto é de E = 21 [GPa], da rocha (considerada basáltica) de Er = 62.6 [GPa]. O
coeficiente de Poisson da barragem e da rocha são 0.2 e 0.33 respectivamente. A densidade de
massa da barragem e da rocha são 2500 e 3011 [kg/m3].

O calor transferido na interface concreto-ar possui três origens: radiação solar, convecção
com o ar e radiação emitida pelo corpo da própria barragem. Pode-se assumir, como aproximação,
que a temperatura nessa interface segue a variação na temperatura do ar, portanto, como condição
de contorno será assumido uma variação senoidal no formato T (t) = T0 +Ta sin(2π/24(t−9))
onde T0 = 20 [◦C] e Ta = 15 [◦C]. A interface concreto e reservatório terá o mesmo com-
portamento da interface com o ar, no entanto com T0 variando com a profundidade, valendo 20
[◦C] no topo e 10 [◦C] no fundo. A variação devido ao calor ocorrido por radiação e convecção
é modelado por uma variação na temperatura com Ta = 5 [◦C]. Na fronteira da rocha será
considerado uma temperatura constante de 10 [◦C].

A geração de calor interna devido a hidratação do cimento foi modelada como um valor
constante σq = 0.05 [W/m3], o valor constante se deve ao fato de que a análise ocorre apenas
num pequeno intervalo de tempo, 1 dia. A condutividade térmica do concreto e da rocha utili-
zadas é 0.89 e 5 [J/ms◦C], respectivamente. O coeficiente de expansão térmica utilizado para
o concreto e para a rocha é 9.8 e 5.4 [◦C−110−6]. O calor especı́fico do concreto e da rocha é
820 e 840 [J/kg◦C], respectivamente.

6.2 Tensões Principais

Após resolver o problema termoelástico, as tensões podem ser recuperadas através dos
deslocamentos. Na rotina computacional produzida, o valor das tensões são obtidos para cada
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Figura 4: Campo de temperatura evoluindo no tempo.

elemento, em cada nó, e em seguida suavizado levando em conta quantos elementos dividem
o nó. A seguir serão apresentados os resultados para o campo de tensões principais, máximas
e mı́nimas, nos instantes t = 0, 8, 12, 16 e 20 [h]. A Figura 5 mostra as tensões principais
máximas e a Fig. 6 mostra as tensões principais mı́nimas. Observa-se que o valor das tensões
não sofreu variação perceptı́vel por meio dos gráficos no intervalo de tempo considerado.
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Figura 5: Tensões principais máximas em cinco instantes.

6.3 Deslocamento

Os deslocamentos nodais foram plotados utilizando a biblioteca netwrokx e estão apre-
sentados na Fig. 7. Os deslocamentos foram multiplicados por um fator de 1000 vezes.
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Figura 6: Tensões principais mı́nimas em cinco instantes.
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Figura 7: Deslocamento ampliado em 1000 vezes após 2 [h], na figura esquerda a geometria sem os elementos
e à direita com os elementos inclusos. Ambos os gráficos foram plotados em Python utilizando a biblioteca
networkx.

7 CONCLUSÃO

Conclui-se com esse trabalho que a implementação do Método dos Elementos Finitos em
Python através das bibliotecas elastopy e diffuspy podem ser utilizadas em conjunto para
modelar o problema termoelástico dinâmico. Essa combinação é possı́vel pois assume-se que
uma variação no campo de tensões, ou deslocamentos, não perturba o campo de temperaturas.
Nesse caso resolve-se o problema da transferência de calor independentemente do problema
elástico, apenas chamando o solver da biblioteca diffuspy.
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Análise Termoelástica em Concreto Massa Utilizando o Método dos Elementos Finitos

O análise térmoelástica dinâmica possui relevância no acompanhamento de grandes obras
que envolvam concreto massa, nesse caso, instrumentação e laboratórios para coleta dos parâmetros
fı́sicos são fundamentais para um estudo criterioso e significativo. Nesse trabalho os parâmetros
utilizados possuem cunho fictı́cio e foram colhidos na literatura sobre o assunto.

Com relação a linguagem escolhida, Python, conclui-se que apresenta vantagens no que diz
respeito a clareza com que o código é escrito, permitindo o fácil entendimento das rotinas; e na
arquitetura do programa que é organizado em módulos, classes e funções. As bibliotecas estão
equipadas com funções capazes de gerar animações no formato gif, o que facilita a visualização
temporal da evolução dos campos.

RECONHECIMENTOS
Esse trabalho contou com apoio financeiro do CNPq através do programa de bolsas de

iniciação cientı́fica.

REFERÊNCIAS
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