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Abstract. Nesse trabalho serdo apresentados os modelos matemdticos para o problema elas-
todinamico plano e para o problema da transferéncia de calor, em seguida suas respectivas
discretizacoes por meio do método dos elementos finitos. Ambos os modelos sdo utilizados para
descrever o problema de indugdo de tensoes causadas por efeitos ndo mecdnico, por exemplo,
efeitos térmicos. Em grandes estruturas de concreto massa a inducdo de tensoes por efeitos
térmicos pode ser nociva a integridade da estrutura, uma variacdo de 10°C pode ser suficiente
para induzir tensoes de tracdo superiores as tensoes ttlimas resistidas pelo material. Os proble-
mas podem ser tratados de forma independente assumindo que a resposta mecdnica ndo afeta
as condigées do problema térmico, um pseudo acoplamento que simplifica a implementa¢do
computacional. A solucdo das equacoes discretas pelo método dos elementos finitos é reali-
zada por meio das bibliotecas elastopy e diffuspy, produzidas em Python, ambas sdo
softwares livres e estdo disponibilizadas através do indice de pacotes PyP1.
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1 INTRODUCAO

A andlise de tensdes induzidas por variagdes térmicas em grandes estruturas de concreto
¢ importante para avaliacdo da integridade do material quando ao surgimento de fissura e da-
nos em geral. O concreto por ser um material fragil, resiste pouco a deformagao de tragdo. A
resisténcia ultima do concreto a deformacdo de tragio estd entre 0.6 a 1.0 x10~%, que pode
ser causada por uma varia¢do de temperatura entre 6 a 10°C', Bofang (2013). A resisténcia do
concreto € afetada negativamente pela varicao periddica das tensdes que sdao induzidas pelo gra-
diente de temperatura, Ballivy, Benmokrane and Chaallal (1991). Leger, Venturelli and Bhat-
tacharjee (1993) apresentam uma metodologia de andlise térmica e mecanica de longo prazo
para uma barragem gravidade sujeita a diversas condi¢des de contorno térmicas, no entanto,
se limita a estimar o valor das tensdes por meio de um coeficiente de relaxacdo do concreto.
Daoud, Galanis and Ballivy (1997) apresenta uma andlise térmica transiente em uma barra-
gem de concreto gravidade usando o Método dos Elementos Finitos. Kuzmanovic, Savic and
Stefanakos (2010) também fazem uma andlise térmica em uma barragem e compara modelos
bidimensionais e tridimensionais. Cervera, Oliver and Prato (1999) fazem um estudo acoplado
do problema térmico, quimico e mecanico do concreto e idades recentes onde foca-se na mode-
lagem do fendmeno da geragdo interna de calor.

No presente artigo, serd apresentado a modelagem matemadtica para tratar do problema
termoeldstico em estruturas. Os problemas térmicos € mecanicos serao tratados de forma in-
dependente, dessa forma, pacotes independentes sdo criados para resolvé-los, elastopy €
diffuspy. Ambos foram desenvolvidos em Python e estdo disponiveis no repositdrio oficial
PyPi. A discretizacdo em elementos € feita utilizando o programa gmsh, que gera um arquivo
de texto que € interpretado por um médulo do pacote. O pds processamento também € realizado
em Python por meio das bibliotecas matplotlib e networkx.

2 MODELOS MATEMATICOS

Os modelos matematicos utilizados para descrever os fendmenos fisicos siao representados
por equagdes diferenciais. A formulagdo diferencial € obtida considerado um volume finito re-
presentativo do corpo e por meio da operacdo de limite calculam-se as densidades das varidveis
fisicas que sao funcdes pontuais.

2.1 Elasticidade linear plana

O problema da elasticidade consiste em: dado um corpo, suas propriedades, suas restri¢des
de movimento, as for¢as de superficie, as for¢as de corpo, um intervalo de tempo, a posi¢cao
inicial, a velocidade inicial, encontrar a posi¢do de todos os pontos do corpo em todo o intervalo
de tempo.

As varidveis envolvidas no problema podem ser divididas entre fonte e configuracdo. As
varidveis de fonte! para o problema da elasticidade sdo o impulso da forca volumétrica, im-
pulso da forca de superficie e o momento contido no corpo. As respectivas densidades® dessa

"Varidveis de fonte sdo aquelas que geram campos ou sdo a causa de algum fendmeno. Suas densidades também
sdo de fonte, Tonti (2013)

2As densidades sdo quantidades obtidas pela divisdo das varidveis globais pela extensio do espaco ou tempo
ao qual se referem.
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varidveis sdo forcas de corpo por unidade volumétrica f, forcas de superficie por unidade de
drea t e densidade de momento p. As varidveis de configuracdo® sio o deslocamento total
u, o gradiente de deslocamento e a velocidade v. As varidveis sdo entdo ligadas por meio de
equagoes de campo. A equacao que liga as varidveis de fonte do problema dinamico € o balango
de momento, em sua forma matricial

op = Do + f, (1)

onde, D € o operador gradiente simétrico, o € o vetor com as componentes do tensor tensao
simétrico e o operador J; = 0/0;. A conexdo entre as varidveis de configuracdo, desloca-
mento de deformacdes especificas €, € realizada por meio das relacdes cinemdticas. Em forma
matricial € dada por

def

e = Du. ()

A conexao entre varidveis de fonte e varidveis de configuracdo € feita por meio de leis
constitutivas do material. Nesse trabalho o modelo linear isotrépico € utilizado para relacionar
deformacdo e deslocamento. A densidade de momento também é relacionada por uma relagcdo
constitutiva ao deslocamento. Ambas mostradas nas equagdes abaixo.

o = C(e—egp) e p = pou,

onde, p € a densidade de massa do corpo e ¢ é a deformacao causada por efeitos ndo mecanicos.

Explicitamente, as matrizes C' e D sao dadas por,

d, 0 1 v 0
E
D=1|o Iy | CEl 5 |V 1 0
-V 1—v
Oy 0y 0 0 5

2.2 Transferéncia de calor

O problema da transferéncia de calor consiste em: dado um corpo, suas propriedades, as
condi¢cdes de contorno, a distribuicdo e intensidade de calor gerado no tempo e espago, um
intervalo de tempo, distribui¢do inicial de temperatura, encontrar a temperatura em todos os
pontos do corpo e em todo o intervalo de tempo.

As varidveis de fonte sdo a densidade de corrente de calor q em [W/m?], a densidade de
energia interna U em [J/m?] e a fonte de calor interna o,. As varidveis de configuragdo sdo a
temperatura 7" em [°C| e o gradiente de temperatura g em [°C'/m].

A ligacdo entre as varidveis de fonte é dada por uma lei de balanco, Eq. (3), na qual a
quantidade fisica equilibrada € a energia térmica.

oU = Viq+o, 3)
onde, V' = [0, 0,].

3Varidveis de configuracdo sdo aquelas que descrevem a configuracdo de um sistema fisico, Tonti (2013).
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A conexdo entre as varidveis de configuracao é realizada por meio de uma defini¢3o,

g = VT. )

A conexao entre as varidveis de fonte e configuracao € obtida por,
qg= —)\g e U= Uy+pcT,

onde, A é a condutividade térmica isotrépica em [WW/m -° C], ¢ é o calor especifico do material
em [J/kg -° C| e Uy é a densidade de energia num instante inicial.

3 DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS

Discretizacao € o processo pelo qual reduz-se o nimero de graus de liberdade da formulacao
diferencial a um ndmero finito. Nesse trabalho utiliza-se o Método dos Elementos Finitos, Rao
(2013); Felippa (2004); Bathe (2006); Zienkiewicz (2005). Inicia-se o método assumindo a
forma da solug¢do em subdominios denominados elementos, denotados por sobrescrito “(e)”. A
solucdo assumida depende do tipo de elemento utilizado na divisdo do dominio, nesse traba-
lho utilizou-se o elemento plano de retangular de quatro nds, func¢des interpoladoras bilineares.
Nesse caso a aproximagdo das varidveis de interesse primario num elemento sdao dadas por,

u(z,y,t) ~ Nyl e T(x,y) ~ N0

onde, u(® é o vetor com constantes desconhecidas para cada dimenséo e cada um dos 4 nés do
elemento, T ¢ o vetor com constantes desconhecidas para cada n6. As matrizes N © e N ©
contém a cole¢ao de fung¢des interpoladoras para o problema com 2 graus de liberdade por né e

para 1 grau de liberdade por no, respectivamente, e sdo dadas por,

(e) Nl 0 NQ 0 N3 0 N4 0 ~ (e)
N = e N E[Nl Ny Nj N4].
0 N1 0 NQ 0 N3 0 N4

As fungdes interpoladoras sdo fungdes das coordenadas naturais e podem ser expressas por,
1
Nn(ﬁaﬁ) = Z(l_'_fnf)(l—i_nnn) )
onde, (&,,7,) sdo as coordenadas de cada um dos 4 nés no espago isoparamétrico.

Substituindo a solu¢do aproximada nos respectivos problemas na forma fraca, obtém-se um
conjunto de equacdes algébricas que podem ser representadas matricialmente por,

M©Og© { KOy© = p© ¢ K970 = p",

nesse caso, utiliza-se a forma estaciondria do problema térmico tendo em vista que esse serad
resolvido em cada passo do problema dindmico. As matrizes e vetores do problema dindmico
sdo formadas por,

M(e):/ (N(e))TpN(e) de, (6)
K© = / (B)"'CB 9, (7)

plo — / (NO)YT£d0° + / (B)TCeo dQ° + / (N©)Tgdre, (8)

e e
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Nesse caso, a matriz B = DN (e), Q2¢ e I'° s@o a superficie e contorno de um elemento respec-
tivamente.

Para o problema térmico t€ém-se a seguinte matriz e vetor,

K= / (B)"AB d, ©)

e

P = / (N'))q, d0e + / (NN are, (10)

4 DISCRETIZACAO TEMPORAL

A discretizacdo temporal para o problema dindmico € efetuada por meio do método de
Newmark. O intervalo [0, ¢] é dividido em n partes iguais. Dessa forma, utilizando a notago
fn = f(nt), o método pode ser utilizando por meio das seguintes relacoes.

My + Kty = f4
1

Isolando 1,1 na segunda expressdo e substituindo na primeira, chega-se a um sistema linear
onde a solu¢do € o deslocamento no passo seguinte. Os parametros v e 3 sdo ajustes do método.
O método é incondicionalmente estdvel para o caso 5 = 0.25 e v = 0.5, Chiba and Kako (1999).

5 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A modelagem do problema termomecénico dinamico foi feita utilizando duas bibliotecas
produzidas em Python, elastopy e diffuspy.

A biblioteca elastopy permite a solu¢cdo do problema da elasticidade plana utilizando
o Método dos Elementos Finitos com elemento de quatro lados. No problema dinamico a
discretizagdo temporal € realizada utilizando o Método de Newmark. A entrada do programa
¢ a malha em formato padrao produzido pelo software gmsh. O problema € definido por um
script e a solugdo € obtida chamando as func¢des solver nos médulos estatico ou dindmicos.

A biblioteca di f fuspy permite a solugdo do problema da difusdao em um plano também
utilizando o Método dos Elementos Finitos. Nesse caso sera utilizada como difusdo de energia
térmica, ou problema de transferéncia de calor. Ela funciona da mesma forma que elastopy,
um script define o problema e a solucdo é obtida por uma fun¢do solver dos mddulos esta-
ciondrio e transiente. O problema termoelastodindmico pode ser resolvido utilizando a rotina
apresentada na Fig. 1.
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diffuspy.steadystate
Material ' ! ; _solver()
. € , T,
: ANALISE TERMICA
Geometria/Malha :
_j) elastopy.dynamics " .
Carregamento : .solver()
Cond. Contorno — ! ,
Cond. Inicial : Newmark ANALISE DINAMICA .

Figura 1: Esquema simplificado da rotina de calculo realizada através dos pacotes elastopy e diffuspy.

6 RESULTADOS

Um estudo de caso serd apresentado para demonstrar a utilizagdo das bibliotecas pro-
duzidas. O problema estudado serd o de uma barragem de concreto gravidade submetida a
solicitagdes mecanicas da pressdo do reservatorio e da forca gravitacional distribuida no corpo
da barragem. As solicitacdes ndo mecanicas sdo a variacdo da temperatura ao longo de um dia, e
a geracao de calor interno devido a hidratacdo do cimento. Ambas as condi¢des de contorno po-
dem ser fornecidas como fun¢ao no tempo e espaco uma vez que Python permite passar fungdes
como argumento de outras fun¢des. Dessa forma o programa pode ser utilizado na modelagem
de problemas utilizando fung¢des obtidas por meio de instrumentagao.

A Figura 2(a), produzida utilizando matplotlib, mostra a geometria da barragem e a
Fig. 2(b), produzida pelo gmsh, mostra a malha utilizada. Na Figura 2(b), a malha ainda
apresenta o valor do parametro gamma que mede a qualidade dos elementos. Foram utilizados
436 elementos.

6
Tags

~ (s}
g
© 15

>

RN
13 |
y,

Superficie da Fundagdo
(a) (b)

Figura 2: Geometria do problema (a), malha e qualidade da malha em (b).

0T

Gamma
0.362 0423 0484 0.546 0.607 0668 0.73 0791 0.852 0.914
e T eeaa—

6.1 Condicoes de contorno

Os carregamentos térmicos € mecanicos para o problema estao exemplificados na Fig. 3.
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Interface
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10°C de hidratacdo 20°¢ I q|
o, =cte
> l Peso da fundagdo < |
10°C

| & & & |

Rocha /g (a) (b)

Figura 3: Locacao do carregamento térmico (a) e condicoes de contorno para o problema mecanico (b).

Para as condi¢des mecanicas o deslocamento dos nds na linha zero, ver Fig. 2(a), foram
restringidos nas direcOes horizontal e vertical, nas linhas 1 e 10 o deslocamento nodal foi res-
tringido na dire¢@o horizontal apenas. A pressao hidrostatica foi aplicado ao longo das linhas 8
e 9. As outras linhas apresentam tensao de superficie nula. O médulo de elasticidade da barra-
gem de concreto é de E' = 21 [G Pal, da rocha (considerada basaltica) de E, = 62.6 [GPal. O
coeficiente de Poisson da barragem e da rocha sao 0.2 e 0.33 respectivamente. A densidade de
massa da barragem e da rocha sdo 2500 e 3011 [kg/m?].

O calor transferido na interface concreto-ar possui trés origens: radiag¢do solar, convec¢ao
com o ar e radiac@o emitida pelo corpo da prépria barragem. Pode-se assumir, como aproximacao,
que a temperatura nessa interface segue a variacao na temperatura do ar, portanto, como condi¢ao
de contorno serd assumido uma variagio senoidal no formato 7'(t) = Ty + T, sin(27/24(t —9))
onde Ty = 20 [°C] e T, = 15 [°C]. A interface concreto e reservatério terd o mesmo com-
portamento da interface com o ar, no entanto com 7 variando com a profundidade, valendo 20
[°C] no topo e 10 [°C] no fundo. A variagio devido ao calor ocorrido por radiagéo e convecgdo
¢ modelado por uma variagdo na temperatura com 7, = 5 [°C/]. Na fronteira da rocha serd
considerado uma temperatura constante de 10 [°C].

A geragao de calor interna devido a hidratagao do cimento foi modelada como um valor
constante o, = 0.05 [W/m?], o valor constante se deve ao fato de que a anélise ocorre apenas
num pequeno intervalo de tempo, 1 dia. A condutividade térmica do concreto e da rocha utili-
zadas € 0.89 e 5 [J/ms°C], respectivamente. O coeficiente de expansdo térmica utilizado para
o concreto e para a rocha € 9.8 € 5.4 [°C~1107%]. O calor especifico do concreto e da rocha é
820 e 840 [J/kg°C], respectivamente.

6.2 Tensoes Principais

Ap6s resolver o problema termoeldstico, as tensdes podem ser recuperadas através dos
deslocamentos. Na rotina computacional produzida, o valor das tensdes sao obtidos para cada
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Time: 2h

Time: 8h
Time: 12h

Time: 16h 50

Time: 20h 45

40

Temperature "C

Figura 4: Campo de temperatura evoluindo no tempo.

elemento, em cada nd, e em seguida suavizado levando em conta quantos elementos dividem
o nd. A seguir serdo apresentados os resultados para o campo de tensdes principais, maximas
e minimas, nos instantes t = 0,8,12,16 ¢ 20 [h]. A Figura 5 mostra as tensdes principais
maximas e a Fig. 6 mostra as tensdes principais minimas. Observa-se que o valor das tensoes
ndo sofreu variacdo perceptivel por meio dos graficos no intervalo de tempo considerado.

Time: 2h
Time: 8h
Time: 12h
Time: 16h
Time: 20h

|
g
o

Principal stress maximum M Pa

I
INg
IS

I
w
N

Figura 5: Tensdes principais maximas em cinco instantes.

6.3 Deslocamento

Os deslocamentos nodais foram plotados utilizando a biblioteca netwrokx e estdo apre-
sentados na Fig. 7. Os deslocamentos foram multiplicados por um fator de 1000 vezes.
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Figura 6: Tensoes principais minimas em cinco instantes.
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Figura 7: Deslocamento ampliado em 1000 vezes apés 2 [h], na figura esquerda a geometria sem os elementos
e a direita com os elementos inclusos. Ambos os graficos foram plotados em Python utilizando a biblioteca
networkx.

7 CONCLUSAO

Conclui-se com esse trabalho que a implementacdo do Método dos Elementos Finitos em
Python através das bibliotecas elastopy e dif fuspy podem ser utilizadas em conjunto para
modelar o problema termoeldstico dinamico. Essa combinagdo € possivel pois assume-se que
uma variacdo no campo de tensdes, ou deslocamentos, ndo perturba o campo de temperaturas.
Nesse caso resolve-se o problema da transferéncia de calor independentemente do problema
eléastico, apenas chamando o solver da biblioteca di f fuspy.
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O andlise térmoeldstica dinamica possui relevancia no acompanhamento de grandes obras
que envolvam concreto massa, nesse caso, instrumentacao e laboratdrios para coleta dos parametros
fisicos sao fundamentais para um estudo criterioso e significativo. Nesse trabalho os parametros
utilizados possuem cunho ficticio e foram colhidos na literatura sobre o assunto.

Com relagdo a linguagem escolhida, Python, conclui-se que apresenta vantagens no que diz
respeito a clareza com que o codigo € escrito, permitindo o fécil entendimento das rotinas; e na
arquitetura do programa que € organizado em mddulos, classes e funcdes. As bibliotecas estao
equipadas com funcdes capazes de gerar animagdes no formato gif, o que facilita a visualiza¢ao
temporal da evolu¢ao dos campos.
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