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RESUMO: Dentro de um contexto de verificagdo e validagdo de modelos computacionais levando-se em conta
incertezas de medicdo, ¢ realizado um estudo que demonstra de forma clara e objetiva o uso da metodologia de
calculo de incertezas do ISO-GUM em um problema de vibragdes mecéanicas. Partindo-se de uma montagem
experimental simples ¢ definido um modelo matematico do experimento usando pardmetros concentrados e os
valores experimentais dos parametros do modelo, com suas respectivas incertezas de medi¢do. Usando-se o
modelo desenvolvido e realizando-se os ensaios experimentais, ¢ demonstrado o uso da metodologia de
propagagdo de incertezas do ISO-GUM para se determinar a frequéncia natural do sistema vibrante. O trabalho
demonstra a aplicagdo da metodologia do ISO-GUM considerando as abordagens analitica e experimental. O
estudo incluiu ainda o uso de analise de sensibilidade da resposta da estrutura, para refinamento do modelo
matematico e determinacdo dos pardmetros relevantes para a dindmica da estrutura. Demonstra-se que a correta
quantificagdo das incertezas ¢ fundamental na comparagdo de resultados analiticos/numéricos e resultados
experimentais, aumentando a confianga na significancia dos mesmos. Apresentam-se os resultados obtidos,
juntamente com a descri¢@o do aparato experimental usado. A organizagdo do trabalho favorece a compreensdo da
metodologia do ISO-GUM e sua aplicagdo em praticas de validagdo de modelos computacionais, cada vez mais
necessarias na industria, para garantir a qualidade das simulagdes realizadas.

Palavras Chaves: propagac¢ao de incertezas, [ISO-GUM, validacao de modelos, metrologia.

ABSTRACT: Within a context of verification and validation of computational models taking into account
measurement uncertainties, this paper shows, in a objective way, the use of the ISO-GUM methodology for
uncertainty calculation in a problem of mechanical vibration. Starting from a simple experimental setup, a
mathematical model of the experiment was developed using lumped parameters and the experimental values of
model parameters, with their respective measurement uncertainties. Using the developed model and carrying out
the experimental tests, are shown the use of the ISO-GUM method to propagate the uncertainties in determining
the natural frequency of the vibrating system. The work demonstrates the application of ISO-GUM methodology
in analytical and experimental approaches. The study included the use of the response sensitivity analysis of the
structure to refine the mathematical model and to determine the relevant parameters to the dynamics of the
structure. It is shown that the correct quantification of uncertainties is essential in the comparison of
analytical/numerical results and experimental results, increasing confidence in the significance thereof. The paper
presents the results obtained, together with a description of the experimental apparatus used. The organization of
the paper improves the understanding of ISO-GUM methodology and its application in practical validation of
computational models, increasingly needed in the industry, to ensure the quality of simulations.

Keywords: propagation of uncertainty, ISO-GUM, model validation, metrology.

RESUMEN: Dentro de un contexto de verificacion y validacién de modelos computacionales teniendo en cuenta
las incertidumbres de medicién, es un estudio que muestra de manera objetiva el uso de la metodologia de calculo



de la incertidumbre del ISO-GUM en un problema de la vibracién mecanica. A partir de una configuracién
experimental simple se define un modelo matematico del experimento utilizando parametros concentrados y los
valores experimentales de los parametros del modelo, con sus respectivas incertidumbres de medicion. Usando el
modelo desarrollado y llevando a cabo los ensayos experimentales, se muestran usando el método de propagacion
de incertidumbre del ISO-GUM en la determinacion de la frecuencia natural del sistema de vibracion. El trabajo
demuestra la aplicacion de la metodologia del ISO-GUM considerando los enfoques analiticos y experimentales.
El estudio incluyd el uso del analisis de sensibilidad de la respuesta estructural para refinar el modelo matematico
y determinar los parametros relevantes para la dindmica de la estructura. Se muestra que la cuantificacion
correcta de incertidumbres es esencial en la comparacion de los resultados analiticos / numéricos y los resultados
experimentales, aumentando la confianza en la importancia de estos. Se presenta los resultados obtenidos, junto
con una descripcién del aparato experimental utilizado. La organizacion del trabajo favorece la comprension de
la metodologia del ISO-GUM y su aplicacidn practica en la validacion de los modelos computacionales, cada vez
mas necesarias en la industria, para garantizar la calidad de las simulaciones.

Palabras clave: propagacién de la incertidumbre, ISO-GUM, validacién de modelos, metrologia.



1. INTRODUCAO
O uso crescente de modelos computacionais na inddstria cria a necessidade de se garantir a
qualidade dos resultados produzidos por simulagdes computacionais. Diante da proliferacéo
de softwares e da sofisticacdo dos mesmos, 0 uso de modelos computacionais no projeto e
analise de sistemas de engenharia é cada vez mais frequente. Contudo, devido a propria
sofisticacdo dos pacotes computacionais e a tentativa de simplificacdo da interface com o
usuario, bem como da multiplicacdo de métodos de modelagem disponiveis, surgem questdes
guanto a validade e qualidade dos modelos computacionais usados e dos resultados deles
advindos. Juntamente com os resultados das simulacGes deve-se apresentar o detalhamento da
metodologia de modelagem, das hipéteses de simplificacdo, de como os parametros do modelo
foram obtidos, de como a simulacdo foi feita e de como os resultados foram tratados e
criticados. Nessa linha e para garantir a qualidade das simulacdes computacionais usadas na
engenharia, a Sociedade Americana de Engenharia Mecéanica (ASME, na sigla em inglés),
langou em 2006 o “Guide for Verification and Validation in Computational Solid Mechanics”
(ASME, 2006), com diretrizes gerais a serem seguidas para a verificacdo e validacdo de

modelos computacionais.

A verificacdo de modelos computacionais diz respeito aos testes do cddigo computacional
implementado, verificando se 0 mesmo representa exatamente o modelo matematico, segue
corretamente a metodologia de solucéo e fornece os resultados adequados a essa metodologia
e modelo. Ja a validacdo se ocupa de avaliar se o modelo computacional representa
corretamente o fendmeno fisico real que se pretende simular, levando-se em contas o0s
pardmetros do sistema e as condi¢es de contorno. Assim a validacdo de modelos envolve
necessariamente a realizacdo de experimentos, que por sua vez devem também ser realizados
de forma a garantir a qualidade e confiabilidade dos resultados (Aguiar, et. al., 2003) e (ABNT,
2005).

Coleman e Steele (2009) chamam a atencéo de que mesmo a solugédo analitica de modelos usa
em uma ou mais etapas valores obtidos experimentalmente seja para a caracterizagédo dos
pardmetros do modelo, ou na definigdo das hipoteses ou pressupostos usados nas simplificagdes
do modelo analitico. Assim, tanto na solucdo de modelos analiticos (usando valores realistas
obtidos experimentalmente) quanto na comparacdo dos resultados entre modelos e

experimentos deve-se levar em conta a qualidade dos valores obtidos por meio de medicGes.



Oberkampf e Roy (2010), que tratam detalhadamente dos métodos de verificacdo e validacdo
de modelos em seu livro, destacam que a validagdo de modelos vai além da calibracdo de
modelos (onde se busca apenas ajustar os valores do modelo para aproximar os resultados
experimentais), mas envolve também testes para verificar erros nas consideracdes e hipoteses
de modelagem, onde a analise de sensibilidade e métodos experimentais diferentes devem ser
considerados.

Um ponto comum em todas essas obras e normas é a importncia de se caracterizar
corretamente e com confiabilidade os resultados experimentais. A completa caracterizacdo de
uma grandeza medida (em laboratorios ou no “chao de fabrica™) exige que se explicite, além de

seu valor mais provavel (valor medido), também a incerteza associada a essa medicéo.

Uma metodologia, reconhecida internacionalmente, para expressar o resultado de medicdes e
suas respectivas incertezas foi publicada em 1993; baseada em uma proposta do Bureau
International des Pois et Mesures (BIPM), apoiada pela ISO — International Organization for
Standardization e outras seis organizacdes internacionais. Esse documento, conhecido como
“ISO-GUM - Guide to the expression of uncertainty in measurement” foi revisado e ampliado
nos Ultimos anos, sendo sua versdo mais recente de 2008 (JCGM, 2008). A aplicacdo desse
guia nos ensaios realizados em laboratérios de pesquisa contribui com o aumento da
confiabilidade metroldgica dos resultados obtidos sem afetar a metodologia de pesquisa
(Felippes e Diniz, 2007) e (Diniz, 2009).

Apesar de reconhecido internacionalmente e aplicado na industria na medicdo de grandezas
importantes na fabricacao e controle de processos, o ISO-GUM ainda é pouco usado em ensaios
laboratoriais e na validagdo de modelos, principalmente quando se envolve varias grandezas ou

processos de identificagdo como nos ensaios de vibracao e analise modal.

Assim, este trabalho apresenta um exemplo de aplicacdo do ISO-GUM no célculo de incertezas
de resultados experimentais e na solucdo de modelos analiticos usando valores experimentais,
para subsidiar a verificacdo e validacdo de modelos computacionais usados na anélise modal
de estruturas. Procura-se, com este texto, apresentar a metodologia de uma forma clara para
que seja usada em aulas experimentais dos cursos de vibragdes mecanicas, incentivando as boas
praticas de experimentacdo, calculo de incertezas, e aumentando a confiabilidade dos resultados
das simulagbes computacionais. Desta forma, considera-se uma estrutura vibrante simples,
construida em laboratorio, constituida por uma viga longa de pequeno diametro rotulada em

uma extremidade e sustentada por uma mola na outra. A montagem experimental € modelada



como um sistema com apenas um grau de liberdade e o modelo é validado por experimentos

gue seguem rigorosamente a metodologia de calculo de incerteza do ISO-GUM.

O estudo de vigas em vibragdo é um campo classico da pesquisa em engenharia. Apesar do
rigor cientifico com que foram realizados os inimeros estudos numéricos e experimentais no
passado, apenas nos ultimos trinta anos comecaram a surgir trabalhos preocupados com a
presenca de incertezas e aleatoriedades nas estruturas estudadas (Vanmarcke e Grigoriu, 1983)
(DerKiureghian e Ke, 1988). Estes estudos podem ser agrupados em trabalhos de simulacdo
numeérica, considerando a presenca de incertezas nos parametros (Silva Jr e Beck, 2011) ou nas
condicdes de contorno (Ritto et. al., 2008) da estrutura; e trabalhos experimentais, que incluem

a quantificacdo de incertezas na analise dos resultados obtidos.

A guantificacdo de incertezas em problemas de simulacdo numeérica volta-se prioritariamente
para a definicdo de uma distribuicdo de probabilidade que represente corretamente a
aleatoriedade dos sistemas fisicos modelados (Sampaio e Cataldo, 2010) e para os métodos de

solucdo desses problemas (Diniz et al., 2011).

Dentre os recentes trabalhos experimentais, destacam-se o estudo de Laizans (2014), que lista
varias grandezas de influéncia que causam incertezas nas medi¢fes em sistemas vibrantes, e 0
artigo de Laborde e Calvi (2012) que quantifica a incerteza de Funcdes Resposta em
Frequéncia, obtidas em ensaios de varredura em seno. No tocante a sistemas de monitoracéo
de vibracGes, Granhen et al. (2007), aplicam a metodologia do ISO-GUM na quantificacdo da
incerteza experimental de uma cadeia de medicdo de vibragcdo, usando o LabView®, e
Eidukeviciute e Volkovas (2007) avaliam a influéncia das incertezas desses sistemas nas

tomadas de decisao sobre o estado de funcionamento dos equipamentos monitorados.

Contudo ainda sdo poucos os trabalhos de verificacao e validacdo de modelos de estruturas, que
integram os dois grupos de estudos mencionados, que aplicam as metodologias de calculo de
incerteza do ISO-GUM.

Espera-se com esse trabalho contribuir com a divulgacéo do uso da metodologia do 1ISO-GUM
e com a adocdo de boas préaticas para a validacdo de modelos computacionais na area de

dindmica de estruturas e analise modal.

Sao apresentados a seguir uma introducdo ao método de calculo de incertezas do ISO-GUM
(secdo 2) e a aplicagdo do mesmo na solucdo do modelo analitico (usando valores

experimentais) e na realizacdo de um experimento de validacdo (secOes 4 e 5). A descricdo da



montagem experimental é feita na se¢do 3. Apresentam-se também comentarios e conclusdes

na secao 6.

2. AMETODOLOGIA ISO-GUM PARA CALCULO DA INCERTEZA DE
MEDICAO

A aplicacdo do ISO-GUM para o calculo da incerteza de medicao envolve, de maneira geral,

as seguintes etapas:

1- Defini¢do do mensurando (grandeza que se quer medir);

2- Definicdo do modelo de medi¢ao e das grandezas de entrada (relacionando todas as
grandezas necessdrias para determinar o valor do mensurando);

3- Determinar os valores estimados e as incertezas padrao das grandezas de entrada;

4- Determinar o valor estimado do mensurando (usando o modelo de medigao);

5- Determinar a incerteza padrdo combinada do mensurando;

6- Determinar a incerteza expandida do mensurando para um intervalo de confianga
definido (se for o caso).

A definicdo do mensurando (Y) esta diretamente relacionada ao fenbmeno que se quer estudar,
ndo sendo uma tarefa (na maioria das vezes) complicada. As demais etapas serdo detalhadas a
seguir, observando-se a metodologia definida pelo ISO-GUM.

O modelo de medicéo ( f) expressa matematicamente a relagéo entre o mensurando (Y) e cada
uma das grandezas de entrada (Xi), incluindo as eventuais corre¢des necessarias:

Y:f(Xll‘XZP"'FXiI"'IXn) (1)

O valor estimado (x;) da grandeza de entrada (X;) é obtido com base em analise estatistica
ou outros meios (tabelas, constantes fisicas, certificados de calibracéo, etc.). No caso de varias
medicdes, o melhor estimador é a média aritmética (x) dos “n” valores experimentais.

A incerteza padréo “u(xi)” da grandeza de entrada pode ser obtida, segundo o ISO-GUM,
de duas maneiras:

i) Avaliacdo tipo A da incerteza padrdo da grandeza de entrada. Obtida por meio da
analise estatistica, ela usa o desvio padrdo amostral dos resultados experimentais obtidos:

1 - )
u(x) = n(n—_l);(xi % )

ii) Avaliacdo tipo B da incerteza padrdo da grandeza de entrada. Obtida por outros meios,
que ndo a analise estatistica, e baseada nas informacges disponiveis, tais como:

- dados de medicdes prévias;



- experiéncia com ou conhecimento geral do comportamento e das propriedades
materiais e instrumentos relevantes;

- especificacOes do fabricante;

- dados fornecidos em certificados de calibracédo e outros certificados;

- incertezas atribuidas a dados de referencia extraidos de manuais.
A estimativa do mensurando (y), também chamada de grandeza de saida, é determinada
usando-se 0 modelo de medicdo. Para o célculo da incerteza padrdo combinada do
mensurando, “u.(y)”, no caso de grandezas de entrada ndo correlacionadas, usa-se a Equacéo
(3), resultante do desenvolvimento em Série de Taylor até a primeira ordem do modelo de
medicéo (f):
1/2

u:(y) = 3)

i (g) u(x)?

Se for necessario fornecer uma incerteza expandida “U”, cujo propoésito é prover um intervalo

[y—U, y+ U] com o qual se espera abranger uma extensa fracdo da distribuicdo de valores
gue podem razoavelmente ser atribuidos ao mensurando “Y”, deve-se multiplicar a incerteza-
padrdo combinada “uc(y)” por um fator de abrangéncia “k”, levando-se em conta o grau de
liberdade “ver” do mensurando. Assim, considerando os graus de liberdade “vi”, de cada
grandeza de entrada “x;”, o grau de liberdade do mensurando é dado por:

Ue(¥)14

5]
= (4)

Para uma grandeza obtida a partir de “n” medigdes, o grau de liberdade “v” é igual a (n-1). Para
uma avaliaco tipo B de incerteza, o grau de liberdade ser& considerado infinito. O grau de
liberdade deve ser um namero inteiro, portanto, quando necessario, deve ser arredondado para

0 inteiro superior mais proximo.

Esse procedimento sera empregado na continuacdo deste trabalno com o objetivo de

exemplificar o uso do ISO-GUM em experimentos de vibragdo e analise modal.

3. DESCRI(;AO DA BANCADA EXPERIMENTAL
Considera-se neste trabalho a vibracéo livre amortecida de uma barra rotulada e sustentada por
uma mola na extremidade oposta. Consideram-se diferentes niveis de amortecimento e

medindo-se a vibragéo da barra, identifica-se a frequéncia natural e o amortecimento viscoso



do sistema. O experimento foi realizado na bancada didatica desenvolvido no Laboratorio de
Vibragdes da UnB (Oliveira Neto et al, 2006), usando a montagem mostrada na Figura (1).

Figura 1: Montagem experimental.

O sistema é composto por uma barra (1) de secc¢do transversal circular rotulada no ponto “O”
e sustentada por uma mola (2) na outra extremidade. A medicéo da vibrag&o no plano vertical
¢ feita usando um acelerdmetro (4) e um dispositivo amortecedor é usado para implementar
diferentes condigdes de amortecimento viscoso. Este dispositivo é constituido por uma barra
(vertical) com trés discos de diferentes diametros (3a) que se movimentam dentro de um
recipiente cheio de agua (3b).

Variando-se a quantidade de agua dentro do recipiente podem-se ter quatro condicGes: i) Sem
amortecimento; ii) com amortecimento pequeno (s6 um disco mergulhado); iii) com
amortecimento médio (dois discos mergulhados); iv) com amortecimento grande (trés discos
mergulhados). Deve-se destacar que mesmo quando o dispositivo de amortecimento ndo é
usado, a montagem experimental ainda possui um pequeno amortecimento causado pelo atrito
na rotula. Para fins de comparacdo a barra com os trés discos € mantida suspensa na barra
principal, mesmo para o caso “‘sem amortecimento”.

Na Figura 1 pode-se ver ainda um motor elétrico (5) que é usado s6 nos ensaios de vibracdes
forcada, mas, por estar montado na barra principal e por sua massa afetar a dindmica do
conjunto, foi considerado mesmo nos ensaios de vibragoes livres. O computador (6) é usado
para a aquisicao e tratamentos dos dados medidos.



Os instrumentos utilizados na medicdo das grandezas importantes no experimento e suas

respectivas resolugdes estdo explicitados na Tabela (1).

Tabela 1: Instrumentag8o utilizada na montagem experimental.

Instrumento Resolucéo Grandeza medida
0,19 Massa dos componentes (barra, motor,
(110* kg) | acelerometro e amortecedor)

0,5 mm Comprimento da barra e localiza¢do do
(5:10“* m) | motor, da mola e do amortecedor.

Balanca digital Sartorius 2351

Trena

Acelerdmetro PCB Piezotronics

modelo 353 B03 0,03m/s?2 | Vibracéo da barra

Para aquisicdo e tratamento dos dados medidos foi desenvolvido um instrumento virtual usando
o LabView® e uma placa de aquisicdo de dados da National Instruments. O LabView® é um
ambiente de programacdo grafica, desenvolvida pela National Instruments, que utiliza
programacéo por blocos, onde icones, em vez de linhas de texto, sdo usados para criar sistemas
de medicdo e controle. A placa de aquisi¢do usada foi a NI cDAQ 9174 juntamente com 0
moédulo de alta velocidade NI 9234, ambos da National Instruments. Foi usado ainda um
amplificador modelo 480C02 da PCB Piezotronics para condicionamento do sinal do

acelerbmetro.

O Instrumento Virtual desenvolvido para este trabalho adquire os dados do acelerémetro e os
processa de modo a fornecer, como resultado, os graficos de deslocamento pelo tempo e o
espectro de frequéncia do sinal. Para plotar o grafico de deslocamento o instrumento virtual
integra o sinal da aceleracdo, medido pelo acelerdmetro. Para chegar ao espectro de frequéncia
o0 instrumento virtual realiza a Transformada de Fourier do sinal do deslocamento, obtendo
assim um gréafico de amplitude pela frequéncia.

Na figura 2 ¢ mostrado o diagrama de blocos desenvolvido no LabView® e na figura 3 é
possivel observar o painel frontal do instrumento virtual. Nele sdo plotados os graficos para
analise visual do sinal, a medida que o ensaio esta sendo realizado como também a média das
medicdes ja realizadas. O nimero de médias, a taxa de amostragem e a ordem da Transformada
Répida de Fourrier (FFT) podem ser alterados diretamente no painel; esses fatores influenciam
na qualidade do sinal lido e na quantidade de itens que sdo lidos a cada amostragem. E
importante salientar que uma maior quantidade de médias, uma taxa de amostragem alta e uma
FFT de ordem maior implicam em um sinal com maior qualidade, porém, requerem um trabalho
computacional maior. Portanto, um comprometimento entre esses fatores deve ser considerado

de forma a obter um sinal com qualidade desejavel sem que o processamento seja muito lento.



Figura 2: Diagrama de blocos desenvolvido no LabView® para captacdo e processamento do sinal.
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Figura 3: Painel frontal do instrumento virtual desenvolvido para o experimento.

4. MODELO MATEMATICO DA MONTAGEM EXPERIMENTAL

Para aplicacdo da metodologia de célculo de incertezas definida pelo ISO/GUM deve-se
determinar o modelo matematico que relaciona a grandeza de saida (grandeza de interesse) e as
grandezas de entrada. No caso do experimento considerado € necessario relacionar a vibragédo
transversal da viga (deslocamento e frequéncia) com as massas (inércias), rigidez e
amortecimento da montagem experimental.

Assim o0 sistema esquematizado na Figura (4)(a) foi modelado, usando parédmetros
concentrados, resultando em um unico elemento de massa com um grau de liberdade na diregéo
vertical, mostrado na Figura (4)(b). A origem do sistema de coordenadas é o ponto 1 da Figura
(4)(a), onde esta localizado o acelerémetro, de modo que as comparagGes entre os resultados

analitico e experimental consideram o mesmo ponto de referéncia.



Sdo considerados os efeitos inerciais do acelerébmetro (m,), do amortecedor (m.), da mola
(my), do motor (m,,,) e da barra (m;,). As respectivas distancias das massas ao eixo de rotacéo
“O” estao ilustradas na Figura (4)(a). Além disso, tanto o comprimento da barra quanto a
distancia da extremidade livre ao eixo de rotacdo tém o mesmo valor, indicado como “L”, na
figura.

m i xl—
c
= Keg
1 45
i : 3 :.
i éq
Lz 'I
P L : l
- | | iceq
i L ;
Figura 4: a) Diagrama da modelagem b) Modelo matematico

A modelagem matematica do sistema é feita aplicando-se a segunda Lei de Newton para
encontrar a equacao do movimento, além das equacfes da energia cinética e potencial de
deformacéo para determinar a massa e a rigidez equivalentes (Cochin & Cadwallender, 1997).

O modelo matematico serve para o calculo da frequéncia natural do sistema e para a
propagacdo da incerteza de medigdo. De modo a avaliar quais componentes do modelo
influenciam significativamente na dindmica do sistema foi feita uma analise de sensibilidade
considerando os diferentes elementos da montagem experimental.

4.1. EQUACAO DO MOVIMENTO PARA O SISTEMA EQUIVALENTE
A equagao do movimento para um sistema massa-mola-amortecedor com um grau de liberdade,
como mostrado na Figura (4)(b) ¢ dado por:

MegX(t) + cx(t) + kegx(t) = F(t) (5)

2

onde "m,;” € “k.q” sdo, respectivamente, a massa ¢ a rigidez equivalentes da montagem

experimental usada. O amortecimento ¢ indicado pela constante “c” e “F(¢)” representa a forca
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de excitagdo, dependente do tempo “¢”, assim como o deslocamento “x(#)”. No caso, considera-
se o sistema em vibragao livre e assim o forgamento ¢ nulo, com F(#)=0.

Da solucdo da equagdo diferencial (5) definem-se a frequéncia natural do sistema “w,”,
relacionando a massa e a rigidez, e, devido a presenca de amortecimento, a frequéncia natural

amortecida “w,;” (Cochin & Cadwallender, 1997):
ke
Wy, = m—e‘: e Wy = wy/1 — &2

sendo “£” ¢ o fator de amortecimento.
Assim o movimento de um sistema fracamente amortecido pode ser caracterizado por uma

funcdo harmoénica com decaimento:

x(t) = Ae~$®ntcos(wy + @) (6)

6 9

onde “A4” indica a amplitude do deslocamento e “p” a fase do movimento.
O valor do fator de amortecimento pode ser obtido experimentalmente considerando a diferenca

de amplitude “a” entre dois picos do grafico de deslocamento pelo tempo. Sendo “X,,” a

amplitude no n-ésimo pico do grafico de deslocamentos tem-se:

X, Ae¢@nfcos(wgt+ @) efwn(zﬂ)

= 57 @wq
Xn —fon(t+2E
Ae n( “’d)cos(wdt+ )

(7)

Assim, define-se “a” como o logaritmo natural da Eq. 7:
(%) = 1o (Fn(52)) = _2im
a=In (Xn) =In <e d = ¢wy (wn — 52) (8)

Entdo, se § « 1, tem-se /1 — &2 = 1 e o valor do fator de amortecimento é :

& = 2]—7_[ com j=1,23.. 9)

4.2. RIGIDEZ EQUIVALENTE TOTAL

O célculo da rigidez equivalente é feito considerando a energia potencial de deformacao do
sistema. Sendo a barra rigida, o unico componente com energia potencial de deformacéo é a
mola, de rigidez “k”, fixada a uma distancia “L:” da rotula. Entdo, basta calcular o efeito da
mola na posicdo de referéncia (onde esta fixado o acelerdbmetro, indicado por “L>”). Assim a

rigidez equivalente “keq” é dada por:



fea = k<%> (10)

4.3. MASSA EQUIVALENTE TOTAL E INFLUENCIA DAS MASSAS DOS
COMPONENTES

A massa equivalente da montagem experimental foi calculada considerando que todos os
elementos fixados a barra se movimentam em torno da rétula “0” com uma mesma velocidade
angular “6”, visto que a barra é rigida. Assim, considerando todos os elementos ¢ tomando
como referéncia o ponto 1 da Fig. (4)(a) (localizagcdo do acelerometro), a energia cinética do

b

sistema equivalente “EC,,” ¢ dada pela soma da energia cinética de cada componente ¢ a da

propria barra (Cochim & Cadwallender, 1997):

1 1 )
ECoq = EmqueZq = E(mmV,,zl + m V2 + mgV2 + m Vi +1,6%) (11)

Sendo: “me,” € “Ve,”, respectivamente, a massa e a velocidade equivalente;
“mn” € “Vu”, respectivamente, a massa e a velocidade do motor elétrico;
“m:” e “V.”, respectivamente, a massa e a velocidade do sistema de amortecimento;
“ma” e “V,”, respectivamente, a massa e a velocidade do acelerometro;
“mi” e “Vi”, respectivamente, a massa equivalente e a velocidade da mola;

“I»” 0o momento de inércia da barra e “O” a velocidade angular da barra.

Deve-se observar que o se se chama de velocidade na Eq. (11) (indicado por V) trata-se da
velocidade tangencial do conjunto no ponto do elemento considerado.
Com a hipotese de pequenos deslocamentos pode-se considerar:

Ve Ve Vo Ve _Va

Ly Ly Ly Ly L,
Sabendo-se que o momento de inércia de uma barra cilindrica em relagdo ao seu centro de
massa (localizado em L/2) corresponde a um terco do produto de sua massa pelo seu
comprimento € que apenas um terco da massa real de uma mola causa efeitos inerciais no

sistema (Cochin & Cadwallender, 1997) entdo, sendo as massas da barra “m;” e da mola “M;”,

os valores de “I” e “mi” na Equacdo (11) sdo dados por :
1

I, = —m,.L? e m, =—-M
b= 3Mp k=3 Mk

Assim, a massa equivalente do sistema ¢ dada por:



L.\? L\?2 1 LN\? 1 L\?
meg = mn (1) +me(32) +matzm(i) +3mi (7) (12)
2 2 2

Os valores das massas de cada componente, bem como dos comprimentos das distdncias

correspondentes foram determinados experimentalmente e estdo indicados na Tabela 2.

Tabela 2: valores das massas e distancias usadas na equagéo (12).

Elemento Massa (kg) Distancia Comprimento (m)
Mola — M, 0,002 L; 0,6530
Acelerdmetro — m, 0,074 L> 0,5070
Amortecedor — m, 0,090 L; 0,4870
Motor — m,, 0,564 Ly 0,1295
Barra — m;, 0,164 L 0,6640

b

Assim a massa equivalente total “me,”, incluindo todos os elementos da montagem
experimental, ¢ de 0,288 kg. Esse valor foi tomado como referéncia para as analises de

sensibilidade seguintes.

4.3.1. Andlise do efeito da massa da mola
Para se avaliar o efeito da massa da mola (M) sobre a massa equivalente total (m.,), tomou-se

como referéncia a frequéncia natural do sistema sem considerar a massa da mola e a calculou-
se a frequéncia natural do sistema considerando diferentes valores para a massa da mola.
Chamou-se de erro devido a massa da mola “e,,” a diferenca percentual entre a frequéncia

natural de referéncia “w;” e a frequéncia natural incluindo a massa da mola “w,”:

(—1 — 2)
sm 1 ( )
Em seguida variou-se a massa da mola até que a frequéncia natural do sistema sofresse uma

variagdo de 1%, como mostrado na Figura (5).



Erra (%)

i H i '
o =1 10 15 =20 25 30
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Figura 5: Influéncia da massa da mola na frequéncia natural do sistema.

Assim verifica-se que ¢ necessaria uma variacao de 30 g na massa da mola para causar uma
variagdo de 1% na frequéncia natural do sistema. Como a massa medida para a mola foi de
apenas duas gramas, pode-se desconsiderar o seu efeito, pois se estaria cometendo um erro de

apenas 0.067% na frequéncia natural do sistema.

4.3.2. Analise do efeito da massa do acelerémetro
E sabido que a massa do acelerdmetro deve influenciar o minimo possivel na frequéncia natural

do experimento, de modo que a medi¢do ndo afete a dindmica do sistema, sendo comum ignora-
la na modelagem da massa equivalente. Porém neste trabalho, considerando o rigor metroldgico
e sua aplicacdo no ensino de engenharia, foi feito uma analise do efeito da massa do
acelerdmetro e de seu suporte sobre a frequéncia natural do sistema. Neste caso, tomou-se
como referéncia a frequéncia natural do sistema sem a massa do acelerémetro e consideraram-
se diferentes valores para a massa do acelerémetro (m,) até um valor de 100g, como mostra a
Figura (6). Como no caso da mola, a Figura (6) mostra a diferenca percentual entre o valor da

frequéncia natural do sistema sem o acelerébmetro e com o acelerémetro.

Emo (%)

o i i i i i i i i L
a 10 =20 30 40 50 50 7o 50 20 100
Massa do acelerdmetro (g)

Figura 6: Influéncia da massa do acelerémetro na frequéncia natural do sistema.



Pelo grafico, vé-se que o acelerdbmetro deve ter uma massa méxima proxima de 5 g para que,
ao se desconsiderar sua influéncia, o erro ndo passe de 1%. No caso do experimento realizado
a massa do acelerdbmetro (incluindo o suporte) é de 74 g e, ao ser desconsiderada, implicaria
em um erro na frequéncia natural superior a 14%. Mostra-se, assim, a importancia de se avaliar
metrologicamente a influéncia da massa do sensor (e do sistema de fixacdo do mesmo) na

realizacdo de experimentos de analise modal.

4.3.3 Efeito das massas do amortecedor, da barra e do motor
Obviamente esses trés elementos ndo devem ser ignorados por serem partes constituintes do

sistema experimental e influenciarem na dindmica do mesmo. Fazendo-se 0 mesmo tipo de
analise dos dois casos anteriores, verificou-se que as diferencas nos valores da frequéncia
natural séo de 6,5 %, 17,64 % e 25,77 %, respectivamente para o0 motor, para a barra e para o
amortecedor. Deve-se lembrar de que a participacao de cada componente no valor da frequéncia
natural depende ndo apenas de sua massa, mas também da posicdo relativa na montagem.
Assim, mesmo tendo uma massa elevada, por estar perto da rétula o motor tem uma influéncia

menor no valor da frequéncia natural que 0s outros componentes.

5. ANALISE DE INCERTEZAS

Apresenta-se nesta se¢do o calculo da incerteza da frequéncia natural aplicando a metodologia
do ISO GUM as expressdes analiticas do modelo dinamico. O objetivo é demonstrar o uso da
metodologia do 1ISO GUM em um caso simples, com apenas um grau de liberdade, onde as
equac0es analiticas sdo conhecidas e de facil solucao.

5.1 ABORDAGEM ANALITICA

Analiticamente, a frequéncia natural é obtida a partir das defini¢cGes obtidas da solu¢do da Eq.
(5), item 4.1. E possivel, portanto, encontra-la a partir da massa equivalente (meg) e da rigidez
equivalente do sistema (Keq).

Visando calcular a incerteza padrdo associada a frequéncia natural analitica, devem-se calcular
as incertezas da massa equivalente e da rigidez equivalente do sistema e, posteriormente,
propagé-las usando a Equacéo (3).

5.1.1 Calculo da incerteza da massa equivalente
Visto que a massa da mola pode ser desconsiderada (se¢do 4.3.1), a massa equivalente do
aparato experimental é dada por:

L3 1 L
Meq = m(E)Z mC(E)Z + mg + gmb(E)z (14)

Para a avaliacdo tipo A da incerteza, usou-se a Equacéo (2). Levando em consideracdo que a
incerteza analisada pela avaliacdo tipo B € proveniente da resolucdo do instrumento de medicao,



considera-se, em conformidade com o ISO GUM, uma distribuicdo de probabilidade retangular
(JCGM, 2008):

(ay—a_)?
12

u(y) = (15)

Onde “a+” € o0 extremo maximo do intervalo de resolucdo e “a ” o0 extremo minimo.

Para encontrar o valor do grau de liberdade “v.r;” de cada grandeza de entrada, deve-se
considerar que as contribuicdes para a incerteza padrdo (uc) sdo obtidas de duas formas
individualizadas: avaliacdo tipo A da incerteza (uca) e avaliagdo tipo B da incerteza (Uch).
Portanto, o grau de liberdade total de cada grandeza de entrada pode ser obtido como:

4

Uca* + ucp®

Veff  Veffa Veffyp

Uc

(16)

Os valores para o grau de liberdade da avaliagéo tipo A da incerteza (”effa) e para o grau de
liberdade da avaliacéo tipo B da incerteza (”effb) sdo obtidos conforme descrito na secao 2.

Apresentam-se na Tabela 3 os valores da estimativa das grandezas, com suas respectivas
avaliacdes tipo A e tipo B da Incerteza, bem como a incerteza padrdo e o grau de liberdade.

Tabela 3: Resultados experimentais e incertezas

Grandeza | Estimativa da | Avaliacdo tipo | Avaliacdo Tipo | Incerteza Grau de
de entrada | grandezade | A da Incerteza | B da Incerteza Padréo liberdade
entrada (Verr)
m, 0,74 kg +1.10"5kg +6.107°kg | +£7.1075kg 10
My 0,564 kg +1.10"%kg +6.107%kg | +7.107%kg 10
m, 0,090 kg +1.10"%kg +6.107%kg | +7.107%kg 10
my, 0,164 kg +1.10 kg +6.107%kg | +£7.1075kg 10
Ly 0,653 m +2.107%*m +3.107*m +5.107*m 3
Ly 0,507 m +2.107*m +3.107*m +5.107*m 3
Lj 0,4875m +2.107*m +3.107*m +5.107*m 3
Ly 0,1295m +2.107%*m +3.107%*m +5.107*m 3
L 0,664 m +2.107%*m +3.107%*m +5.107*m 3

Com os valores da tabela 3, pode-se calcular a estimativa da massa equivalente (Eq 14) e sua
incerteza combinada, usando a Eq. (3).

Considerando os graus de liberdade das grandezas de entrada (Eq 4), calculou-se a Incerteza
Expandida para um intervalo de confianga de 95%.



Assim, a massa equivalente obtida foi:

meq = (288 +3).1073 kg (17)

5.1.2 Calculo da incerteza da rigidez equivalente
Para determinacdo da rigidez equivalente do sistema faz-se necessaria a determinacdo da

constante “k’ da mola usada.

A constante elastica da mola foi determinada experimentalmente, aplicando-se a Lei de Hooke,
em um ensaio estatico onde massas conhecidas foram penduradas a mola e o correspondente
alongamento desta foi medido. As massas foram medidas em uma balanca digital com resolucéo
de uma grama (incerteza de + 1-10° kg) e o alongamento da mola foi medido usando um
graminho com nonio e incerteza de + 1-10° m. Assim a rigidez da mola utilizada era de
245,1333 N/m com incerteza (obtida usando o procedimento do ISO-GUM) de + 1-10°3 N/m.

Usando a Eq. (10), os valores das grandezas de entrada da Tabela 3 e aplicando a metodologia
ISO GUM, obteve-se a estimativa da rigidez equivalente juntamente com a incerteza expandida
para um intervalo de confianga de 95%.

Assim, a rigidez equivalente é:
keq = 406 + 2 N/m (18)

5.1.3 Célculo da frequéncia natural do sistema e da sua incerteza
A frequéncia natural “w,” do sistema em Hz € definida como:

1 /ﬂ
Wp = - Teq (19)

A melhor estimativa para a frequéncia natural pode ser definida pela substituicdo dos melhores
valores da massa equivalente e da rigidez equivalente na Eq. (19). Portanto a melhor estimativa
€ 5,9808 Hz.

Desde que as grandezas de entrada nédo séo relacionadas entre si, calcula-se a incerteza padréo
da frequéncia natural fazendo-se o desenvolvimento de Taylor da Eq. (19), considerando “w,,”
a grandeza de saida “y” (mensurando) e sendo “Keq” € “Meq” as grandezas de entrada “x;”. Para
tanto se faz necessario a determinagédo das primeiras derivadas parciais da frequéncia natural
com relacdo a massa e a rigidez equivalente:

a(l)n _ 11 1 e a(l)n _ 1 1 keq
Okeq 2m 2 4| KegMegq 0Meq 2m 2Meq | Megq

Assim aplicando-se a Eq. (3), tem-se:



u(w,) = [(%‘"q ) ulkey? + () (u(meq))Z]E 20)

eq

1
2 2 2

o) =13 Jrm) () (i i) )] €0

Substituindo-se na Eq. (21) os valores determinados nos itens 5.1.1 e 5.1.2, chega-se a incerteza
combinada da frequéncia natural:

u(w, ) = 0,031 Hz

O grau de liberdade efetivo da frequéncia natural analitica “w,,”, calculado aplicando-se a Eq.
(4), resulta em 1, de modo que, consultando a tabela t-Student, se determina que o fator de
abrangéncia deve ser igual a 13,97. Portanto a incerteza expandida da frequéncia natural
analitica sera 0,433 Hz.

Desta maneira, o valor da frequéncia natural “w,,” deve ser expresso, segundo o ISO-GUM,
como:

w, = 5,98 + 0,43 Hz

5.2 Abordagem experimental

A frequéncia natural determinada na secao anterior, usando a abordagem analitica, ndo leva em
conta 0 amortecimento existente no sistema. Para fins de validacdo de modelos é preciso
realizar ensaios experimentais onde o amortecimento ndo deve ser desprezado. Considerando a
dificuldade de uma correta modelagem do amortecimento usando a abordagem analitica, 0
mesmo deve ser determinado experimentalmente. Assim nesta se¢do apresenta-se a
metodologia experimental usada para a determinacdo da frequéncia natural amortecida e do
amortecimento da montagem experimental usada, bem como das incertezas associadas.



5.2.1 Célculo frequéncia natural amortecida e sua incerteza associada
A frequéncia natural amortecida experimental (wq) foi obtida através da andlise do espectro de
frequéncia da vibragdo medida. A Figura (7) mostra os espectros de sete ensaios realizados
plotados em um mesmo grafico, onde o pico corresponde a frequéncia natural amortecida, cujo
valor encontrado em todos os sete ensaios foi de 6,0717 Hz.

Figura 7: Espectros de frequéncia.
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Para se determinar a incerteza padrao da frequéncia natural amortecida deve-se levar em conta
as incertezas de medicao do acelerémetro, da placa de aquisic¢ao e do instrumento virtual usado.
As medicOes feitas consistiram em sinais no tempo que posteriormente foram transformados
para o dominio da frequéncia. Esses sinais no dominio da frequéncia permitem identificar a
frequéncia natural amortecida a partir do pico de amplitude do espectro. Considerando a
configuracdo da placa e do instrumento virtual o espectro de frequéncia foi obtido com uma
resolucdo em frequéncia de 0,125 Hz.

Portanto a avaliacdo tipo B da incerteza da frequéncia natural amortecida, usando a eq. (15)
leva ao valor de + 0,072 Hz. Assim a estimativa da frequéncia natural amortecida para um
intervalo de confianca de 95%, usando o ISO-GUM, é:

wg = 6,02+ 0,07 Hz



5.2.2 Fator de amortecimento e frequéncia natural
Para determinar o fator de amortecimento do sistema foi aplicado o0 método de meia-amplitude

que determina o decaimento logaritmo dos sinais de deslocamentos medidos nos ensaios. Para
tanto foi desenvolvida uma rotina em Matlab® que usando os dados obtidos pelo instrumento
virtual plota os graficos de deslocamento e ajusta uma curva exponencial envelopando o sinal
medido, como mostrado na Figura (8). A curva envelope é aproximada por uma fungédo
exponencial “X(t)” representando a variacdo do deslocamento no tempo (t), obtida

experimentalmente:
Figura 8: Envelope do decaimento do deslocamento medido.

x(t) = X. e~S@nt (22)
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Assim foi possivel determinar o produto “§w,,” €, utilizando a relacdo entre a frequéncia natural
amortecida, a frequéncia natural e o fator de amortecimento, montar um sistema de equacGes

para extrair o valor do fator de amortecimento e da frequéncia natural do sistema:
() =X.e7nt 5 2(t) =0,0121.e7929% . E ., = 0,2946
Wy = wn.\/?iz - 6,017 = wn.\/?iz

Resolvendo o sistema obteve-se os valores de ¢ = 0,04846 e wn = 6,07884 Hz.

Para determinag&o da incerteza associada ao valor da frequéncia natural € necessario considerar

0s varios ensaios realizados e aplicar a metodologia do 1ISO-GUM, o que se faz a seguir.



Analisando os varios sinais de deslocamento obtidos com o instrumento virtual no Matlab®, foi
possivel obter as melhores estimativas em cada ensaio para o valor de {w,,. Os sinais medidos

estdo mostrados na figura 9 e as melhores estimativas na Tabela 4.
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Figura 9: Respostas no tempo.

Tabela 4: Melhores estimativas do ensaio para o valor de {w,.

Melhor estimativa
de Ew,, [HZ]
1 0.3167
0.2813
0.2837
0.2717
0.2972
0.3314
0.2800

Ensaio

N[OOI~ WIN

Para se determinar a melhor estimativa de “€w,,” calculou-se a média aritmética das melhores
estimativas dos ensaios e, fazendo-se a avaliacdo tipo A da incerteza padrdo, chega-se ao
resultado:

Ew, = 0,29 + 0,02 Hz

Assim a expressdo, segundo o ISO-GUM, da frequéncia natural do sistema, obtida

experimentalmente (w;,.), é:



Wne = 6,0+ 1,1 Hz

Devido as incertezas de medicao experimentais serem maiores gque as consideradas no calculo
analitico, a incerteza da frequéncia natural experimental € maior que a incerteza da frequéncia
natural analitica. Contudo os valores encontrados para as frequéncias naturais sdo bem

préximos e contidos nos intervalos de incerteza que se sobrepdem.

6. COMENTARIOS E CONCLUSOES

De modo a subsidiar praticas de validagdo de modelos usando métodos metrologicamente
confiaveis, aplicou-se a metodologia de célculo de incertezas definida pelo ISO-GUM no
estudo da vibragdo transversal de uma viga, rotulada em uma extremidade e sustentada por uma
mola na outra, modelada, por parametros concentrados, como tendo apenas um grau de
liberdade.

Foi desenvolvido inicialmente um modelo matematico representativo da dinamica da
montagem experimental, incluindo todos os componentes estruturais presentes na bancada
usada nas aulas praticas de vibragdes. Para refinar esse modelo calculou-se a influéncia de cada
componente na dinamica de todo o conjunto, levando-se em conta as incertezas de medigao.
Dessa analise verificou-se que a massa da mola usada pode ser desprezada enquanto que as
massas do acelerometro e de seu suporte devem ser consideradas. No caso estudado, a ndo
consideracdo da massa do acelerometro e seu suporte no modelo dindmico levam a erros na
frequéncia natural do sistema em torno de 14 % e, portanto, muito superiores as incertezas de
medi¢ao.

Considerando que a solu¢ao do modelo matematico, representativo do experimento realizado,
faz uso de valores obtidos experimentalmente, incluiu-se as incertezas desses valores na
expressdo da frequéncia natural do sistema, definido também um intervalo de confianga para
esse resultado. Assim, mostrou-se no trabalho que a aplicagdao da metodologia do ISO-GUM
permite definir a incerteza expandida para a solugdo da equacdo do modelo matematico,
elevando a confianga da significancia desta, sem aumentar o trabalho de calculo nem prejudicar
o foco do estudo.

De modo a validar o modelo matematico usado, foram realizados ensaios para determinacao
experimental da frequéncia natural do sistema. Nesse caso também foi utilizada a metodologia
do ISO-GUM e verificou-se que o resultado experimental, considerando um intervalo de

confian¢a de 95%, engloba o resultado analitico, indicando a validade do modelo matematico



de apenas um grau de liberdade para representar a dindmica da estrutura estudada. A maior
incerteza do resultado experimental se deve a metodologia usada para identificacdo da
frequéncia natural experimental. Configurando-se o instrumento virtual para uma taxa de
amostragem mais alta (menor resolucao) poder-se-ia diminuir a incerteza de medigao.

Apesar da simplicidade do sistema e do modelo matematico correspondente, pode-se verificar
que a validacdo deste, seguindo boas praticas experimentais, se constitui em um significativo
exemplo para o ensino das metodologias e técnicas envolvidas, servindo para ilustrar os
métodos de quantificagdao de incertezas, tao relevantes nos processos de validagdo de modelos

computacionais usados em simulagdes.
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