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Abstract: O crescimento populacional aliado ao desenvolvimento industrial proporcionou um aumento nos eventos
de polui¢do hidrica. Sabe-se que os corpos hidricos, além de promoverem a sustenta¢do da vida humana e dos
ecossistemas, também sdo os principais receptores dos residuos gerados pelas atividades antrépicas e que muitas
vezes estes residuos ndao recebem o tratamento adequado antes do langamento no ambiente. Tendo em vista, a
protecdo da saude humana e a manutencdo da qualidade hidrica, faz-se necessario entender os processos que
ocorrem no corpo receptor apds o langcamento de um poluente. Os processos que governam a dispersdo de
poluentes sdo numerosos e complexos, de forma que ndo é possivel descrevé-los sem a utilizagdo de modelos
matematicos. Os modelos matematicos constituem um instrumento de gestdo ambiental indispensavel para garantir
a seguranca das pessoas e do ambiente. Desta forma, no presente estudo é considerado um modelo matematico de
dispersdo de poluentes no plano bidimensional (longitudinal e vertical) em regime transiente, para investigar o
fendbmeno de dispersdo de poluente em um corpo hidrico, tendo como objetivos principais apresentar uma
abordagem de solugdo analitica e comparar o modelo com dados experimentais obtidos da literatura. A solugdo
analitica proposta utiliza o método de separagdo de varidveis com uma transformacdo de similaridade. Para
investigar o modelo proposto, sdao apresentados graficos do comportamento da concentragdo em fungdo da
distancia e do tempo, mostrando o seu comportamento na forma espacial e temporal. Os resultados demonstram
que o modelo consegue representar o fendmeno adequadamente.

Palavras-chave: Solugdo analitica; Separagdo de varidveis; Transformacdo de similaridade; Dispersdo de poluentes;
Corpo hidrico.

Simulation of a two-dimensional transient model applied on pollutants
dispersion in waters bodies

Abstract: The population growth associated with industrial development provides an increased on the rate of critical
pollution events. It is clear that water bodies in addition to sustain the human life and ecosystems are also the
principal receptors of liquids wastes from human activities and many times theses wastes don’t receive an adequate
treatment before disposal. Bearing in mind, the protection of human health and maintenance of water quality is
necessary the knowledge of these process that occur on the water body before a pollutant disposal. These process
involved on pollutants dispersion are numerous and complex otherwise is impossible describe then without employ
a mathematical model. Mathematical models are an instrument of environmental management essential to ensure
that the human and environmental security. In this paper is considerate a two-dimensional (longitudinal and vertical)
transient model of pollutant dispersion to investigate the phenomenon of pollutant dispersion in a water body, these
work aim’s to present an approach of analytical solution and compare the model with experimental data from
literature. The analytical solution is solved using separation of variables helped with a similarity transformation. An
for investigate the model proposed are presented charts of concentration behavior versus a function of time and
distance, showing these behavior spatially and temporally, the results show the model are able to represent the
phenomenon.

Keywords: Analytical solution; Separation of variables; Similarity transformation; Pollutants dispersion; Water body.

RIPE 2019, 5; 1-12, doi: 10.26512/ripe.v5i1.19267 m www.periodicos.unb.br/ index.php/ripe



RIPE 2019, 5, doi: 10.26512/ripe.v5i1.19267 2

1. Introdugdo

A utilizagdo crescente dos recursos hidricos pode gerar uma série de impactos negativos capazes de
comprometer o equilibrio ambiental e gerar conflitos. O aumento na demanda pela d4gua tem como consequéncia
direta a ampliagdo das descargas de recursos hidricos contaminados (Tucci, 2008), sabe-se que o tratamento dos
efluentes gerados pelas atividades humanas ainda ndo é satisfatério (Cunha & do Carmo Calijuri, 2013).

A poluicdo é uma alteracdo indesejavel das caracteristicas fisico-quimicas e bioldgicas de um sistema que cause
OuU possa causar prejuizo a saude, sobrevivéncia ou atividades dos seres humanos e outras espécies ou deteriorar
materiais (Braga et al., 2005). Dentre as principais fontes de polui¢cdo das dguas estdo a falta de saneamento basico, o
langcamento de efluentes industriais tratados indevidamente, projetos de irrigacdo e a exploragdo dos recursos
hidricos para fins energéticos (de Barros, 2004).

Para antever e evitar a ocorréncia dos eventos de poluicdo torna-se necessario entender a dinamica das
substancias no ambiente natural. Os processos que governam o transporte e a difusdo de poluentes sdo numerosos e
de uma complexidade tal que ndo é possivel descrevé-los sem a utilizagdo de modelos matematicos, que resultam,
entdo, em um instrumento técnico indispensdvel para a gestdo ambiental e seguranga das pessoas (Ramos et al.,
2015). Além de representarem adequadamente o fend6meno da dispersdo de poluentes, quando comparados as
pesquisas experimentais se mostram mais eficientes por serem econdmicos e ndo apresentarem problemas
operacionais (Oliveira, 2015).

Sera apresentado neste trabalho um modelo matematico bidimensional no plano longitudinal e vertical, para sua
resolucdo utilizam-se o método de separacdo de variaveis (Ozisik, 1993) e a técnica de transformac3o de similaridade
(Hansen, 1964). O objetivo principal é apresentar uma solugdo que expresse a concentra¢cdo de um determinado
poluente em um corpo hidrico para investigar um estudo de caso.

2. Modelagem

O problema abordado neste trabalho é investigar a dispersdo de poluentes em corpos hidricos através da
modelagem matematica, para isso utiliza-se a equagao bidimensional em regime transiente descrita como:
ac i ac 9%¢ (1)
Jat d0x Z 0272
onde C é a concentracdo média do poluente (g.m %), & representa a velocidade média do escoamento (m.s™)
na direcdo longitudinal e &, representa o coeficiente de difusdo turbulenta (m2s™) na direcdo z. Na area de
engenharia ambiental os modelos bidimensionais sdo utilizados com muita frequéncia, por este motivo o presente
trabalho tem como objetivo apresentar um modelo bidimensional no plano longitudinal vertical. Esses modelos sdo
normalmente usados para rios estreitos e profundos em que a difusdo turbulenta lateral € muito menor que a vertical.
Para obter a Eq.(1) sdo consideradas as seguintes hipéteses fundamentais de Barros (2004):

N C . o . dc dé
e O fluxo de massa na diregao vertical é muito maior que na diregdo transversal, ou seja: &, > g, E;
e A superficie e o leito do rio ndo sdo dispersivos, ou seja, ndo ha migracdo do poluente através destes
contornos;

e O efeito difusivo na direcdo longitudinal é desprezivel quando comparado com o termo advectivo;

e O langcamento do poluente é continuo; a area transversal do rio varia gradualmente com a direcdo
longitudinal e a variagdo de sua altura é desprezivel;

e As substancias poluidoras sdo dissolvidas e tém a mesma densidade do fluido receptor

e A velocidade de descarga do poluente é considerada desprezivel em relagdo a velocidade longitudinal do
rio.

A Eq.(1) esta sujeita as seguintes condi¢Ges de contorno de fluxo nulo, ou seja:

P
—C=0 emz=0ez=nh (2)
0z

a condicdo de fonte é representada por uma fonte pontual:

uc(0,z,t) =Q6(z—2z5) emx =0 3)
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e para condicdo inicial:
c=0emt=0 (@)

sendo h a profundidade do rio (m), § corresponde a fungdo delta de Dirac, Z; ¢é a posigdo da fonte poluidora
(m) na diregdo z e Q aintensidade da fonte (g.s’l).

2.1 Solugdo analitica

Neste trabalho, para os parametros turbulentos, a solu¢do proposta segue a ideia adotada nos trabalhos
(Moreira et al., 2006), (Degrazia, Moreira, Vilhena, & Moura, 2001) e (Gongalves, Buske, Quadros, & Weymar, 2018). A
abordagem utiliza o método de separagdo de varidveis com uma transformacgao de similaridade para obter a solugdo
analitica. Assim, para solucionar a Eq.(1) separam-se as variaveis da seguinte forma: ¢(x,z,t) = f;(x)f;(z,t), que
substituindo na Eq.(1) resulta no seguinte sistema de equacgdes diferenciais:

d
19 ap 0, ®

0hzt) _ 30 ©)
e F R TACY)

onde A representa a constante de separagdo das variaveis.
Para obter a solugdo da equacio diferencial (6) aplica-se uma substituicdo de variavel: f,(z,t) = f,(z,t)e ™,
que resulta na seguinte equagao:

f(zt)  0*fr(zt) (7
at bz 0z°

Na sequéncia, considera-se a seguinte transformagéo de similaridade (Hansen, 1964), na Eq.(7):

folz,t) = T 92 (\/%)

onde m é a massa do poluente injetado no corpo hidrico e A; é a area da secdo transversal. Substitui-se a
Eq.(8) na Eq.(7) e aplica-se uma troca de variavel de similaridade:

z
P =Tt
dp 1
0z gt
ap _—p
at 2t
obtendo a seguinte EDO:
dzgz 1 d.gz )

Observe que os dois termos dentro dos parénteses da Eq.(9) representam a derivada do produto das fungdes p
e g,, assim pode-se reescrever a Eq. (9) como:

dzgz (10)
=0
i (pgz)

e utiliza-se a mesma ideia para reescrever os dois termos da Eq.(10) como derivada do produto, da seguinte
forma:
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d (dg, 1 B (11)
%(EJ’E%) =0

A Eq.(11) é facilmente resolvida por reducio de ordem. Portanto, a solugdo para f,(zt) estd bem
determinada, como segue:

O R ) (12)

2+Jme, t

Portanto, tem-se para f,(z,t) a seguinte fungdo:

oz t) = fz e = %gzte—(%zt)e_m (13)

Para a segunda equacado diferencial:

d
hS _an, .

a solugdo é obtida por fator integrante (Ozisik, 1993), a expressdo encontrada é:

u

f1() = " (15)

2 _(#
Desta forma, a concentracdo final é: ¢ (x,zt) = f;(x)f>(z,t) = e7* e (4€zt)e"“ a constante A ¢é

2\mezt
determinada aplicando-se a condicédo de fonte, 0 que leva a seguinte expressao:

1= (— %) In @ (16)

assim, a concentragdo ¢(x,z,t) estd bem determinada.

3. Experimento e Parametrizagbes

Para uma utilizagdo correta dos modelos de transporte e difusdo em corpos hidricos, necessita-se de um estudo
sobre suas capacidades de representarem corretamente situagdes reais. Se possivel, recomenda-se verificar a
confiabilidade do modelo utilizado com os dados e as parametrizagGes do problema analisado (Tirabassi, 2005).

3.1 Dados experimentais

Nokes, McNulty, and Wood (1984) simularam a dispersdo de uma solugdo contendo NaCl em um canal de 15m
de comprimento, 0,15m de profundidade e 0,56m de largura. Os parametros hidraulicos do experimento sdo
apresentados na tabela a seguir:

Tabela 1: Parametros Hidraulicos do Experimento

d (m) h (m) I (m) u(m.s1) u@ms? k Z

15 0,15 0,56 0,55 0,055 0,35 0,75

sendo u a velocidade média, k a constante de Von Karman, u* a velocidade de atrito e Z;, a posicdo
adimensional da fonte poluidora.

3.2 Parametrizagcbes

Para o modelo proposto, a escolha de uma parametrizacdo da turbuléncia representa uma decisdo fundamental
para a modelagem de dispersdo de poluentes. Fisicamente, uma parametriza¢do da turbuléncia é uma aproximagao
da natureza, no sentido que os modelos matematicos recebem uma relagdo aproximada que substitui um termo
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desconhecido. Assim, apresentam-se as parametrizacdes escolhidas para o perfil de velocidade e para o coeficiente de
difusdo turbulenta.

O perfil de velocidade turbulenta utilizado segue aproximadamente o perfil da lei logaritmica dado por (Fischer,
List, Koh, Imberger, & Brooks, 1979):

U@Z) = 1+—[1+In(2)] (17)
uk
Sendo que
* To
u* = |[—
p (18)

sendo u* é avelocidade de atrito (m.s-1); u4 ¢é a velocidade média do escoamento (m.s-1); k ¢é a constante de
Von Karman, t, ¢ a tenso de cisalhamento no fundo do rio (Kg.m-2.s-1) e p é a densidade do fluido (Kg.m-3).

O coeficiente de difusdo vertical, ja adimensionalizado, utilizado na simulagdo das duas abordagens pode ser
derivado a partir do perfil de velocidade, dado por (Fischer et al., 1979):

6, @)=~ 2(1-7) (19)

onde u* é a velocidade de atrito (m.s); @ é a velocidade média do escoamento (m.s™); k é a constante de
Von Karman.

A Fig.(1) apresentam os comportamentos dos perfis de velocidade de escoamento e do coeficiente de difusdo
turbulenta:

1,2 = 1 T T T T
a) b) 14
1.0 12
0.8 - 104
_ 08 -
g 0.6+ a
o w05 -
0.4 ]
0.4 -
0.2 02
0,0 00 -
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z z

Figura 1. Perfis a) velocidade turbulenta b) difusividade vertical turbulenta como fungdes da profundidade

3.3 Aplicagdo do modelo

A Fig.(2) mostra o resultado analitico obtido, através da abordagem utilizada, confrontados com o experimental.
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Figura 2: Comparacao dos resultados obtidos pelo modelo proposto com os dados experimentais

Analisando a Fig. (2) percebe-se uma boa concordancia entre os resultados obtidos pelo modelo proposto e os
dados experimentais, ainda que a abordagem proposta considere as parametriza¢des da turbuléncia constantes.

Na Tab.2 apresentam-se os indices estatisticos (Hanna, 1989) do modelo proposto com os experimentais, a fim
de avaliar melhor o seu desempenho. Os indices estatisticos utilizados sao:

e Erro quadratico médio normalizado: NMSE = %;
o*p
o Coeficiente de correlagdo: COR = W;
o UoUp

e Fraco de inclinado: FB = —2=2_;

0,5(Co+Cp)
e Desvio fracional padréo: FS = —2%2__

0,5(0o+0p)

Sendo C é a concentragdo de poluentes adimensional, 6 é o desvio padrdo e os indices , e , indicam as
guantidades observadas e preditas, respectivamente.

Tabela 2. Avaliagdo estatistica do modelo bidimensional utilizando o experimento descrito na metodologia

Modelo proposto

NMSE 0,01
COR 0,79
FB 0,03
FS 0,53

Observando os dados obtidos a partir do modelo, nota-se que os indices NMSE e FB apresentam valores bem
préoximos de zero, um COR préximo de 0,8 e o FS proximo de 0,5 indicando bons resultados, pois os valores de NMSE,
FB e COR estdo proximos dos valores ideais. Com isso, pode-se afirmar que o modelo simula satisfatoriamente as
concentragdes observadas no experimento.

No estudo da dispersdo de poluentes, localizar o cendrio critico de polui¢cdo, ou seja, o local onde ocorre a
concentragdo maxima da substancia poluidora, é um dos objetivos da pesquisa. Logo, buscando identificar o local de
ocorréncia do cenario critico, apresentam-se na Fig.(3) os graficos da concentragdo em fungdo da distancia X
considerando diferentes alturas de fonte (Zs=0, 2,Zs =0, 5, Zs=0, 75 e Zs = 1, 0), na profundidade 7Z=0,1.
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Figura 3. Gréfico da concentragdo de poluentes C em fungdo da distancia X para quatro posi¢Ges de fonte (Zs =0,2; Zs =
0,5; Zs =0,75; Zs = 1) e profundidade Z = 0,1.

Na profundidade Z = 0,1, percebe-se que as concentragGes sdo maiores quando a fonte poluidora esta localizada
na altura Zs = 0,2, este fato ocorre, pois as concentra¢des estdo sendo medidas proximas da fonte de poluigdo. Para as
demais alturas de fonte (Zs = 0, 5; 0, 75 e 1, 0), a concentracdo é maxima para distancias mais afastadas da fonte.
Observa-se também que para distancias maiores que X = 50 as concentragdes ndao apresentam variagdes de valores,
mostrando que o poluente ja estd dissolvido no meio.

A Fig.(4) mostra os graficos da concentragdo em fung¢do da distdncia X considerando diferentes alturas de fonte
(Zs=0,2;Zs=0,5; Zs = 0,75; Zs = 1) e profundidade Z = 0,5.

02i 4
i —8—7z=072
021 ——Zz=05 | |
j s 7:=075
018 Zs=10 | |
015 o g
E_ E
= 0,12 g
. j
= PP s
opa 4
ooe - 4
0ma .
nuu T T T T T T
1] 10 20 ao i S0 &0

Figura 4. Gréfico da concentragdo de poluentes C em fungdo da distancia X para quatro posi¢es de fonte (Zs =0,2; Zs =
0,5; Zs = 0,75; Zs = 1) e profundidade Z = 0,5.

Para Z = 0,5, nota-se que as concentra¢des sdo mais acentuadas quando a fonte estd na altura Zs = 0,5, ou seja,
para distancias préximas do ponto inicial de langamento do poluente. Percebe-se também que para as demais alturas
de fonte as concentragbes sdo maximas para distancias proximas da fonte. Constata-se, através da Fig.(4), que a
homogeneizagdo do poluente com o meio ocorre para distancias mais proximas da fonte poluidora, a partir de X = 10.

Na Fig.(5), tem-se os graficos da concentragdo em funcdo da distancia X considerando diferentes alturas de fonte
(Zs=0,2;Zs=0,5; Zs =0,75; Zs = 1) e profundidade Z = 0,9.
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Figura 5. Grafico da concentragdo de poluentes C em fungdo da distancia X para quatro posi¢des de fonte (Zs = 0,2; Zs =
0,5; Zs =0,75; Zs = 1) e profundidade Z = 0,9.

Em Z =0,9, as concentra¢Ges sdo mais acentuadas na area proxima ao local de emissdo do poluente, neste caso,
as maiores concentragGes encontradas sdo para a altura de fonte Zs = 1,0. Para a altura de fonte Zs = 0,75 a
concentragdo maxima ocorre para distancias proximas da fonte, enquanto que para as outras alturas a concentragdo é
maior para distancias mais afastadas. Observa-se ainda que para distancias maiores que X = 55 a concentragdo
praticamente se mantém constante, indicando que o poluente estd completamente misturado com o meio.

Na Fig.(6), apresentam-se os graficos da profundidade em funcdo da concentragdo para trés tempos (t =0,1; t =
1; t = 100) para a altura de fonte em Zs = 1,0 a uma distancia de X =0, 5.

0,9

0,8 - 4

0,7 .

0,6 _

0,5 .
N ]

0,4 4 -
0,3 4
] X=0.5eZs=1.0
02 —=—1t=0,1s ]
01 _/ ——t=1.0s i

1 —e—t=100s
0,0 — . .
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35
C

Figura 6. Perfil vertical da concentragdo de poluentes C para trés tempos (t =0,1; t = 1; t = 100), para a posi¢do de fonte
Zs=1,0 a uma distancia de X =0,5.

Fazendo uma andlise na Fig.(6) nota-se que, para os instantes iniciais as concentragdes maximas se encontram na
altura da fonte, ou seja, em Zs= 1,0 o que pode ser explicado porque nos instantes iniciais ndo ocorreu a dispersdo do
poluente liberado no corpo hidrico.

Note que em 100s o poluente estd praticamente disperso ao longo da profundidade na posi¢cdo X=0,5, tende a
uma concentra¢do homogénea de aproximadamente 0,10.

Na Fig.(7), apresentam-se os graficos da profundidade em fun¢do da concentragao para trés tempos (t =0,1; t =
1;t = 100) para a altura de fonte em Zs = 0,75 a uma distancia de X =0, 5.
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Figura 7. Perfil vertical da concentragdo de poluentes C para trés tempos (t = 0,1; t = 1; t = 100), para a posi¢do de fonte

Interpretando a Fig.(7) podemos constatar que, o comportamento da concentragdo se manifesta do mesmo
modo que o caso anterior, para os instantes iniciais as concentragdes maximas se encontram na altura da fonte, que

Zs=0,75 a uma distancia de X =0,5.

neste caso encontra-se localizada em Zs=0,75.

Da mesma forma acontece a concentragdo homogénea, em torno de 100s, o poluente ja se dispersou ao longo

da profundidade na posi¢do X=0,5.

Na Fig.(8), apresentam-se os graficos da profundidade em fun¢do da concentragdo para trés tempos (t =0,1; t =

1; t = 100) para a altura de fonte em Zs = 0,5 a uma distancia de X =0, 5.

0,35

1|0 ] T .* T T T T
0,94 L * .
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Figura 8. Perfil vertical da concentragdo de poluentes C para trés tempos (t =0,1; t = 1; t = 100), para a posi¢do de fonte

Na Fig. (8), conclui-se que a maior concentragdo é observada no instante de tempo t=0,1 e na altura onde a fonte
de descarga do poluente estd localizada, com o passar do tempo, a concentra¢cdo tende a se homogeneizar
(diminuindo o pico de concentracdo do poluente no canal), situacdo que pode ser observada no instante de tempo

t=100s.

Na Fig.(9), apresentam-se os graficos da profundidade em fun¢do da concentragdo para trés tempos (t =0,1; t =

Zs=0,5 a uma distancia de X =0,5.

1;t = 100) para a altura de fonte em Zs = 0,2 a uma distancia de X =0, 5.

0,35
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Figura 9. Perfil vertical da concentragdo de poluentes C para trés tempos (t =0,1; t = 1; t = 100), para a posi¢do de fonte
Zs=0,2 a uma distancia de X =0,5.

Pela andlise dos gréficos, nota-se que com a evolugdo do tempo o poluente se dispersa ao longo de todo o corpo
hidrico, ou seja, tende a atingir uma concentragdo homogénea ao longo do perfil vertical da concentragdo, note que
com o tempo de t = 100s as concentragdes para todas as alturas de fontes a concentragao ja estdo praticamente
dispersas em todo o perfil vertical independente da altura da fonte, pelos graficos pode-se dizer que é uma
concentracdo homogéneade C = 0,10.

A seguir sdo expostos os graficos da concentragdo no plano longitudinal e vertical, para as alturas de fonte Zs=1,0
e Zs=0,5.

0.2

0.154

C(X.Z) 0.1

0.054

Figura 10. Distribui¢do da concentragdo no campo bidimensional (x,z) para a altura de fonte Zs=0,5.

Com base na Fig. (10), é possivel determinar facilmente em qual altura acontece o pico de concentragdo (Z=0,5),
e pelos graficos observa-se que para esta altura de fonte, o poluente para pequenas distancias da fonte (X), ja atinge
sua concentragdao homogénea.
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0.4

0.3
CxD) g, |

0.14

Figura 11. Distribui¢do da concentragdo no campo bidimensional (x,z) para a altura de fonte Zs=1,0.

Observa-se novamente que as maiores concentragcGes estdo localizadas nas posicdes préximas a fonte. Pelo
grafico, nota-se também que para uma altura de fonte de 1,0, a concentracdo do poluente na posi¢do Z=0,1 atinge a
concentracdo homogénea para distdncias bem mais afastadas da fonte, em torno de = 60.

4. Conclusdes

Neste trabalho foi aplicado um modelo matematico para representar a dispersao de um poluente em um corpo
hidrico. A abordagem proposta para a resolugdo do modelo considera constantes os parametros turbulentos, como
uma aproximacgdo para se obter uma solug¢do analitica utilizando o método de separagdo de varidveis e a
transformacdo de similaridade. Através dos resultados apresentados, a metodologia abordada consegue reproduzir o
fendmeno de dispersdo de uma forma satisfatéria, conforme os resultados dos indices estatisticos obtidos pelo
modelo.

Com os graficos da concentragdo em fungdo da distancia é possivel prever quais sdo os locais em que ocorrerao
as concentragdes maximas, ou seja, as piores situagBes que a fonte poluidora pode causar ao meio ambiente (corpo
hidrico). E com os resultados obtidos da evolugdo temporal da concentragdo é possivel investigar quais os niveis de
concentragdo que o corpo hidrico terd em previsdes futuras, o que é muito importante para prevengoes.
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