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Abstract. Strut-and-tie models are largely used as an auxiliary tool in the design of reinforced
concrete (RC) components with low shear span-to-depth ratio, such as deep beams, corbels,
pile caps or joints. However, the generation of such models is still an open issue. This paper
analyses two optimization schemes, using the density and the discrete truss approaches. In
both schemes, bi-linear models are used to represent the material behavior of the struts and
the steel reinforcing bars. Thus the separation of compressive and tensile load-carrying
elements is achieved through an elastic model with a simple constitutive relationship for the
continuum. Examples are provided demonstrating the potential value of the optimization
approaches to RC design.

Keywords: Strut-and-tie-models, reinforced concrete, topology optimization, density methods,
ground structure.
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Generating strut-and-tie models using continuum and discrete topology optimization

1 INTRODUCAO

A otimizacdo de topologia, entendida como o processo de determinacdo de ligacdes,
formas e localizacdo de vazios dentro de um dominio de projeto definido (Deaton; Grandhi,
2014), é uma poderosa ferramenta para concepg¢do estrutural que pode ser estendida para a
construcdo de modelos para analise de estruturas com materiais compositos como o concreto
armado. A literatura apresenta varias abordagens para obtencéo de solugdes topologica, dentre
as quais destacam-se os métodos da densidade e da estrutura base, cuja aplicacdo para geragdo
de modelos de bielas e tirantes é objeto de investigacédo neste trabalho.

O método da densidade é a técnica de otimizacdo de topologia mais largamente difundida
e visa a obtencdo da distribuicdo de material em uma regido do espaco, denominada dominio
estendido, de forma a minimizar ou maximizar uma fungdo objetivo que represente um
comportamento global da estrutura. A analise estrutural é feita geralmente utilizando o
método dos elementos finitos (MEF), em um dominio estendido discretizado ao qual s&o
impostas as condi¢bes de contorno e de carregamento. A quantidade de material em cada
parcela do dominio estendido é associada a uma pseudo-densidade que, na forma mais
difundida, sdo diretamente as variaveis de projeto do problema de otimizac¢do. A quantidade
total de material € prescrita pelo projetista e mantida constante durante todo o processo de
otimizacdo. No entanto, sdo escassos 0s trabalhos em relagdo a obtencdo de modelos
simplificados para anélise de estruturas de concreto armado, como mostram sua auséncia em
revisdes recentes da literatura como as de Sigmund e Maute (2013) e Deaton e Grandhi
(2014). Citam-se os trabalhos de Bruggi (2009, 2010), Victoria et al. (2011) e Gaynor et al.
(2013).

O método da estrutura base ndo pertence aos campos classicos da otimizacao de topologia
e guarda grande semelhanca com a otimizacdo de dimensBes. Parte de uma estrutura
reticulada altamente conectada da qual uma configuracdo topoldgica eficiente é extraida pela
solucdo de um problema de otimizacgéo (ver Dorn et al, 1964; Ohsaki, 2010; Christensen and
Klarbring, 2009). A despeito da tradicdo do método, sua utilizacdo para obtencdo de modelos
de bielas e tirantes ndo € frequente e essas solucdes sdo na maior parte das vezes obtidas com
processos graficos ou de caminhamento de cargas.

Modelos de bielas e tirantes (STM — Strut and Tie Models) sdo usados no
dimensionamento de estruturas de concreto armado para as quais ndo sdo validas as
simplificacGes das hipoteses de Bernoulli. Esses modelos sdo uma estrutura auxiliar composta
por bielas comprimidas, representando o concreto, e tirantes tracionados, representando o aco.
O modelo assim constituido atende ao teorema do limite superior da teoria da plasticidade,
podendo ser usado para dimensionamento da estrutura continua original. Recentemente, a
literatura apresenta propostas de geracdo desses modelos usando técnicas de otimizacdo de
topologia em sua abordagem em densidade (ver Liang et al., 2000, 2001 e Bruggi, 2009,
2010) e pelo método da estrutura base (ver Ali; White, 2000, 2001). Ambas sdo propostas
bastante promissoras pois, como mostra Pantoja (2004), os modelos gerados por otimizacao
de topologia com abordagem em densidade apresentam um indice de confiabilidade similar
ou melhor que modelos gerados de outras formas. Outra vertente que vem sendo explorada
recentemente € a que contempla a geracdo de modelos hibridos com as bielas geradas a partir
de uma abordagem em densidade e os tirantes a partir de uma abordagem em estrutura base
(ver Gaynor et al., 2013).

Este trabalho apresenta um estudo sobre a utilizagcdo de otimizagdo topoldgica em um
dominio continuo, via métodos de densidade, e em um dominio discreto formado por barras,
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via método da estrutura base. As limitacbes e as conveniéncias dos dois métodos sdo
analisadas.

2 METODO DE DENSIDADE

Os fundamentos do método de densidade foram desenvolvidos a partir de trabalhos
envolvendo teoria de homogeneizacdo e métodos de otimizagdo estrutural, os quais
embasaram o trabalho pioneiro de Bendsge e Kikuchi (1988). Este trabalho utiliza-se o
problema cléssico de minimizacao de flexibilidade com restricdo de volume e modelo SIMP
(Bendsge, 1989 e Zhou; Rozvany, 1991, Rozvany et al.,, 1992), de representacdo de
distribuicdo do material. O problema entdo assume a forma aninhada:

Minimizar ¢=F" U(p)

Talque V(p):ipeves fV,
=1

0<pmin Speg:]'

1)

Com K(p)U(p)=F

Onde: ¢ é a flexibilidade média da estrutura; F é o vetor de forcas externas aplicadas a
estrutura; U é o vetor de deslocamentos nodais da estrutura; K é a matriz de rigidez global da
estrutura; p € o vetor de densidades pe nos elementos da malha que discretiza o dominio
estendido; V é o volume de material; Ve € 0 volume do elemento e; Vo é o volume do dominio
estendido Q; f é a fracdo de volume para distribuicdo do material; pmin € um valo positivo e
pequeno para o limite inferior da pseudo-densidade que evita instabilidades numéricas na
solucdo do sistema de equacoes.

O problema descrito em (1), quando proposto para valores discretos das pseudo
densidades pe € mal condicionado e ndo tem solu¢do (Sigmund; Petersson, 1998) pois, a
medida que se refina a malha, novas regides vazias séo introduzidas. A introducéo de vazios
sem modificar o volume da estrutura causa um aumento de eficiéncia da funcdo objetivo e a
solucdo 6tima ficard cada vez mais distante de uma solugdo de projeto. Adota-se entdo uma
relaxacdo do problema original, permitindo que a densidade pe possa apresentar uma variagdo
continua entre 0 e 1. As solugdes com densidade intermediaria sdo desfavorecidas durante o
processo de otimizacdo pela introducdo do coeficiente de penalizacdo p, conforme o modelo
SIMP (Solid Isoptropic Material with Penalization) apresentado na Eq. (2) (Bendsge, 1989) e
Zhou; Rozvany, 1991).

E, =p,"E, )

e

Onde: Ep € 0 madulo de elasticidade do material sélido; Ec é o modulo de elasticidade do
elemento com densidade pe; e p € um coeficiente de penalizagéo.

A matriz de rigidez de cada elemento com material com densidade pe pode ser escrita em
funcdo da matriz de rigidez do elemento com material solido, conforme a equagéo (3). Assim,
a flexibilidade media da estrutura assume a forma da equacao (4).

Ke = pep K0 (3)
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c=>p" U, K,U, (4)

e=1

Onde: p € o coeficiente de penalizacdo; Ke é a matriz de rigidez do elemento; Ko matriz de
rigidez do elemento solido; Ue € 0 vetor de deslocamentos nodais do elemento e; ne é o
namero de elementos finitos da malha.

A sensibilidade da funcdo objetivo ¢ em relacdo as variaveis de projeto p. € dada pela
Eq. (5) (ver Bendsge e Sigmund, 2003). As sensibilidades das restri¢cdes explicitas sdo de facil
avaliacdo, uma vez que as restri¢ces sdo funcdes diretas das variaveis de projeto pe.

ﬁ:_UeT 6Ke Ue:_ ppep UeT KO Ue (5)
0P 0P

O problema de otimizacdo de topologia descrito na Eg. (1) apresenta instabilidades
numeérica, dentre as quais destaca-se a obtencdo des solugdes em tabuleiro de xadrez (veja
Diaz e Sigmund, 1995 e Jog e Haber, 1996 e a revisdo da literatura de Sigmund e Petersson,
1998). Neste trabalho, tais instabilidades sdo controladas com o filtro de sensibilidade
(Sigmund, 2011), apresentado na Eq. (6). Embora heuristico, os conceitos subjacentes do
filtro podem ser encontrados nos principios da mecanica do continuo e da elasticidade nédo
local (Sigmund; Maute, 2013).

e XMl ©
a2 H T j

Onde: " indica a grandeza modificada; e H; é um fator de convolucdo definido para a
vizinhanga Qi do elemento i, conforme a Eq. (6).

H' =

i

1—dist(i, j) sejeQ,
{ (6)

0 sejeQ

A formulacdo classica do método de densidade prevé a utilizacdo de apenas um
material durante o processo de otimizacdo. Todavia, 0 concreto e ago apresentam
propriedades fisicas distintas: para essa analise o mddulo de elasticidade € o mais
consideravel. Essa diferenca no valor do médulo de elasticidade, em torno de 10 vezes maior
a favor do aco, impBe a necessidade de uma alteracdo no processo de otimizacdo para
obtencdo de modelos de bielas e tirantes. Como os elementos de aco sdo utilizados para
resistir os esforcos de tracdo, essa diferenciacdo no modulo de elasticidade é feita a partir da
tenséo encontrada em cada elemento.

Neste trabalho, para avaliar se 0 elemento se encontra potencialmente em uma biela ou
em um tirante utiliza-se a tenséo principal que apresenta o maior valor em médulo. Se 0 maior
valor de tensdo principal no elemento for a tensdo de compressdo, utiliza-se um médulo de
elasticidade Ec como modulo de elasticidade do material sélido e, caso seja de tragdo, utiliza-
se Es, conforme mostrado na Eq. (7).
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()

{EC se o, <0 (compressao)
E, =

E; seo,, >0(tragdo)

Onde: om é o0 valor da maior tensdo principal de cada elemento, em médulo; Eo € 0 modulo de
elasticidade do elemento; Ec € o modulo de elasticidade de estruturas de concreto; Es € 0
maodulo de elasticidade de elementos de ago.

3 METODO DA ESTRUTURA BASE

Com o objetivo de se obter uma formulacdo nos moldes da otimizacao de topologia com
0 método de densidade, este trabalho adota a flexibilidade média da estrutura como funcéo
objetivo também nas aplicacbes pelo método da estrutura base. Essa abordagem apresenta a
vantagem de a flexibilidade ser uma fungdo convexa. Além disso, quando se atinge a
flexibilidade minima todas as barras estdo com a mesma tensdo, consequentemente todo
material utilizado esta sendo aproveitado ao méximo (Christensen; Klarbring, 2009). Assim, o
problema de otimizacdo estudado tem a forma apresentada na Eq. (8).

Obter A

que minimiza c(A)=F" U(A)

tal que LT A<V, (8)
A, <A <0 i=1...nb

com K(A)U(A)=F

Onde: nb é o numero de barras da trelica que forma a estrutura base; F é o vetor de forcas
atuantes na estrutura base; U é o vetor de deslocamento dos graus de liberdade da estrutura
base; A é o vetor de areas da secdo transversal das barras da estrutura base; K (A) é a matriz
de rigidez global da estrutura base; L é o vetor dos comprimentos das barras da estrutura base;
Anin € 0 valor minimo adotado para a area da secéo transversal das barras.

A sensibilidade da funcdo objetivo ¢ em relacdo as varidveis de projeto A é dada pela
Eq. (9) (ver Ohsaki, 2011). As sensibilidades das restri¢ces explicitas sdo de facil avaliacao,
uma vez que as restricdes sdo funcdes diretas das variaveis de projeto Ai.

oc
ax_.:_UTjkjuj ©)
J

Onde: u; é o vetor de deslocamentos nodais do elemento j; k; é a matriz de rigidez do
elemento j no sistema global de coordenadas.

Neste trabalho, para avaliar se o elemento se encontra potencialmente em uma biela ou
em um tirante utiliza-se sua tensdo normal. Se o elemento i estiver submetido a compresséo,
utiliza-se um modulo de elasticidade Ec e, caso esteja submetido a tragdo, utiliza-se Es,
conforme mostrado na Eq. (10).

E. seo; <0 (compressdo)
E - (10)

E; seo; >0(tracdo)
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Onde: Ei € 0 modulo de elasticidade do elemento i; Es € 0 mddulo de elasticidade de
elementos de aco; Ec é o modulo de elasticidade de elementos de concreto.

4 RESULTADOS

Esta secdo apresenta trés exemplos de aplicacdo dos métodos de densidade e estrutura
base para obtencdo de modelos de bielas em tirantes para a viga-parede da Fig. 1, com trés
posicOes de carga. As dimensdes apresentadas na figura estdo em centimetros.

i N S S

L
60 | 60 40 | 40 ! 40
<) =]
=} =]
- N
(@) (b)
—r
=]
(=]
60 ‘ 60
T

()
Figura 1. Estruturas analisadas: (a) Exemplo 1; (b) Exemplo 2; (c) Exemplo 3.

Nas analises com dois materiais foram considerados os seguintes valores para as
propriedades dos materiais: 205 GPa para 0 modulo de elasticidade do aco; 21 GPa para o
modulo de elasticidade do concreto; 0,2 para o coeficiente de Poisson. Nas analises com um
material adotou-se 0 modulo de elasticidade do concreto. Todas as analises foram realizadas
para carga de 260 kN.

Nas andlises utilizando o método de densidade foi utilizada uma malha de 120 x 80
elementos, totalizando 9.600 elementos. O volume de material corresponde a 50% do volume
do dominio estendido e o raio do filtro de sensibilidade é de 1,5 elementos. Utilizou-se a
técnica de continuacdo com coeficiente de penalizagao variando de 1 a 3 com incremento de
0,5.
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Nas analises utilizando o método da estrutura base utilizou-se um grid de 7 x 5 nos. As
barras foram geradas considerando niveis de conectividade 2, 3 e 6. A malhas com 0s
elementos lineares sdo apresentadas na Fig. 2.

_
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S

N

iR
5 I e TR
L L T T, Joder b.’,“.c’:‘g'.”b’;zg.:
N e
s e
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Figura 3. Malhas para o método da estrutura base: (a) grau de conectividade 2, (b) grau de conectividade
3 e (c) grau de conectividade 6.

4.1 Exemplo 1: uma carga no topo da viga

Apresenta-se aqui 0s resultados obtidos para a estrutura da Fig. 1(a). Primeiramente,
aplicou-se 0 método de densidade considerando-se um Unico material sélido com um Unico
modulo de elasticidade e em seguida considerando-se dois materiais com relacdo
tensdo x deformac&o bi-linear. No caso do concreto, desconsiderou-se a resisténcia a tragéo e
no caso do aco, desconsiderou-se a resisténcia a compressao.

Os resultados séo apresentados na Fig. 3: a Fig. 3(a) apresenta o resultado para um Unico
material s6lido com um Gnico mddulo de elasticidade; a Fig. 3(b) apresenta a solucéo
encontrada para dois materiais com relacdo tensdo x deformacdo bi-linear; e a Fig. 3(c)
apresenta o modelo de bielas e tirantes normalmente encontrado na literatura. Nesse Gltimo
caso, as bielas sdo representadas com linha tracejada e os tirantes com linha continua.
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(@) (b)

(©

Figura 3. Solugdes do exemplo 1 pelo método da densidade: (a) com a consideracgéo de apenas um
material; (b) solugdo com dois materiais com comportamento bi-linear; (c) modelo de bielas e tirantes
encontrado na literatura.

Observa-se que ambos os resultados apresentados nas Figs. 3(a) e 3(b) reproduzem o
modelo da literatura (Fig. 3(c)). A consideracdo de dois materiais, aco e concreto, faz com que
haja uma reducéo da espessura da regido tracionada, neste exemplo localizada na horizontal
na parte inferior da viga. Tal se d& pelo aumento do mdédulo de elasticidade nesta,
demandando uma menor quantidade de material para fazer frente ao nivel de tensdo
provocado pelo carregamento nesta regido. Como foi considerada a mesma quantidade
prescrita global de material, houve naturalmente um aumento de material na regido
comprimida, neste exemplo localizada nas diagonais.

A mesma estrutura da Fig. 1(a) foi analisada utilizando-se 0 método da estrutura base
foram utilizadas as mesmas dimensoes, condi¢Ges de contorno e posicdo de carga. A Fig. 4
apresenta os resultados obtidos para graus de conectividade 3 e 6. As barras tracionadas s&o
representadas em azul e as comprimidas em vermelho. As solugdes pela formulacéo classica
do método da estrutura base demandam a aplicacdo de um filtro final que elimine as barras
mais finas, normalmente uma porcentagem do maior valor de &rea encontrado na solucéo.
Para o primeiro caso foi utilizado um corte de 20% e para o segundo caso foi utilizado um
corte de 30%.
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(@) (b)

Figura 4. SolucGes do exemplo 1 pelo método da estrutura base: (a) grau de conectividade 3; (b) grau de
conectividade 6.

Como a forma classica do método da estrutura base estabelece uma estrutura base a qual
ndo se acrescentam elementos, atingir determinada solucdo desejada depende de a estrutura
base conter essa solucdo. Neste exemplo, observa-se que a estrutura base apresentada na
Fig. 2(b), com nivel de conectividade 3, ndo contém barra ligando o ponto de aplicacédo de
carga ao apoio. Assim, a solucdo obtida nesse caso e apresentada na Fig. 4(a), embora tente
estabelecer essa ligacdo ndo o faz por meio de uma linha direta. J& a estrutura base
apresentada na Fig. 2(c), com nivel de conectividade 6, permite a obtencdo da solucdo da
Fig. 4(b), reproduzindo o resultado da literatura (Fig 3(c)). Observa-se ainda que, conforme
esperado, a area da barra tracionada é sensivelmente menor que a das barras comprimidas.

4.2 Exemplo 2: duas cargas no topo da viga

Em seguida analisou-se a estrutura da Fig. 1(b). Primeiramente, aplicou-se 0 método de
densidade considerando-se um Unico material s6lido com um Unico médulo de elasticidade e
em seguida considerando-se dois materiais com relacdo tensdo x deformacdo bi-linear,
desconsiderando a resisténcia a tracdo do concreto e a resisténcia a compressdo do aco,

Os resultados sdo apresentados na Fig. 5: a Fig. 5(a) apresenta o resultado para um unico
material sélido com um Unico mddulo de elasticidade; a Fig. 5(b) apresenta a solugdo
encontrada para dois materiais com relacdo tensdo x deformacdo bi-linear; e a Fig. 5(c)
apresenta 0 modelo de bielas e tirantes normalmente encontrado na literatura. Nesse Ultimo
caso, as bielas sdo representadas com linha tracejada e os tirantes com linha com linha
continua.
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(@) (b)

(©

Figura 5. SolucGes do exemplo 2 pelo método da densidade: (a) com a consideragdo de apenas um
material; (b) solu¢do com dois materiais com comportamento bi-linear; (c) modelo de bielas e tirantes
encontrado na literatura.

Novamente observa-se que ambos os resultados apresentados nas Figs. 5(a) e 5(b)
reproduzem o modelo da literatura (Fig. 5(c)). Tal como no exemplo anterior, a consideracdo
de dois materiais, ago e concreto, faz com que haja uma reducdo da espessura da regido
tracionada, neste exemplo localizada na horizontal na parte inferior da viga. Como foi
considerada a mesma quantidade prescrita global de material, houve naturalmente um
aumento de material na regido comprimida, neste exemplo localizada nas diagonais.

A mesma estrutura da Fig. 2(a) foi analisada utilizando-se 0 método da estrutura base
foram utilizadas as mesmas dimensdes, condi¢Ges de contorno e posicdo de carga. A Fig. 6
apresenta os resultados obtidos para graus de conectividade 2 e 6. As barras tracionadas sao
representadas em azul e as comprimidas em vermelho. As solucgdes pela formulacdo classica
do método da estrutura base demandam a aplicacdo de um filtro final que elimine as barras
mais finas, normalmente uma porcentagem do maior valor de &rea encontrado na solucéo.
Para o primeiro caso foi utilizado um corte de 20% e para o segundo caso foi utilizado um
corte de 30%.
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/ N/

(@ (b)

Figura 6. Solugdes do exemplo 2 pelo método da estrutura base: (a) grau de conectividade 2; (b) grau de
conectividade 6.

Neste exemplo, apesar de as estruturas base apresentadas na Fig. 2(a) e 2(c), com niveis
de conectividade 2 e 6m respectivamente, conterem barra ligando o ponto de aplicagdo de
carga ao apoio, a solucdo da Fig. 6(a) defere da apresentada na Fig. 6(b). A solucdo obtida
com nivel de conectividade 2 (Fig. 6(a)) reproduz a solugdo da literatura (Fig. 5(c)). Ja a
solucdo obtida com nivel de conectividade 6 (Fig. 6(b)) ndo seria adequada para o
detalhamento de uma estrutura de concreto armado.

4.3 Exemplo 3: uma carga na base da viga

A fim de avaliar a potencialidade desse tipo de abordagem para além dos modelos de
bielas e tirantes, apresentam-se na Fig. 7 as solucdes obtidas para a estrutura da Fig. 1(c). No
método da estrutura base foi usado grau de conectividade 6 e corte de 20%.

@ (b)
Figura 7. SolucBes do exemplo 3: (a) pelo método da densidade; (b) pelo método da estrutura base.

Comparando-se os resultados da Fig. 7, vé-se que ambos tém uma distribuicdo de barras
comprimidas em forma de arco ligando os apoios. No entanto, na solucdo pelo método de
densidade (Fig. 7(a)) esse arco é mais suave e mais abatido. Tal se da pelo fato de o grid de
nos ser relativamente esparso. O aumento no numero de n6s no metodo da estrutura base
proporcionaria uma solugdo mais proxima da obtida com o método de densidade.
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5 CONCLUSOES

Observa-se pelos resultados que ambos 0os métodos apresentam limitacGes para simulacéo
de estruturas de concreto armado. O método de densidade apresenta maior flexibilidade para
posicionamento do material. No entanto, a solucéo resultante frequentemente ndo respeita o
posicionamento de barras de aco em locais normalmente utilizados em projeto. Por outro
lado, 0 método da estrutura base apresenta boas solucbes desde que a estrutura base e o niel
de conectividade seja adequado. Além disso, a necessidade de um filtro com um valor de
corte para eliminar as barras muito finas pode gerar solu¢cdes que ndo se encontram em
equilibrio.

Este trabalho ainda apresenta varias possibilidades para estudos futuros. Observa-se que o
método de densidade € mais adequado para a representacdo dos elementos de concreto,
enguanto que o método da estrutura base é mais adequado para a representacdo dos elementos
de ago. Assim, o encaminhamento natural € um processo misto, com elementos planos
representando o concreto e elementos lineares para representando o aco. Os elementos de
concreto seriam tratados por uma abordagem em densidade e os elementos de agco em uma
abordagem tipica de estrutura base.
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