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Estudo analitico do comportamento eletronico em
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Analytical study of electronic behavior in 1D crystalline network under
DC/AC electric fields
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Resumo

O presente artigo tem por objetivo principal descrever analiticamente as caracteristicas do com-
portamento eletronico variando a forma das condigdes iniciais da amplitude de Wannier. O
estudo incluiu duas condigdes iniciais: uma fungdo Delta de Dirac e uma fungio gaussiana como
amplitude de Wannier. Os resultados mostraram que o desvio quadrdtico médio da amplitude
de Wannier em forma de fungdo Delta de Dirac é uma fungdo periédica dependente do tempo,
enquanto que para a fungdo gaussiana, a andlise foi realizada através de imagens geradas pelo
software grdfico Gnuplot. Os resultados aqui discutidos confirmam os dados previamente obtidos
por métodos puramente numéricos. Por fim, apresentamos uma breve andlise dos resultados
obtidos apds variar os pardmetros da fase x e desvio padrio o da médulo ao quadrado da amplitude
de Wannier.

Palavras-chave: Oscilagdes de Bloch. Amplitude de Wannier. Método tight-binding. Fungio
de onda

Abstract

The main objective of this article is to analytically describe the characteristics of electronic
behavior by varying the initial conditions of the Wannier amplitude. The study included two
initial conditions: a Dirac Delta function and a Gaussian function as the Wannier amplitude.
The results showed that the mean square deviation of the Wannier amplitude in the form of a
Dirac Delta function is a periodic function dependent on time, while for the Gaussian function,
the analysis was performed through images generated by the graphical software Gnuplot. The
results discussed here confirm the data previously obtained by purely numerical methods. Finally,
we present a brief analysis of the results obtained after varying the parameters of the phase x and
standard deviation o of the squared modulus of the Wannier amplitude.

Keywords: Bloch oscillations. Wannier amplitude. Tight-binding method. Wave function.
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I. INTRODUCAO

I. Modelo de Drude

Em 1900 o fisico P.Drude prop6s um modelo tedrico para descrever o comportamento dos
elétrons nos metais com o intuito de tentar entender fendmenos como a conducgéo elétrica
e a condutividade térmica em estruturas metélicas. Porém, a sua proposta foi concebida
apenas trés anos ap6s a descoberta do elétron feita por J.J. Thomson (TABACNIKS, 2005)
e, nessa época, as Unicas teorias fisicas existentes para sustentar seus argumentos eram
a Mecéanica Newtoniana e a Termodindmica, ou seja, teorias cldssicas que concebiam os
elétrons como particulas sélidas com comportamento semelhante ao dos gases (MERMIN;
ASHCROFT, 2006).

Em sua teoria, Drude levou em consideracdo que deveria existir um tipo de particula
muito mais pesada que o elétron com carga positiva para compensar a carga negativa
associada a ele. Dessa forma, quando os &tomos de um elemento metalico sdo reunidos
para formar um metal, os elétrons das camadas mais externas se desprendem dos seus
adtomos de origem e passam a vagar livremente pela cadeia atdmica, enquanto os ions
positivos permanecem imoveis e inalterados. Dessa forma, os elétrons que se movem nas
camadas mais externas tem seu comportamento influenciado pela presenga de um campo
eletromagnético externo. Essa dindmica pode ser descrita pela equacdo diferencial

dt

onde o termo T representa o tempo de relaxacdo, ou seja, um amortecimento por atrito
resultante das colisdes com outras particulas.
No caso em que ndo ha campo magnético, a velocidade v do elétron é dada por

miz'f':e<15+2><B>+m2
c T

et et
v=e T (vo + —E> — —E
m m
com densidade de corrente j (para o caso de tempos muito longos, ou seja, sem o termo
transiente) dada por

j= —nev=cE

onde 1 é a mobilidade eletronica o = %ZT e a equagdo j = cE é a também conhecida Lei de
Ohm.

O estudo da dindmica eletrdonica é feito com base numa série de premissas restritivas;
despreza-se o fendmeno do espalhamento dos elétrons causado pelas oscilagdes dos ions na
rede cristalina, bem como a formacéo de pélarons resultantes do acoplamento das vibragdes
da rede. Outra premissa irreal é a consideragdo de que os ions da rede sdo imoéveis. Estas e
as vdrias outras limitagdes impostas ao modelo, possibilitam um certo grau de compreensao
sobre muitos aspectos da dindmica eletronica.

Nesse artigo ndo faremos uma descri¢do detalhada do modelo de Drude, mas vale
ressaltar que, por conta do seu considerédvel sucesso na época em que foi proposto, até hoje
ele é utilizado por ser uma forma pratica de descrever propriedades cuja compreensdo mais
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precisa demandaria uma analise com relevante grau de complexidade. Um dos principais
avangos da teoria proposta por Drude foi justamente mostrar a ineficiéncia e limitagdo
das abordagens cldssicas para descrever propriedades do universo sub-atdomico e, assim,
enfatizar a necessidade de uma formulacdo quantica para tratar tais problemas.

II. Teoria Semi-Classica da Conducao Eletronica

A ideia principal da descricdo semi-cldssica é analisar quanticamente a interacdo entre o
elétron e a rede cristalina através do célculo da banda de energia €, (k) (obtida por meio da
solucdo da equagdo de Schrodinger com um potencial periddico), enquanto que a interagdo
do elétron com o campo eletromagnético é tratada classicamente. Essa dupla abordagem é
que motiva o nome “semi-cldssica” na denominagdo da teoria. Em seu desenvolvimento
tedrico encontramos uma série de ferramentas que nos auxiliam a entender o comportamento
do elétron na presenca de campos eletromagnéticos externos, taix como as fung¢des de Bloch
e as funcdes de Wannier.Essas fungdes sdo conceitos fundamentais na teoria dos sélidos
cristalinos e estdo diretamente relacionadas a descri¢do quéntica dos elétrons em um
potencial peridédico.

As fungdes de Bloch ¢ (r) descrevem os estados estaciondrios em um potencial periédico
(SUZUKI; SUZUKI, 2006). Seus vetores de onda k sdo bem definidos e satisfazem ao
principio da incerteza de Heinsenberg, pois a incerteza em sua posicdo é total enquanto
que a incerteza no vetor de onda é nula. Isso se deve ao fato de que na teoria proposta por
Bloch, a probabilidade de se encontrar o elétron em qualquer ponto da rede cristalina é a
mesma; e isso confere ao vetor k uma natureza deslocalizada no espago.

Em contraste com as fun¢des de Bloch, as func¢des de Wannier (WANNIER, 1937; WAN-
NIER, 1962) sdo localizadas no espago real e ndo possuem a propriedade de unicidade,
fato este que nos permite otimizar a sua localizagdo. As fungdes eletronicas de bloch sao
autofun¢des comuns do operador de translacdo e do Hamiltoniano que sdo escolhidos como
fun¢des periddicas no espago reciproco. Entdo, considerando-se a normalizagdo, existe
uma bijecdo entre a posi¢do de cada funcdo de Bloch e o valor assumido pelo argumento,
tornando possivel adicionar uma fase dependente apenas do vetor de onda. No entanto,
a relacdo mais notavel entre as funcdes de bloch e as fun¢des de Wannier é que, devido a
periodicidade, a fun¢do de Bloch de cada banda pode ser representada por uma série de
Fourier cujos coeficientes sdo dados pelas fun¢des de Wannier da respectiva banda.

Em 1959, o fisico Walter Kohn publicou um artigo mostrando o resultado de suas
pesquisas sobre o caso de um elétron num cristal unidimensional com simetria de inversao
(KOHN, 1959). Nesse estudo ele demonstrou que é possivel escolher convenientemente a
fase das fung¢des de Bloch de tal forma que se obtenha fun¢des de Wannier reais simétricas
ou anti-simétricas e exponencialmente localizadas. Embora ndo sejam nada triviais, as
equagOes que levam a méxima localizacdo das fun¢des de Wannier permitem encontrar
solugdes analiticas para o problema.

As fungdes de Bloch da banda j e do vetor de onda k com periodo L = 27” podem ser
expressas em uma série de Fourier:

Pi(x) =Y wj e (1)
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Assim, o n-ésimo coeficiente de Fourier dessa fungdo é dado por

_

W (x) = %/a e_ik”‘ltp]-,k(x)dk (2)

2

A fungdo wj,(x) da expressdo (2) nada mais é do que a Fungdo de Wannier da j-ésima
banda e n-ésima célula.

Assim, podemos dizer que na teoria semi-classica da condugdo eletronica, as fungoes
de Bloch fornecem uma base conveniente para descrever os estados eletronicos em sélidos,
enquanto as fun¢des de Wannier fornecem uma representacdo mais localizada desses estados.
A partir dessas representagdes, é possivel desenvolver descrigdes semi-classicas dos elétrons
em solidos, levando a uma compreensdo mais intuitiva do transporte eletronico e outras
propriedades fisicas.

Outra caracteristica importante da teoria semi-cldssica consiste na determinagdo simulta-
nea da posicdo / momentum do elétron que ndo viola o principio da incerteza. Isso é possivel
gragas a um certo grau de imprecisdo, ou seja, definindo a posi¢do do elétron em relacdo a
comprimento de onda A dos campos externos aplicados, ao passo em que se define o vetor
de onda k em comparacdo &s dimensdes da zona de Brillouin.

Embora ndo seja o escopo do nosso estudo fazer uma anélise detalhada do modelo
semi-cldssico, vale ressaltar alguns aspectos matematicos dessa teoria que serdo tteis aos
desenvolvimentos que se seguem. Para dar inicio a nossa discussdo, vamos considerar uma
particula sob a influéncia de um campo elétrico DC com um hamiltoniano dado por

H = H; — eEna (3)

sendo Hj o termo que satisfaz a periodicidade de Bloch da zona de Brillouin e a o parametro
da rede.
Utilizando o operador de evolugdo temporal (GRIFFITHS; QUANTICA, 2011) dado por

¥ (a,t) = {HeEna)ig (g 0) 4)

onde o estado inicial ¥(a,0) da vetor de onda |k) é expresso por

¥ (a,0) = e ¢y (a) ®)

tal que a funcdo ¢y também seja periddica, ou seja, ¢(a) = ¢x(a+r), sendo r um vetor da
rede cristalina.
Agora, transladando o vetor pela rede através do operador de translagdo, temos

T(r) =¥(a,t) = ¥(a,t)e'(F+5 ) 6)

Isso indica que a fun¢do de onda evolui no tempo, mas com um vetor cuja dependéncia
temporal é da forma

K(H) =k + %Et %

A equagdo (7) também é conhecida como Relagdo de Peierls, e por meio da sua derivada

4 Universidade de Brasilia



\alitico do comportamento eletronico em rede cristalina 1D sob campos elétricos DC/AC

em relagdo ao tempo, obtemos a segunda lei de Newton

dk
h% =¢eE (8)
que também é chamada de Equagio do Movimento do Elétron (ASHCROFT; MERMIN, 2022).
A equacdo (8) informa que a taxa de variacdo do momentum k é dada por eE/h que, por sua
vez, pode ser identificado como 22 /Tj. E por isso que o periodo das oscilagdes de Bloch

pode ser expresso por

h
Tp = Fa 9)

Em uma rede 1D no sistema tight-binding a relagdo de dispersdo tem a seguinte estrutura

e(k) = —2|W|cos(ka)

que serd deduzida em detalhes mais adiante no presente artigo.
Aplicando as relacdes expressas em (9) e (7) na equagdo que descreve a velocidade de
grupo (KITTEL; HOLBROW, 1963) dada por

obtemos

o(t) = 2'”;’“ (sin(koa)cos (?) + sin (?) cos(koa)>

A partir da equacdo acima, é possivel obter a evolugdo temporal da posicdo da onda
integrando a velocidade v(t) em relagdo ao tempo, assumindo ko = 0 como condigéo inicial:

2|Wi
eE
Onde a frequéncia de Bloch foi representada por (), ou seja

s—sp= (1 —cos(O)t)) (10)

eEa
0= = (11)

Dessa forma, fica demonstrado que é possivel obter, através da teoria semi-cléssica,
algumas respostas obtidas por meio da mecanica quantica.

II. Dinamica Eletronica em Solidos Cristalinos

A dindmica eletronica em sélidos cristalinos é o ramo da fisica que estuda o compor-
tamento dindmico dos elétrons em um cristal, incluindo fendmenos como a resposta dos
elétrons a campos elétricos e magnéticos externos, bem como o transporte de elétrons em
resposta a uma perturbagdo (SALINAS, 1999).

Instituto de Fisica 5
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Dentre as abordagens tedricas usadas para estudar a dindmica eletronica em sélidos
cristalinos, uma das ferramenta mais valiosas para modelar esses sistemas é conhecida como
método tight-binding. Este método fornece uma descrigdo eficaz e computacionalmente
eficiente das propriedades eletronicas em sé6lidos cristalinos, pois seu principio mais ele-
mentar consiste na ideia de que os elétrons em um sélido tém forte interagdo apenas com os
atomos mais proximos (SUTTON et al., 1988). Vejamso com um pouco mais de detalhe a
formulacdo matemaética desse método.

I. Método tight binding

O método tigh binding (ligacdo forte, em portugués) consiste em considerar que os dtomos
de uma cadeia atdmica estdo afastados o suficiente para que as intera¢des entre si possam
ser desprezadas e, dessa forma, a fun¢do de onda nas proximidades de cada dtomo é
essencialmente determinada pelo seu potencial (RIBEIRO, 2010).

Assim, de acordo com esse método, podemos obter uma boa aproximacéo para a funcao
de onda de um conjunto atdmico através da combinacdo linear dos orbitais de cada um
desses atomos. Por essa razdo, uma outra denominacdao desse método é LCAO (linear
combination of atomic orbitals).

Para ilustrar uma aplicagdo do método tight binding, seja 1(x) a fun¢do de onda que des-
creve o comportamento do elétron situado no orbital eletronico s de um atomo isolado, pois
a simetria esférica desse orbital torna mais simples a argumentagdo matemdtica envolvida
nos célculos que seguirao.

A evolugado temporal da fungdo i pode ser analisada a partir da equagdo de Schrodinger
dada por

2 12
@) V@) = ep(x) 12)

Assim, um cristal unidimensional formado por N dtomos semelhantes ao descrito acima,
dispostos periodicamente a uma distancia interatdmica 4, terd um Hamiltoniano da forma

42

—%@—}—ZV(X—VM) (13)

Cujas autofuncgdes satisfazem a condi¢do de periodicidade das fun¢des de Bloch. Dessa
forma, considerando a combinacédo linear dessas N autofuncoes, temos

Py (x) = Y e p(x — na) (14)

As fungdes de Bloch (14) podem ser combinadas para gerar uma autofuncdo ® do
hamiltoniano (13). Assim, temos

O(x) = Y ap®x(x) = Y ane™p(x — na) (15)

Assim como orbitais moleculares localizados, as fun¢des de Wannier podem ser escolhi-
das de vérias maneiras diferentes (MARZARI et al., 2012). Porém, na fisica do estado s6lido,
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h& uma defini¢do que é considerada a “original” (WANNIER, 1937). De acordo com essa
referida defini¢do, as fun¢gdes de Wannier consistem no conjunto de fun¢des usadas para
expressar ®(x) da equagdo (15) como uma combinagio linear, onde k representa o vetor de
onda.

Podemos calcular o valor esperado da energia para estabelecer a relagdo entre o vetor de
onda k e a energia. Para isso, basta calcular a integral (sobre a zona de Brillouin) da equagdo
de autovalores multiplicada pelo conjugado da fungdo de onda, ou seja:

[ @R dx= [ ¢ (B dx (16)

Agora, substituindo a expressdo (15) em (16) e levando em consideragdo que V(x + na) ~
0 e que ¢ é normalizada, podemos reduzir a expressdo (16) a

J—e= ¥ [ 9" (x)(H ~ H(x))e™"p(x — na)dx 17)
n##0

Levando em conta que o alcance da fungdo i esta restrito aos seus primeiros vizinhos, a
equagdo anterior pode ser escrita da forma

/z,b (x —a)dx+e" /1p P(x +a)dx (18)

E, além disso, pela simetria esférica do orbital que a func¢do ¢ ocupa, podemos assumir
que P(x —a) = p(x + a), portanto

E(k)—(—?— zka zka /4) x+a

E(k) =€ + 2acos(ka) /tp*(x)tp(x +a)dx (19)

Onde o coeficiente a é o termo que preserva a coeréncia dimensional da integral de
hopping que aparece no lado direito da equagdo acima. Esta integral é assim chamada por
representar a probabilidade de salto do elétron entre sitios adjacentes da rede cristalina.

III. Funcgdes de Onda livres da acao de campos elétricos

Ao estudar as fungdes de Bloch, concluimos que é fisicamente razodvel supor que em
um potencial que satisfaca a condi¢do de periodicidade de Bloch, com pardmetro de rede a,
dada por

V(x)=V(x+a)
a fun¢do de onda estaciondria {(x) satisfaca a seguinte condigdo:
Y = lp(x +a)|?

Ou seja, realizar uma translagdo de comprimento a na rede cristalina equivale a introduzir

uma fator de fase na fungao de onda expressa por ¢/*. Essas consideragdes culminam na
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formula¢do matematica do Teorema de Bloch dada pela equagao

T(a)¢(x) = ™ (x)
onde T(a) representa o operador de translagdo da rede com pardmetro a.
Utilizando os limites da zona de Brillouin como condi¢ées de contorno, acabamos por
identificar os valores de k com a quantidade de sitios da rede, fato este que motiva a insercdo

do indice k na funcdo de onda ¢ (x), que também pode ser expressa de forma mais sucinta
na notacio de Dirac como |k) (GRIFFITHS; QUANTICA, 2011).
Portanto, quando os estados estaciondrios satisfazem a equacdo de autovalores

HIk) = E|K)

Onde o operador H é o hamiltoniano do sistema que, na teoria tight-binding, pode ser
expresso da forma

H= —w2|n+1><n] + |n)(n+1|

onde w representa o termo hopping de energia.
Entdo, usando o hamiltoniano tight-binding na equagdo de autovalores, obtemos:

—w (Dn+1><n| + |n><n+1\> K) = e(k)[K)
—~w (Ze—fk”ﬂn +1)+ e—f"<”+1>ﬂ|n>) K) = e(k)[K)

—w <Zeik(nl)a’n> + eik(n+1)a|n>> ‘k) _ €(k)|k>
—w (eika 4 e—ika) Ze—ikna|n> = e(k)|k)

—2wcos(ka) k) = e(k)|k)

Portanto, o termo de dispersdo, ou energia €(k), do elétron numa rede cristalina isenta
da acdo de algum campo elétrico é dada por

e(k) = —2|w|cos(ka) (20)

que é uma fungdo de periodo 27t/a no espago dos k's, cujos valores pertencem ao dominio
da Zona de Brillouin.
Podemos admitir a expansdo das autofunc¢des nos estados de Wannier dada por

Pic(x) = ) _g(k,nm)w(x)

sendo o termo wy,(x) o estado de Wannier localizado sobre o sitio 1, que também pode ser

8 Universidade de Brasilia
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representado na notagdo de Dirac como (x|n).

Se a funcdo escolhida para assumir a forma da amplitude de Wannier g(k,n) for a
expressdo que representa a mudanga de fase de uma rede cristalina periédica, ou seja,
g(k,n) = ek entido o teorema de Bloch é satisfeito e w(x) = w(x + a).

Assim, reescrevendo a equagédo de autovalores fazendo ¢y (x) = g(k,n), que é a fungdo da
amplitude de Wannier nas proximidades do sitio 7, e limitando o somatdrio aos primeiros
vizinhos de 1, obtemos a expressao:

E(k)g(k,n) =eng(k,n) + w(g(k,n+1)+ g(k,n —1)] (21)

onde, gragas a periodicidade da rede, podemos afirmar que €, = €y. Assim temos

E(k)g(k,n) = eog(k,n) + w (eik(nﬂ)a n eik(n—l)a>
E(k)g(k,n) = eog(k,n) + wg(k,n) <ez‘ka n e—ikg)

E(k)g(k,n) =eog(k,n) +2wg(k,n)cos(ka)

Portanto

E(k) = €9 + 2wcos(ka) (22)

Essa Relagio de Dispersio expressa acima é uma fungdo no espacos dos k’s com periodici-
dade igual a de uma zona de Brillouin, ou seja, 27t/ 4.

IV. Func¢oes de Onda sob a acao de um campo elétrico

Ainda nos primérdios da mecénica quantica, os estudos inovadores de Bloch mostraram
que o vetor quasi-momentum caracteriza um estado translacional em um cristal perfeito
representado por k, que varia com o tempo de acordo com a equagdo cldssica do movimento
sob a acdo de um campo elétrico E. Dessa forma, restringindo-se a uma tinica banda de
energia, o estado de Bloch com vetor de onda ko pode evoluir no tempo ao longo dessa banda
energética especifica, tornando-se o estado de Bloch correspondente & evolugdo temporal
de k. Esse tratamento teérico é conhecido como Modelo de Banda SimplesINAZARENO;
GALLARDO, 1989).

Sempre que a fronteira da zona Brillouin é alcangado, ocorre uma inversdo da posigao
do vetor com periodo da oscilagdo de Bloch dado por

onde G é um vetor da zona reciproca.

Sabendo que a derivada de € em relagdo ao vetor k indica a velocidade associada com o
estado de Bloch de energia €, obtém-se também o movimento periédico no espaco direto.

Instituto de Fisica 9
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Situacdo similar ocorre no caso de um campo elétrico alternado AC, onde a forca elétrica
dependente do tempo é dada por

F(t) = Fsin(wt)

Para dar um tratamento matemdtico mais formal ao problema, podemos partir da anélise
das solugdes da equagdo de Schrodinger com as condigdes periddicas de contorno das
fungdes de Bloch numa zona de Brillouin.

Assim, partimos da equagdo de Schrodinger dependente do tempo dada por:

oY A
ih—- = Hy (23)

onde H é o hamiltoniano dependente do tempo (LANDAU et al., 1980) dada por

N o 1 = e 2 —
com

v(7) =v(F+a) A= —FEt (25)

Esse valor do vetor potencial A decorre de uma expressao do eletromagnetismo que
estabelece a sua relagdo com o vetor campo elétrico E:

0P . aA (se®=0) =

E=—5-—= N A= _Ft (26)

Expandindo as solugdes da fun¢do de onda em termos das autofungdes de H(t), onde ¢
é um parametro:

H(H) Dy (7,1) = €4 (7, 1) Dy (7, 1) (27)
onde
D (7,t) = eieg.ﬁ/h(PE(t) (7) (28)

e ¢(t)7 é um estado de Bloch com vetor de onda k() e €,(t) = €f(+)- Desde que o Hamilto-

niano seja estritamente periédico, podemos definir o vetor k na zona de Brillouin aplicando
a condic¢do de contorno periddica tal que

T(R)g(F) = e*Fig(?) (29)
onde o vetor k satisfaz a Relagio de Peierls (HOLSTEIN, 1959):

hN]

k=2 4k (30)

=

e E(t) evolui no tempo de acordo com a Equagdo Cldssica do Movimento:
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hdk
o =¢E (31)

Isso implica que, em t = 0 teremos k =k(0). Ou seja, k representa o vetor de onda em
sua posicdo inicial. Expandindo a fun¢do de onda (7, t) nas autofunc¢des de H(t):

Z ca(t = kP (32)

Para escrever a equagdo de Schrodinger a partir dos termos dessa expansao, derivamos
parcialmente a fung¢do ¥(7,t) em relacdo a t, obtendo

alP dCy d¢k
=P+ G (33)
Usando o Trugque de Fourier(TONIDANDEL; ARAUJO, 2012) na expressao acima
* k * k
[ % ar= [ gio ks [ cogp™ i (34
e reescrevendo o lado esquerdo da equagao (34) na notagdo de Dirac, temos:
0
/ Pr =, ? ;= <4>k alf> (35)
e, por fim, lembrando que
dk € K
iy ¢p = e "up(7) (36)
Entédo
0 0 dck % k
[ 450 ak= <¢k‘a—lf> L g+ [ cgp 8 (37)

A primeira integral do lado direito da equagdo acima é igual a 1, e reescrevendo a
segunda integral usando a notagdo de Dirac obtemos

<<Pk a—¢> = 2 + eec <4’k

¢
ot dt ok > (38)
multiplicando ambos os lados da equacao por if:
lp aCy . @ a_(P
lh<gbk > ih—- T +1 7 Cr( Px oK (39)

Ao se multiplicar uma constante pelo produto interno do lado esquerdo da equagéo, o
mesmo pode ser reescrito como

0 L dC
<<Pk in 1p> dtk lﬁck<¢k

Instituto de Fisica 11
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de acordo com a equacgdo (23), podemos reescrever (40) como

<¢k mi’> — (¢ Hp) = H (9| 9) (41)
de onde obtemos
H (¢x|¢) = exCy (42)
mas
(Pr|¥) = Ck (43)

Dessa forma, a equagdo (23) escrita em termos das autofungdes de H(t) é

dC
Zhd—tk + Z%Ck<(]>k

a(li{)> = chk (44)

onde levamos em consideragdo a ortogonalidade de Bloch da funcédo (p%(r) e restringimos
parte do seu periodo a tinica banda. Mas para um cristal com inversao simétrica, o elemento

de matriz (¢ | %) = 0, de onde obtemos a seguinte equagao diferencial de primeira ordem:

dc
ih dtk Ckek(t) (45)
cuja solucdo para Ci é dada por
Ci(f) = Ci(0)e o) a (46)

sendo que o valor de €, em 1D dado pela aproximacgdo tigh — binding é

€(k) =2V cos(ka) (47)

onde V é o termo hopping (COSTA; MENDOZA, 2020).
Assim, a equacgdo (46) fica

Ck(t) _ ck(O)e_?i fOtZVcos(ka)dt (48)

que, para a condigdo inicial t = 0 possui uma solugdo da forma
C ( ) Ck(O) iB[sin(ka)—sink(0)a] (49)
onde
2V
B= . e F=¢E (50)

Entdo, podemos reescrever a fungédo de onda dada em (32) na equagéo (28) e o resultado
para Ci(t) obtido em (49). Ou seja,

eAx

— G0 SO g 1) ®Y

Podemos simplificar a expressao (51) utilizando-se para isso a equagdo (30) e, com o
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intuito de deixar a notagdo menos carregada, pode-se substituir os termos Ci(0) e k(0) por
Ck e k, respectivamente, obtendo assim

ZC o Blsin(k—eA/h)a— smku] h (Pk(t)(x) (52)

onde @ (x) é a onda de Bloch do vetor de onda k.

Para simplificar a soma de senos dentro dos colchetes da equacdo (52) para, em seguida,
realizar o somatorio, é conveniente utilizar uma das identidades trigonométricas conhecida
como Férmula de Prostaférese (IEZZI, 2013) dada por

. . Z1+22\ . (21— 22
sinzq — sinzy = 2cos > sin >

. eAa o eAay . eAa
sin (ka — 7) — sinka = 2cos <ka — E) sin (_E)

Dessa forma, a funcdo ¢ passa a depender apenas da varidvel t e pode ser reescrita como

Portanto, temos

t) _ ZCkEZiﬁcosk(t)sin(%)

O termo que aparece no dominio da fungdo seno expresso na relacdo acima aparecerd
muitas vezes no decorrer deste trabalho. Portanto, é interessante sugerir neste momento
uma mudanga na notagdo até entdo utilizada para tornar as manipula¢des matemaéticas que
se seguirdo mais faceis de manipular. Assim, temos

eAa_eEta_eEa t
h  h  w h/w

Entido, chamaremos

eEa wt
=" = 3)

Também ¢é possivel expandir a fungdo ¢i(x) de Bloch em termos de uma fungio de
Wannier na forma

@i (x) Y e g(x — na) (54)
\/_
onde o termo o (x — na) representa o estado fundamental de um elétron que se move sob a
influéncia de um potencial U(x — na) de uma rede periédica de dtomos com periodo a.
A funcdo (52) pode ser reescrita como uma fung¢do dependente apenas do tempo e
expandida em termos dos coeficientes 7 em vez de k. Usando a notagdo de Dirac podemos
representar a amplitude dessa fun¢do na forma

Ca(t) = (n| 9(t)) (55)
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Onde a fungéo dos coeficientes C,(t) é chamada de n-enésima amplitude de Wannier da
fungao (t).

A partir daqui, os cdlculos desenvolvidos terdo por objetivo chegar a uma expressao
analitica que descreva a probabilidade de um elétron fazer transi¢des para outras regides
da rede cristalina quando esta sob a influéncia de um campo elétrico. O problema sera
abordado com duas condigdes de contorno distintas: A primeira, quando a amplitude de
Wannier for uma funcdo delta de Dirac da forma

e a segunda quando essa mesma condicdo inicial for uma fungdo gaussiana da forma

—(n—n, )2

Cn (0) — eiknaeizazo

Feitas essas consideragdes, segue-se a andlise do primeira premissa.

I. Condicao inicial: Funcao Delta de Dirac

Seja a equacdo que representa a evolugdo temporal da fungéo ¥ (t)

=) Cu(t)|n) (56)

Em t =0, a autofuncdo ¥(0) é expressa como

0)) = }_Ca(0)[n) (57)
n
tal que o coeficiente C,,(0) tem a forma

Cu(t=0)=10up0 (58)

Assim, partindo da Equagdo de Schrodinger, mas dessa vez usando a notagdo de Dirac
d -

iho, [¥(1) = H[¥(1)) (59)

e substituindo, na equagéo (59), a fungdo ¥ (t) dada pelo somatério expresso em (56) e
operando ambos os lados da equagdo (59) com os autoestados bra (n| e ket |n"), obtemos

. 0
i T Calt)((nf) ') = AL Co(t) () ) (60)
n
Onde H é o hamiltoniano dado por

=Y w(|n)(n+1|+ |n+1)(n|) (61)

n

e o termo T, representa o “gasto” energético dispendido pelo elétron para “saltar” de um
sition —-n+1
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Além disso, No caso cristalino sem a influéncia do campo elétrico, os auto-estados da
energia k do sistema podem ser expressos pela expansdo de Fourier

— Zeikna|n> (62)

Os estados k estdo associados ao momentum do elétron e existem tantos estados k quantos
forem os sitios n da rede cristalina. Portanto, para obter a representacdo dos 7 sitios em
func¢do de k, basta aplicar a transformada inversa de Fourier na expressdo (62), o que resulta
em

n) = ;e‘”‘”“|k> (63)

Dessa forma, quando se aplica o operador H expresso pela equacdo (61) sobre o auto-
estado k dado por (62) temos

H|k —wz Iy (n+1|+ |[n+1)(n |)eik”“|n)

n'n

AlK) = —w Y (jn)e* D 4 ) D)

Hk) = —w (eik” — e‘ik”> Y e 'y = —2wcos(ka) |k)
‘ k)
Ou seja
AlK) = c(ka) k) 64

Onde o termo €(ka) é a Relagio de Dispersdo, ou seja, a energia associada ao movimento
do auto-estado k.

Agora, voltando ao lado esquerdo da equagdo (60), ndo é dificil verificar que essa
expressdo pode ser simplificada sabendo que se trata de uma fun¢do normalizada,. As-
sim, reescrevendo a equacdo diferencial resultante na notacdo de Newton (NETO, 2004) e
utilizando a forma do operador H expresso pelo lado direito da equacédo (61), temos

., 0
zhg;Cn(t) nln))|n’) HZC (nln))|n’)

n
ihCy =Y (Cyw|n) (n+1|n") +Cpw*|n + 1) (n|n'))
— S——

n
n+1=n’ n=n'

ihCp = wCypyq +w*Cpy_q

Lembrando agora que uma auto-fun¢do ¥ () pode ser expandida tanto na forma

)> = ch(t) n)
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quanto na sua correspondente forma dual (SAKURAIL; COMMINS, 1995) dada por

(¥ (1) =) Ca(t)(n]

e pressupondo também que essa fung¢do seja normalizada ((¥|¥) = 1), entdo
(F(O[¥ () =Y CrCuln|n) =) |Cul* =1 (65)
n n

E nesse sentido que se pode dizer que essa expressdo representa a probabilidade do
orbital ser encontrado no sitio n.
E assim, partindo novamente da equacado de autovalores

Hin) = e(K')|n)

torna-se viavel descobrir a fungdo que descreve o autoestado de energia e(k’):

e(k)[n") =) CuCpr(n'| (wln)(n+ 1] +w"n+1)(n|)[n")
nn! '

—_———
1

ek)|n"y=")_ CZ/@/|”2CW (n+1n") '+ Y Cy(n'In+1)Cp (nn") 1}

I 4 171
nn' n nn' n
Y n=n’ n+l1=n" Y n'=n+1 n=n"

e(k)[n") = Z (wCZCn+1 + W*C;HCn) (66)

n

Utilizando a rela¢do de completeza (SAKURAIL COMMINS, 1995) , podemos escrever o
elemento de matriz do operador H como

Hun = (n|H[m) =) _(n|k) k| H|K') (K |m) (67)
Kk
No entanto, quando se aplica o bra (n| na equagao (62) e faz-se 0 mesmo aplicando o
bra (k| na equacdo (63), obtemos, respectivamente, os termos (n|k) e (k|n) presentes no
lado direito da equagéo (67). Dessa maneira, o elemento de matriz do operador H pode ser
escrito como

(| B|m) = Y —w <eika i e—iku) pikan ,—ikam _ Y —w (eika n e—ika) pika(n—m)
k k

(n|H|m> — (Zeika[(n+1)—m] + Zeika[(n—l)—m]> (68)
k

k

E, sabendo que
Zeika(nfm) = Sum
k
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O elemento de matriz do operador H seré obtido por

Hn,m = —w ((SnJrl,m + 5n71,m) (69)

Agora, voltando a equacdo (68) e fazendo uso da substitui¢do de Peierls (PEIERLS;
PEIERLS, 1955) dada por
eA

obtém-se uma forma generalizada para o elemento de matriz Hy, ;, dada por

nt

Hn,m = —-w <ei(ka7%)(sn+l,m + eii(kaii)(sn—l,m) (70)

Utilizando as propriedades das fungdes de onda no espaco de posicio (SAKURAI;
COMMINS, 1995) obtemos

e(k) = =} (w(wln)" (w|n + 1) + w* (wln + 1)*(w|n))

n

e(k) = =) _(w{n|w)(wln + 1) +w* (g4 L|w) (w[n))

n,t
7 n/ n/

Aplicando em seguida a relagdo de completeza introduzida pela somatério em t e
considerando n’ =n

e(k) = Gy + ")

nT

e(k) = —5n/n/(wei(k‘z_7) + we_i(k”_%))

s T
e(k) = —2ws,, , cos (ka > ) (71)
E no caso particular em que n =1’ a expressao (71) se reduz a
_ T
e(k) = —2wcos (ka > ) (72)

Usando agora a expressdo da energia obtida em (72) na equagdo que descreve o coeficiente
Ci(t) expressa em (46), chegamos a equacao

Ck(T) _ Ck(o)e—%fot —ZZucos(ka—g)dt (73)

Além do mais, a transformada de Fourier mostra uma forma de relacionar a amplitude
Cn a sua forma reciproca em t = 0 dada por Cyg), ou seja

C,= Zefiknack — Ck(O) = Eeikn’acn/(o)
k n'

Entdo, a equagdo (73) pode ser resolvida seguindo os mesmo passos da solugao de (49),

Instituto de Fisica
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ou seja:
Zezkn uc —ikna 14}/) sm(”—;)cos(ka—%)
k.
ch’ zk (n' n)aezm sin( ) cos(ka—%) (74)
k'
E f4cil verificar que 7T possui unidade de frequéncia pois, sabendo que A = —Et, onde
E é o campo elétrico
eEa
= —2m—t
" h

Assim, sabendo também que ¢E = F, a frequéncia 7T pode ser escrita como

O=-— (75)

Por conveniéncia, a fungdo (74) pode ser reescrita com uma mudanca de fase de 7/2 e
fazendo n’ — n =m:

©) = ¥ o (0)e! e ¥ )sin(ha =45 ) ikma

Fazendo a substituicao

Nt m
0=ka — —+ —
-ty
De onde se tira
Nt
ka = J- -
a—0+ > >

Zchrn '72l %)eihTT sin(%)smGJrlmG
que pode ser escrita de foma mais resumida usando a identidade de Bessel (KREH, 2012):
Jon) = 5 [ ltesmesno) g
7T

271 J—

Podemos justificar a passagem do somatério para a integral utilizamos a teoria dos
limites no cdlculo diferencial (CUMMINGS, 2019) que, basicamente, nos permite fazer uma
varidvel k de uma funcdo analitica em todos os pontos do seu dominio tender a zero e, com
isso, transformar nosso somatério numa integral, ou seja:

7T
Se lim entdo Z s /
—7T

x—0 mk

Com isso, a expressdo para a fun¢do C,(7) pode ser escrita na forma:
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ﬂ 2) 4V E
Zcm—l-n (551, {—MTSln( > )} (76)
Cuja funcdo conjugada é dada por
(% —7) 4v nt
=Y Cren(0e D [—Fmsm( i )] 77)

Assim, a probabilidade associada ao n-enésimo sitio é obtida através do produto da
equagdo (76) pela sua forma conjugada (77), obtendo

4V . nt
7)[? —Z|Cm+n ISE [%Sm< 7)}

Portanto, partindo da funcdo delta de Dirac Cp44(0) = d,0 como condigdo inicial e
substituindo 77 pela relacdo obtida em (75), a amplitude de probabilidade é dada por

4V . (Fat
Ca(T)] =T {WS <2h)] (78)
Calculando agora o Desvio Quadrditico Médio (GRIFFITHS; QUANTICA, 2011) dado por

() = Tlcs e
n
e fazendo uso da identidade das Func¢oes de Bessel (KREH, 2012)

72

) _Ju(z)m?* == (79)

2
< > 8(;/“) sin? (%) (80)

As equagdes (78) e (80) constituem os mesmo resultados obtidos por Dunlap e Kenkre
(DUNLAP; KENKRE, 1986). O deslocamento quadratico médio é uma funcgdo periddica
dependente do tempo, oscilando com a frequéncia de Bloch em uma amplitude proporcional
a relagdo entre a largura da banda e a energia eEa.

Em particular, analisando o que foi obtido na expressdo (78) para a probabilidade de
Wannier na origem, vemos que a particula retorna a origem realizando um movimento
periddico caraterizado pelo periodo

chegamos ao resultado

27th
Fa
que é precisamente o periodo correspondente as oscilagdes de Bloch.
Para tratar o problema na auséncia de campo elétrico, estuda-se o caso limite em que
E = 0 nas equacdes (78) e (80). Mas, vale lembrar que de acordo com as equagdes expressas
m (26), se E =0 entdo A =0 e, portanto, #T = 0. Assim, reescrevendo o argumento dentro
dos colchetes da fun¢do de Bessel em (78) na forma do limite fundamental da fungdo seno
quado 7T tende a zero, obtemos
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i~ (HT
%)zﬁlim sin (%5-) _ 2Vt

lim ﬂ sin(
h nt—0 g h

Q-0 hyt

Vemos entdo que a n-ésima probabilidade de Wannier torna-se

o= (%) ®1)

E o desvio quadratico médio

2
Vit
2
ne) =2(— 82
< >0 ( h > (82)
A equagdo (82) mostra que, a medida que o tempo aumenta, o desvio quadratico médio
também cresce, fazendo com que a particula “escape para o infinito”.

Esses resultados configuram a forma analitica para a probabilidade de que um elétron
localizado inicialmente num ponto particular da rede (n = 0) possa fazer transi¢des para
outros locais da rede sob a agdo de um campo elétrico uniforme. Além disso, vale lembrar
que esses resultados foram obtidos como uma aproximagao para uma tnica banda e que o
papel do campo elétrico é fazer com que o elétron oscile no espago real com uma frequéncia
dada por eEa/h. Dessa forma, quanto mais intenso for o vetor campo elétrico E, maior seré
a frequéncia com que a particula passa pela origem (Cy = 1). Ou seja, a localiza¢do aumenta
e, a0 mesmo tempo, vemos que a probabilidade na origem estd sempre préxima da unidade.

Analisando a equagédo (78), notamos que se a largura da banda for muito maior que
a energia elétrica caracteristica dada por eEa, obteremos um ntimero par de zeros antes
que a probabilidade alcance novamente o valor unitdrio. Nesse caso, costuma-se dizer que
os elétrons realizam transi¢des virtuais aos outros locais da rede. Em outras palavras, o
campo elétrico age no sentido de remover as degenerescéncias dos niveis atdmicos inibindo,
portanto, os saltos entre vizinhos no mesmo estado.

O problema da localizagdo dindmica foi abordado nesse trabalho desconsiderando a
existéncia da chamada Escada Wannier-Stark no espectro eletrdnico de um cristal sob a agdo
de um campo elétrico. Em vez disso, usamos uma condigdo inicial particular da equacdo
de Schrodinger dependente do tempo que é mais relevante para a anélise de uma situagao
realista. A comportamento oscilatério apresentado (consequéncia direta do modelo de
banda tinica assumido) deve ser valido durante um tempo ¢ tal que

t
/ Pye(¥)d < 1 (83)
0

Onde P,_;. é a probabilidade de transi¢do dentro da banda energética por unidade de
tempo.

Ensejamos que, ao considerar valores do campo elétrico suficientemente grandes, o
tempo t apresente um valor consideravelmente elevado, de tal modo que o modelo de banda
Unica possa ser considerado como algo mais do que uma simples abstracdo matematica.
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II. Condigao inicial: Funcao Gaussiana

Agora, a andlise da transigdo eletronica na rede sob o efeito de um campo elétrico serd
feita partindo de uma fungdo gaussiana como condicdo inicial do problema, ou seja

C2 _ eiknae—(71—710)2/2(72 (84)

onde C) = C,(0) e x representa um fator de fase.
Aplicando essa condigdo inicial a relagdo (66), obtemos o termo de disperséao:

e(k) =) (wC;iCpy1 +w*C;y 1 1Cn)

n

e(k) = — Zweiiy'rgfiknaef(nfno)z/Zaigik(nJrl)uef(n+1fn0)2/2¢7i+
n NV N
C; Crt1

AN

o Zwe—iiy"{g—iknue—(n—n0+1)2/202 eiknae—(n—no)2/202
" Cis1 Cr
Fazendo a soma dos expoentes e deixando dentro do somatério apenas os termos que
dependem de n:
T i ko (=10 | (nmmg)?
e(k) = —weTek Zelku 2 T2 Ty
n
Wit p—ika Zeika—(n—no)z/a2+(n—no)2/a2+ﬁ

n

e(k) =—w <ei(ka+77T) + e—z’(ka+;yr)> Zeiku*(n*”0)2/02+(n*no)2/02+ﬁ

n

N

-~

o

Portanto

e(k) = —2wwacos (ka + 37) (85)

A forma fechada da n-ésima amplitude de Wannier no espacos dos k’s é dada por

fi(8) = (k¥ (1) (86)
que também pode ser expressa como uma relagdo com C9 via transformada de Fourier da
forma:

fi (1) = e Ca(t) (87)
n

Como CY tem a forma da gaussina expressa em (84), obtemos, apds substitui-la em (87),
teremos a expressao:

H i (— 2 20.2
fl? (t) — elknemnae (n—ng)=/
2
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Completando quadrados na expressdo exponencial acima, podemos separar os n’s dos
«’s, ou seja:

fO(t) = e~ (xR ik (88)

A evolugdo temporal de flg (t) possui o termo de dispersédo e(k) como autovalor. Portanto,
aplicando a funcdo f na equacdo de Schrédinger

—ihfr = e(k) fi

e reescrevendo-a de tal forma a ter T = w t obtemos:
d
ia—jzc = —2cos(ka+nt) fx

Esta é uma equacdo diferencial de primeira ordem (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2021)
que pode ser resolvida aplicando-se o operador de integracdo em ambos os lados da equagao:

I _ 21/cos(ka +77)0T
Jx

Com isso, encontramos a forma da fungéo f:
fk . 61’7 sm(g)sin(k—i—%—&—%)ﬁg (89)

onde f; é dado pela expressdo (88).
Portanto, a amplitude f{ é uma fungio exponencial que possui a seguinte forma:

fo= ez i Esin (%) sin(k+ 5 +7% ) —(x— k)z”— —ikng (90)

De posse da expressdo da amplitude no espago dos ks, podemos usar a transformada de
Fourier inversa obtida em (87) para obter a forma da amplitude no espago dos n's. Ou seja,

-y ek 0 (91)
k
Zel sin 77 sm( +%—%)—(K—k)2%2_ik("_”0)dk (92)

O produto da expressdo (92) pela sua forma conjugada resulta no Mddulo ao Quadrado
da Amplitude de Wannier, que pode ser visualizada nas figuras (1), (2) e (3) para alguns
parametros distintos da fase x e desvio padrado ¢ representados nas figuras.

E interessante observar que os graficos gerados acima a partir da expressdo analitica
dada em (92) confirmam os dados obtidos anteriormente por métodos numéricos (ROCHA,
2017). Pois ilustram a evolugdo temporal de um pacote de onda quando submetido a agéo
de um campo elétrico de intensidade 77g = 0.01.

O gréfico exposto na figura (1), ilustra um pacote de onda completamente localizado
num sitio do cristal, ou seja, quando temos x = 0 e ¢ = 0. Nesse caso, a oscilagdo tem a
forma de uma onda estaciondria. Numericamente, ja foi observado que nessa situacdo o
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Figura 1: Evolugio do Pacote de Onda: x =0; 0 =0
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Figura 2: Evolugdo do Pacote de Onda: xk =0; 0 =5

centro do pacote oscila periodicamente em torno de sua posigdo inicial.

Mas os gréficos (2) e (3) representam a situagdo do estado inicial do elétron numa rede
com termo de dispersdo o = 5. Esses graficos descrevem mais fielmente o comportamento
do elétron em um cristal unidimensional exposto a agdo de um campo elétrico.

Vale ainda ressaltar que no grafico (3), além da dispersdo ndo ser nula, foi imposta
também a condigdo extra do termo de fase que representa a velocidade x = 0,2577. Assim,
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Figura 3: Evolugio do Pacote de Onda: x = 0.257; 0 =5

ap0s o pacote oscilar ele retorna na dire¢do da velocidade x.
E evidente, a partir das situagdes analisadas anteriormente, a importancia das condi¢des
iniciais do pacote de onda na defini¢do da natureza das oscila¢des de Bloch que ele realiza.

V. Conclusio

No estudo aqui realizado, foi apresentado um tratamento analitico do comportamento
eletronico numa rede cristalina onde consideramos tanto o caso geral da superposigdo
de campos elétricos DC e AC, quanto o caso da auséncia de campo elétrico interagindo
com o sistema. A estratégia geral consistiu em utilizar a aproximacao tight-binding para
tratar o elétron quanticamente através da sua fungdo de onda enquanto os ions da rede sdo
admitidos como pontos imodveis espacados periodicamente ao longo da cadeia atdomica.

O principal objetivo do trabalho foi descrever analiticamente algumas das principais
caracteristicas do comportamento eletrénico variando a forma das condig¢des iniciais da
amplitude de Wannier. Assim, inicialmente analisamos o caso em que essa amplitude tem a
forma de uma funcdo Delta de Dirac. Partindo dessa premissa, concluimos que o desvio
quadrético médio para essa condicdo inicial é uma funcdo periddica dependente do tempo
que oscila com uma frequéncia de Bloch em uma amplitude proporcional a largura da banda
e a energia eEa, oferecendo assim uma expressdo analitica para calcular a probabilidade de
um elétron realizar transi¢des para outros locais da rede cristalina quando esta sob o efeito
de um campo elétrico.

A outra condicdo inicial analisada nesse contexto foi a de uma fun¢do gaussiana como
amplitude de wannier. No entanto, ndo foi deduzida aqui a forma fechada do desvio
quadrético médio. A anélise foi assim realizada através das imagens geradas com o auxilio
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do software Gnuplot (RACINE, 2006) a partir da expressdo da amplitude de wannier
deduzida. Estudamos os resultados obtidos a partir da variagdo de alguns parametros da
funcdo de amplitude e verificamos que os mesmos confirmam os dados obtidos por métodos
puramente numéricos em (ROCHA, 2017).

Podemos concluir que, mesmo diante das simplifica¢gdes tedricas presentes nos modelos
fisicos, é possivel obter uma expressdo matemadtica altamente precisa para descrever os
fendmenos observados. Esses modelos teéricos conseguem representar sistemas reais, como
tios quanticos e super-redes, bem como fendmenos ndo lineares, como oscilagdes de Bloch e
condutividade diferencial negativa. O aumento na publicacdo de artigos cientificos nessa
drea demonstra ndo apenas o nivel de interesse na pesquisa relacionada ao transporte
eletronico, mas também a eficdcia das técnicas tedricas e computacionais utilizadas na
expansdo desse campo de estudo.

REFERENCIAS

ASHCROFT, N. W.; MERMIN, N. D. Solid state physics. [S.l.]: Cengage Learning, 2022. 5

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B. Elementary differential equations and boundary
value problems. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2021. 22

COSTA, R. M.,; MENDOZA, M. Deducdo da matriz do hamiltoniano tight binding usando a
discretizacdo da equagdo de schrodinger. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, SCIELO Brasil,
v. 42, 2020. 12

CUMMINGS, J. Real analysis: a long-form mathematics textbook. [S.1.]: CreateSpace Independent
Publishing Platform, 2019. 18

DUNLAP, D.; KENKRE, V. Dynamic localization of a charged particle moving under the
influence of an electric field. Physical Review B, APS, v. 34, n. 6, p. 3625, 1986. 19

GRIFFITHS, D.; QUANTICA, M. 2% Edigdo. [S.1.]: Editora Pearson Education, 2011. 4, 8, 19

HOLSTEIN, T. Studies of polaron motion: Part ii. the “small” polaron. Annals of physics,
Elsevier, v. 8, n. 3, p. 343-389, 1959. 10

IEZZI, G. Fundamentos de matemdtica elementar, 3: trigonometria. [S.1.]: Atual, 2013. 13

KITTEL, C.; HOLBROW, C. Elementary solid state physics: a short course. American Journal
of Physics, v. 31, n. 8, p. 630-630, 1963. 5

KOHN, W. Analytic properties of bloch waves and wannier functions. Physical Review, APS,
v. 115, n. 4, p. 809, 1959. 3

KREH, M. Bessel functions. Lecture Notes, Penn State-Gottingen Summer School on Number
Theory, NEC Labs, v. 82, p. 161-162, 2012. 18, 19

LANDAU, L. et al. Teoria do campo. [S.1.]: Ed. Mir, 1980. 10

MARZARI, N. et al. Maximally localized wannier functions: Theory and applications.
Reviews of Modern Physics, APS, v. 84, n. 4, p. 1419, 2012. 6

Instituto de Fisica 25



Physicae Organum, v. 9, n. 1, p. 1-26, Brasilia, 2024.

26

MERMIN, N. D.; ASHCROFT, N. W. Hans bethe’s contributions to solid-state physics.
International Journal of Modern Physics B, World Scientific, v. 20, n. 16, p. 2227-2236, 2006. 2

NAZARENO, H.; GALLARDOQO, J. Bloch oscillations of an electron in a crystal under the
action of an electric field. physica status solidi (b), Wiley Online Library, v. 153, n. 1, p.
179-184, 1989. 9

NETO, J. B. Mecinica Newtoniana, Lgrangiana e Hamiltoniana. [S.1.]: Editora Livraria da Fisica,
2004. 15

PEIERLS, R.; PEIERLS, R. E. Quantum theory of solids. [S.l.]: Oxford University Press, 1955. 17

RACINE, J. gnuplot 4.0: a portable interactive plotting utility. [S.L.]: Wiley Online Library, 2006.
25

RIBEIRO, A. V. Calculos de estrutura eletronica de materiais mediante combinacédo linear de
orbitais atdmicos. Universidade Estadual Paulista (Unesp), 2010. 6

ROCHA, G. F. Impacto da interacdo elétron-fonon na dinamica eletronica em redes
cristalinas unidimensionais. Dissertacdo de Mestrado - UnB, 2017. 22, 25

SAKURA]J, J. J.; COMMINS, E. D. Modern quantum mechanics, revised edition. [S.1.]: American
Association of Physics Teachers, 1995. 16, 17

SALINAS, S. R. Introdugdo a fisica estatistica. [S.1.]: Edusp, 1999. 5

SUTTON, A. P. et al. The tight-binding bond model. Journal of Physics C: Solid State Physics,
IOP Publishing, v. 21, n. 1, p. 35, 1988. 6

SUZUKI, M.; SUZUKI, I. S. Lecture note on solid state physics: mean-field theory. System,
v. 6000, p. 1-15, 2006. 3

TABACNIKS, M. H. Os elementos na matéria. Tese (Doutorado) — Universidade de Sao Paulo,
2005. 2

TONIDANDEL, D.; ARAU]O, A. Conectando transformadas: Fourier e laplace. In: SN.
Congresso Brasileiro de Automdtica, Campina Grande, PB. [S.1.], 2012. v. 1, p. 32-36. 11

WANNIER, G. H. The structure of electronic excitation levels in insulating crystals. Physical
Review, APS, v. 52, n. 3, p. 191, 1937. 3,7

WANNIER, G. H. Dynamics of band electrons in electric and magnetic fields. Reviews of
Modern Physics, APS, v. 34, n. 4, p. 645, 1962. 3

Universidade de Brasilia



Physicae Organum, v. 9, n. 1, p. 27-40, Brasilia, 2024.

Instituto de Fisica - Universidade de Brasilia FiSICA E

PHYSICZ ORGANUM ARTIGO ORIGINAL ~ “AFINS

CURSO DE ESCRITA CIENTIFICA NA SEMANA UNIVERSITARIA DA UnB: UM ESTUDO DE CASO ACERCA DO
LETRAMENTO CIENTIFICO

SCIENTIFIC WRITING COURSE AT UnB UNIVERSITY WEEK: A CASE STUDY ON SCIENTIFIC LITERACY

MARCELLO FERREIRA!, MARCOs ROGERIO MARTINS CosTa?, ERIKA

NazArRE GADELHA MEIRA CERQUEIRA®, DEMETRIO ANTONIO DA S1Lva

FiLuo*, Oravo LeororLDINO DA Siiva FiLHo?, KHALIL OLIVEIRA
PorRTUGAL®, DEISE MAZZARELLA GOULART FEREIRA7, ANTONIO MARQUES
DOS SANTOS®

'Doutor em Educacio em Ciéncias pela Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Professor e
Vice-Diretor no Instituto de Fisica da Universidade de Brasilia.
2Doutor em Letras pela Universidade de Sdo Paulo. Professor colaborador no Programa de
P6s-Graduagédo Ensino de Fisica do Instituto de Fisica da Universidade de Brasilia. Diretor Executivo
da Escrita com Ciéncia.
3Especialista em Tecnologia de alimentos pela Universidade de Brasilia. Diretora executiva da
Escrita com Ciéncia.
“Doutor em Fisica pela Universidade Estadual de Campinas. Professor Associado do curso de Fisica
da Universidade de Brasilia.
>Doutor em Fisica pela Universidade de Brasilia. Professor Associado do curso de Fisica da
Universidade de Brasilia.
®Doutor em Ensino de Ciéncias e Educacio Matemética pela Universidade Estadual de Londrina.
Professor Adjunto do curso de Fisica da Universidade de Brasilia.
"Doutoranda no Programa de P6s-Graduagdo em Administragdo da Universidade de Brasilia.
Administradora no Centro de Educacdo a Distancia da Universidade de Brasilia.
8Doutor em Fisica pela Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Professor do Instituto Federal
de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Norte.

Resumo

Este estudo descreve a implementagio de um curso de Escrita Cientifica realizado pelo Instituto
de Fisica da Universidade de Brasilia durante a Semana Universitdria entre 2020 e 2023. O
curso, voltado para estudantes de graduagdo e pds-graduagio, teve inicio durante a Pandemia
de Covid-19, atendendo a demanda académica na redagdo de textos cientificos. Com abordagem
remota, desdobrou topicos como estruturagdo do texto cientifico, ética académica e pesquisa, sendo
disponibilizado também para a comunidade em geral, com participantes de diferentes regioes do
Brasil e paises luséfonos. Realizado via plataforma on-line, o curso apresentou taxa de aprovagio
superior a 50% em todas as edigoes, contrariando a média de evasdo elevada durante a semana
universitdria. Esse éxito reflete-se na popularizagio do discurso cientifico por meio da didatizagdo
dos contetidos, acesso flexivel as tecnologias digitais e avaliagdes adequadas. Esta experiéncia
contribuiu para a difusdo das normas técnicas na redagdo cientifica, promovendo a melhoria da
qualidade dos textos académicos na comunidade profissional e tecnoldgica de fisica.
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Abstract

This study describes the implementation of a scientific writing course carried out by the Physics
Institute of the University of Brasilia during University Week between 2020 and 2023. The
course, aimed at undergraduate and postgraduate students, began during the Covid-19 pandemic,
in response to the academic demand in writing scientific texts. With a remote approach, it covered
topics such as structuring scientific texts, academic ethics and research, and was also made
available to the community in general, with participants from different regions of Brazil and
Portuguese-speaking countries. Conducted via an online platform, the course had a pass rate of
over 50% in all editions, contrary to the high dropout rate during the university week. This success
is reflected in the popularization of scientific discourse through the didacticization of content,
flexible access to digital technologies and appropriate assessments. This experience contributed to
the dissemination of technical standards in scientific writing, promoting the improvement of the
quality of academic texts in the professional and technological physics community.

Keywords: Scientific writing; Professional and technological education; University week;
Popularization of science; Online course.

I. INTRODUCAO

Este artigo discute a concepgdo, implementacdo e resultados obtidos a partir de quatro
edic¢Oes consecutivas do curso de extensdo Escrita Cientifica, realizado pelo Instituto de
Fisica da Universidade de Brasilia (UnB) durante a Semana Universitaria entre 2020 e 2023.
O curso surgiu da demanda por capacitagdo da comunidade académica na redagdo de textos
cientificos, destinados a producéo de documentos académicos!. Inicialmente desenvolvido
como um teste com estudantes de graduagao EaD durante a Pandemia de Covid-19, obteve
sucesso e expandiu-se para atender a crescente demanda, mantendo 300 vagas em todas
as edi¢des propostas e realizadas durante a Semana Universitaria. Realizar uma acdo de
extensdo é importante no cendrio universitario, porque, como explicam (Cruz et al. 2020, p. I):

A publicagdo de um artigo representa, para muitos profissionais e estudantes em
programas de formagdo de pesquisadores, a etapa final de um projeto cientifico, reali-
zado, geralmente, com base em estudo meticuloso e anédlise de dados exaustiva. No
Brasil, considerando o fato de que a maior parte dos projetos de pesquisas sdo concebi-
dos e executados sob os auspicios de universidades, muitos deles com financiamento

Em 2021, foi apoiado pelo pés-doutoramento de Marcos Rogério Martins Costa, com a supervisao do
Prof. Dr. Marcello Ferreira. O tema do pés-doutorado do referido pesquisador foi o letramento cientifico.
Com as andlises, percebeu-se que a comunidade académica do Instituto de Fisica, bem como da Universidade
de Brasilia, necessitava de uma formacéo especifica em escrita cientifica. Desse modo, o curso foi um dos
desdobramentos do referido estudo iniciado em 2021 e concluido em 2022 (Costa, 2022).
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publico, ha a expectativa de que a produgdo de conhecimento resultante desses projetos
siga as condutas éticas esperadas, contribua na promogao de novos conhecimentos ou
intervengdes tteis & comunidade e seja comunicada em veiculos cientificos considerados
relevantes.

Realizar um estudo acerca de um curso de extensdo em escrita cientifica para o ensino de
Fisica se torna fundamental diante da importancia da comunicagdo eficaz na area cientifica.
Conforme discute (Didio, 2013), a habilidade de redigir textos cientificos de maneira clara e
precisa é essencial para estudantes e profissionais — sobretudo os de Fisica, que trabalham
com a exploracdo cientifica dos fendmenos naturais —, pois permite a transmissdo adequada
de conhecimento, descobertas e andlises. Aprofundar-se nesse tipo de curso contribui
diretamente para a formacdo de individuos capazes ndo s6 de compreender os conceitos
fundamentais da Ciéncia — no nosso caso, da Fisica —, mas também de comunicéa-los de
maneira acessivel e coerente. Além disso, promover a escrita cientifica proporciona o
fortalecimento do pensamento critico, da argumentagdo embasada em evidéncias e da
disseminacdo mais efetiva do conhecimento gerado na édrea. Esses aspectos sdo cruciais para
0 avango e a expansdo da disciplina da Fisica no contexto educacional e profissional (Costa;
Ferreira, 2022; Costa; Gimenes; Ferreira, 2022).

O letramento cientifico desempenha um papel fundamental na formagdo académica
universitdria, permitindo aos estudantes desenvolverem habilidades essenciais para com-
preender, analisar e comunicar eficazmente o conhecimento cientifico. Autores como Freire
(1979) destacam a importancia da alfabetizacdo cientifica para a constru¢do de uma socie-
dade critica e participativa, enquanto que Halliday (1985) ressalta a relevancia da linguagem
na transmissdo e produgdo do conhecimento cientifico. Nesse contexto, cursos de escrita
cientifica, como os oferecidos como extensdo universitaria, desempenham papel crucial ao
proporcionar aos estudantes as ferramentas necessarias para redigir textos académicos de
qualidade, contribuindo, assim, para o fortalecimento do letramento cientifico e para maior
integracdo dos estudantes no contexto académico.

A importancia de um estudo de caso para o exame do fendmeno do letramento cientifico
reside na possibilidade de andlise aprofundada e contextualizada das praticas de leitura,
escrita e comunicacdo no ambiente académico. Conforme destaca Gil (2008), os estudos
de caso permitem uma compreensdo mais ampla e detalhada dos processos envolvidos
no desenvolvimento do letramento cientifico, possibilitando a identificacdo de desafios,
estratégias eficazes e dreas de melhoria na formagdo dos estudantes e na pratica docente.
Dessa forma, os estudos de caso oferecem contribui¢des para aprimorar as abordagens de
ensino e promover o desenvolvimento de habilidades essenciais para a participacao efetiva
no meio cientifico.

Nsse contexto, este estudo se baseia em dados recentes coletados em 2023 para delinear
a motivacdo da eficdcia do curso, o que pode contribuir para a reproducdo em outras
institui¢des. Para isso, a metodologia adotada, aqui, parte de uma abordagem descritivo-
exploratoria, utilizando estudo de caso a partir da andlise dos dados da dltima edigdo do
curso (Lakatos; Marconi, 2003). A agdo teve como propésito central oferecer um curso
voltado para o aprimoramento das habilidades de redacdo, leitura e comunicacdo em
linguagem cientifica. Destinado inicialmente aos estudantes de graduacédo e pés-graduacao
da UnB, o curso foi aberto a comunidade, atraindo participantes de diversas regides do pais
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e de paises lus6fonos.

Estruturado em seis unidades, o curso abordou temas cruciais da escrita cientifica, como
género académico, estruturagdo do texto cientifico, pesquisa, normas de formatacdo (ABNT),
ética académica e inteligéncia emocional. Com avalia¢des distribuidas em cada unidade,
o curso foi realizado remotamente na plataforma Aprender 2, apoiado pelo Centro de
Educagédo a Distancia (Cead) da UnB. Exigiu um aproveitamento minimo de 50% nos testes
de cada médulo para aprovacdo, e a média de aprovados e certificados foi superior a 50%
em todas as edi¢des, apesar dos desafios de evasdo tipicos durante a Semana Universitéria.

Este artigo estd organizado em cinco se¢des principais. Inicia-se com esta introducao,
seguida pela secdo de metodologia, em que serd detalhada a abordagem empregada para a
andlise dos dados do curso. A terceira se¢do apresentara a proposta do curso, destacando
seus objetivos, estrutura e contetidos. Na quarta parte, serdo discutidos os resultados obtidos
e as dificuldades encontradas, revelando a eficdcia e o impacto do curso. Entdo, a dltima
secdo abordard as consideragdes finais, ressaltando o papel do curso na popularizagao
do discurso cientifico, a melhoria da qualidade da escrita académica e os desafios ainda
existentes para aprimorar esse tipo de formagado no contexto universitdrio.

II. METODOLOGIA

O presente estudo é de natureza qualitativa e adota uma abordagem que integra a
descricdo e a exploragdo do tema, conforme destacado por Lakatos e Marconi (2003, p. 188).
Segundo as autoras, estudos exploratérios tém como intuito descrever um determinado
fendmeno, como no caso de andlises empiricas e tedricas realizadas em estudos de caso
— como o nosso é. Essas pesquisas podem conter descri¢des tanto quantitativas quanto
qualitativas, além da acumulagdo de informacoes detalhadas, como aquelas obtidas por
meio da observacdo participante. Nesse sentido, aqui, é notavel a priorizacdo dada a
representatividade do caso em exame, o que resulta em procedimentos de amostragem para
a obtencdo de dados relevantes e abrangentes para o estudo em questao.

Para garantir a atualizacdo e a precisdo dos resultados, optou-se por selecionar exclusiva-
mente os dados do ano de 2023 para anadlise. Esta escolha fundamenta-se na relevancia de
utilizar informagdes mais recentes, pois 0 ano mais recente tende a oferecer um retrato mais
fiel e realista da situacdo em estudo (Andrade, 1998). Assim, a selecao dos dados referentes
a 2023 visa oferecer uma analise atualizada e alinhada com as circunstancias mais atuais,
contribuindo para resultados mais condizentes com o contexto presente (Medeiros, 2000).

O desenvolvimento do contetdo do curso de extensdo Escrita cientifica, objeto deste
estudo, foi embasado em um livro criado por professores da Universidade de Brasilia (UnB).
Marcos Costa, Demétrio Silva Filho e Marcello Ferreira colaboraram na elaboracao deste
material, que esta disponivel para acesso gratuito, contou com financiamento e apoio do
Centro de Educacédo a Distancia (CEAD) da UnB, no ano de 2020.

O livro também foi um desdobramento do pés-doutorado de Marcos Costa, supervisio-
nado por Marcelo Ferreira (Costa, 2022). Durante o processo de pesquisa (Costa, Ferreira,
2022; Costa, 2022), por meio de entrevistas semiestruturadas, constatou-se que os livros de
metodologia cientifica disponiveis na época apresentavam linguagem complexa, poucos
exemplos e escassez de figuras. Segundo (Costa, 2022) e (Costa, Gimenes e Ferreira (2022)),
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as publica¢des académicas que visam a difusdo da metodologia cientifica trazem uma
metalinguagem exacerbada que dificulta a legibilidade dos que sdo leigos no tema, como
graduandos no inicio da formacao e pés-graduandos que retornam a universidade depois
de anos fora dela.

Em resposta a essa demanda, o livro desenvolvido por Costa, Silva Filho e Ferreira foi
publicado em 2021. A obra conta com 82 péginas, cinco capitulos e é rica em imagens,
exemplos, modelos e figuras adequadas. Este material esta disponivel gratuitamente no
portfélio de publicagdes do CEAD no seguinte endereco: <https://cead.unb.br/images/
site/1cead/portfolio/livro2021escritacientifica.pdf.>

wn.ew.

Ligiea
) Hamentar

B >~
Figura 1: Livro Escrita cientifica. Fonte: CEAD (2024).

Nas edi¢oes de 2020 e 2021 do curso, os mdédulos seguiram a estrutura dos mesmos
capitulos presentes no livro. Em 2022, foi incluido um médulo sobre inteligéncia socioe-
mocional. J4 em 2023, um moédulo sobre inteligéncia artificial foi também acrescido. Essas
atualizac¢Oes no curso refletem as mudancas no cendrio da difusdo cientifica, especialmente
com a introducdo do uso do Chat GPT?. Essas alteracdes demandaram, consequentemente,
uma revisdo do médulo de ética académica para abordar os cuidados na utilizagdo da
inteligéncia artificial em textos académicos.

Ressalta-se, ainda, que, durante as edigdes de 2022 e 2023, o curso estabeleceu parcerias
com professores e palestrantes, enriquecendo a abordagem trazida a luz nos médulos. Em
2022, o professor Demétrio Filho realizou uma palestra elucidativa sobre estratégias para
publicacdes em ambito internacional, proporcionando valiosas orientagdes. Ja em 2023, a
startup Escrita com Ciéncia, representada por Frika Gadelha e Marcos Costa, apresentou
o Método RAC, que integra trés habilidades socioemocionais - Responsabilidade, Autoco-
nhecimento e Criatividade - ao processo de redacdo de textos académicos e técnicos®. Essas

20 Chat GPT ¢ uma tecnologia de inteligéncia artificial baseada em modelos de linguagem, como o
GPT (Generative Pre-trained Transformer), desenvolvido pela OpenAl. Essa ferramenta utiliza modelos de
aprendizado de maquina para gerar texto de maneira auténoma, capaz de compreender e produzir contetido
sem intervenc¢do humana direta. O GPT é treinado em uma ampla gama de dados linguisticos da internet, o
que lhe confere habilidades de escrita e compreensdo contextual.

3A startup Escrita com Ciéncia nasceu da ideia de seus cofundadores Marcos Costa e Frika Gadelha.
Depois do pés-doutorado, Marcos Costa se inscreveu na pré-incubadora Cocreation Lab e desenvolveu,
com o apoio de Erika Gadelha, o referido Método RAC. Atualmente, segundo o site oficial da startup,
sdo mais de 1500 universitdrios impactados em todo Brasil. Mais informagdes estdo disponiveis no site:
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colaboragdes contribuiram significativamente para aprimorar a execu¢do do curso de exten-
sdo, além de ampliar sua propagacdo cientifica. A metodologia adotada, portanto, no curso
de extensdo incluiu uma revisdo constante e um aprimoramento dos contetidos oferecidos a
cada edicdo, evitando a simples reprodugdo do material das edi¢des anteriores. Esses foram,
por conseguinte, os recursos metodolégicos utilizados no curso e os procedimentos aqui
assumidos para se analisar o referido objeto de estudo.

III. ESCRITA CIENTIFICA: PROPOSTA, EXECUCAO E RESULTADOS

A acgdo de extensdo realizada em 2023 consistiu no planejamento e na execu¢do de um
curso de curta duragéo, intitulado Escrita Cientifica. A formacao foi ofertada durante a 23*
Semana Universitdria da UnB, realizada de 25 a 29 de setembro de 2023. O objetivo da agdo
foi aprimorar a capacidade de escrita, leitura e comunicagdo oral do cursista em linguagem
cientifica por meio do conhecimento e estudo das diversas estruturas dos documentos
escritos e das formas de apresentacdo de trabalhos dessa natureza. O referido curso foi
pensado especialmente para o discente que atua ou deseja atuar, academicamente, nos
cursos de graduacdo e pds-graduagdo ofertados pela Universidade de Brasilia ou em outras
institui¢des de ensino superior no Pais.

De forma geral, a acdo de extensdo foi proposta como um curso autoinstrucional. Nesse
sentido, ndo contou com o apoio da tutoria, de forma direta. Mesmo assim, durante sua
execucdo foram oferecidas duas videoconferéncias, realizadas nos dias 25 e 29 de setembro
de 2023, durante a referida semana universitdria. Isso aconteceu tanto para dirimir diavidas
quanto para oferecer orientagdes complementares aos contetidos apresentados na plataforma
Aprender 2, como a palestra da startup Escrita com Ciéncia.

Todas as videoconferéncias foram gravadas e ficaram disponiveis para os que ndo
puderam estar no momento de sua veiculagdo. A participacdo nas videoconferéncias ndo
foi obrigatéria e ndo contava como presenca ou atividade avaliativa, sendo, como dito,
complementar. Foi, assim, oferecido um curso em que o cursista pudesse estudar de acordo
com seu ritmo de aprendizagem e sua disponibilidade de tempo, exigindo disciplina e
autodesenvolvimento pessoal, bem como atencdo aos prazos estabelecidos no plano de
ensino, haja vista ser um curso de curta durac¢do (40h, distribuidas em cinco dias).

O curso foi estruturado em cinco unidades, nos quais foram discutidas as seguintes
tematicas:

¢ Unidade 1: Género académico: sobre a construcdo do texto cientifico;

Unidade 2: Escrita académica: da estrutura a pratica;

Unidade 3: Pesquisa cientifica: fontes e bases;

Unidade 4: Formatagao do texto cientifico: Normas da ABNT;

Unidade 5: Etica académica: a questdo do plagio;

¢ Unidade 6: Inteligéncia emocional no mundo académico.

<www.escritacomciencia.com.br>, ou na rede social Instagram: <www.instagram.com/escritacomciencia.>
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Em cada unidade, foram disponibilizadas orientacdes de leituras e atividades avaliativas,
além de materiais complementares contidas em Biblioteca propria dentro do Ambiente
Virtual de Aprendizagem (AVA) do Curso. Como dito, a partir de 2022, o curso passou a
contar com o médulo 6 que aborda as habilidades socioemocionais. E em 2023, o0 médulo 5
foi adaptado para dar instrugdes sobre como utilizar as inteligéncias artificiais na redagao
cientifica de maneira ética. Os médulos 1, 2, 3 e 4 foram apenas atualizados com as novas
publicacdes das Normas Técnicas (NBR) da Associacdo Brasileira de Normas Técnicas
(ABNT): em especial, NBR 6022 (2003a); NBR 6028 (2003b); NBR 14724 (2011); NBR 6023
(2018) e NBR 10520 (2023).

Compreende-se, assim, que a proposta do curso é a de que o cursista reserve um
tempo suficiente na sua agenda de compromissos para realizar a leitura dos textos antes de
realizar as avaliacdes de cada unidade. Com isso, ele tem autonomia e flexibilidade para
conduzir seus estudos. E preciso ressaltar que o curso ficou disponivel para a realizacao das
atividades avaliativas e formativas durante a Semana Universitéria e teve por base o livro
Escrita Cientifica, de autoria de (Costa, Silva Filho e Ferreira (2021)), que ficou disponivel na
Biblioteca dentro do AVA da plataforma Aprender.

De forma geral, o curso ocorreu no formato remoto dentro da Plataforma Aprender 2.
Os matriculados no SIGAA foram cadastrados, com apoio do pessoal do CEAD, da UnB,
no AVA criado especialmente para essa oferta do curso de Escrita Cientifica (<https://
aprender2.unb.br/course/view.php?id=2387>). Cada unidade do curso tinha uma atividade
avaliativa que consistia em um questiondrio com perguntas objetivas, exceto a unidade 5 e 6
que foram avaliadas por um tnico formuldrio. Para ser considerado aprovado, o cursista
tinha que obter, no minimo, 50

Figura 2: AVA do curso de extensio. CEAD (2023).

A proposta do curso fundamentou-se ainda na abordagem dos géneros do discurso,
adotando a filosofia da linguagem de Bakhtin e seu Circulo como base teérica (Bakhtin,
2017; Maingueneau, 2013; 2008; Brait, 2012; Grillo, 2008; Marcuschi, 2008; Discini, 2007;
Meurer; Bonini; Motta-Ruth, 2005; Schneuwly, 2004). Essa escolha permitiu apresentar o
contetido de maneira clara e eficaz, utilizando exemplos claros e realistas para ilustrar os
conceitos discutidos. Isso garante, como prevé estudiosos diversos da linguagem (Faulstich,
2014; Fiorin, 2013; Didio, 2013; Garcez, 2013; Garcia, 2011; Pereira, 2011; Platdo, 1996;
Hilgert, 1993), uma exposigdo didética e de facil compreensdo para os participantes de uma
comunidade, no caso os alunos matriculados no curso.
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Com essa agdo, pretendeu-se, por conseguinte, contribuir para a divulgacdo e a po-
pularizagdo do discurso cientifico, desmistificando sua natureza elitista e complicada. O
intuito foi divulgar as normas técnicas de redagdo e formatagdo do texto cientifico, na
perspectiva de que a construcdo e aprendizagem do conhecimento sejam garantidas por
meio de um processo de ensino participativo e significativo para todos. Para tanto, o uso
dos recursos tecnolégicos pdde contribuir sobremaneira, uma vez que possibilitou que o
discente acessasse aos contetidos a qualquer momento e em qualquer lugar, desde que se
tivesse acesso a internet e a plataforma Aprender 2.

IV.  SOBRE CONQUISTAS E DIFICULDADES

A andlise do curso de Escrita Cientifica revela uma balanca equilibrada entre as conquistas
e as dificuldades enfrentadas ao longo do seu desenvolvimento, sobretudo pesando a tltima
edigcdo. Uma das principais dificuldades encontradas em 2023 foi a organizagdo do AVA
no Aprender 2, exigindo a¢do e coordenacdo do CEAD da UnB. O cadastro dos alunos
inscritos na atividade enfrentou obstédculos, pois somente pode ser efetuado no sistema
ap0s o encerramento das inscri¢des, resultando em atrasos. Essa questdo ressalta a falta de
integracdo entre o SIGAA, onde as matriculas sdo realizadas, e o Aprender 2, plataforma
efetiva do curso. Sugere-se, portanto, a possibilidade de integracdo entre esses sistemas
ou a concessdo de chaves de inscricdo aos professores e coordenadores, permitindo aos
alunos se inscreverem diretamente. Durante esse processo, ficou evidente a complexidade
para os alunos se matricularem, indicando a necessidade de um manual mais acessivel para
orienta-los nessa etapa.

Em todas as edig¢des, houve a realizacdo de uma pesquisa de satisfagdo. Na pesquisa de
2023, 190 alunos responderam um formulério on-line avaliando diversos aspectos do curso.
Entre eles, a inscrigdo no SIGAA recebeu notas variadas, indicando um nivel moderado de
satisfacdo, evidenciando a necessidade de melhorias nos processos de inscricdo e cadastro.
Isso aponta a necessidade de melhoria nesse quesito: inscrigdo.

Ademais, o curso autoinstrucional oferecido na plataforma Aprender 2 foi um sucesso de
inscri¢des, alcangando o total de 300 vagas e 57,3% de reten¢do, com 172 alunos aprovados
no final. E importante considerar que os resultados mais amplos e duradouros desse
curso serdo percebidos a médio e longo prazo, impactando a produtividade cientifica na
universidade e sua disseminagdo na comunidade local e regional — o que é um estudo a
se fazer futuramente. Essa avaliacdo continua, por ora, realizada por meio de formuldrios
durante a execugdo do curso, proporcionou descobertas sobre os participantes, oferecendo
uma base para futuras melhorias.

Por exemplo, ficou patente a satisfacdo dos alunos em relagdo ao curso, como apontado
na pesquisa de satisfacdo realizada nos tltimos dias de aula do curso, dias 28 e 29 de
setembro de 2023. Os alunos apontaram que tem um alto grau de importancia a escrita
académica, como se pode observar no gréfico a seguir:
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Sobre a escrita cientifica na formag&o universitaria, classifique o grau de importancia desse item de

lab:
188 respostas

200

176 (93,6%)

150

Figura 3: Grdfico 1 — Grau de importdncia da escrita cientifica na formagdo académica. Elaboragio prdpria.

Como se pode observar, 93,6% dos alunos, depois de terminarem o curso, indicaram que
a escrita cientifica tem um alto grau de importancia na formagdo académica. Isso valoriza
o campo de elaboragédo e difusdo do pensamento cientifico e de sua forma de veiculagao:
artigos, teses, dissertacdes, etc.

De forma geral, o conddo do curso foi superar as dificuldades apresentadas frequente-
mente no que diz respeito a proficiéncia discente no tratamento linguistico e discursivo na
elaboragdo de trabalhos académicos e cientificos. O curso trouxe também a oportunidade de
um nimero maior de cursistas poder acessar os seus contetidos, porque foi autoinstrucional
e oferecido na plataforma Aprender 2. Com isso, inicialmente foram propostas 300 vagas em
virtude do sucesso que teve no ano anterior e pela solicitacdo de diversos. O resultado é que
houve o preenchimento total das vagas e mais dois alunos foram incluidos manualmente. O
indice de retengdo de 57,3%, uma vez que, dos 302 matriculados, 172 foram aprovados.

E entendido aqui que os aspectos gerais que impulsionaram o oferecimento desse curso
somente poderdo ser observados, como dito, a médio e longo prazo no desenvolvimento
da produtividade cientifica dentro da universidade, bem como na difusdo de suas agdes
na comunidade local e regional. Por isso, propusemos um formulario préprio apresentado
aos alunos participantes desta acdo de extensdo durante sua execucdo. E foram colhidos os
seguintes retornos dos participantes, os quais selecionamos:

Aluno 2: Curso muito bem elaborado e com bastante informacdes novas
adquiridas.

Aluno 11: Extremamente colaborativo! Deveria ter trimestralmente.
Aluno 16: Muito bem elaborado, a participagdo e a disponibilidade dos
professores contribuiu bastante, a organizagdo do curso - unidades - foram bem

boas. Mas o livro é incrivel! Superou minhas expectativas.

Aluno 34: O curso é muito importante, deveria ser uma matéria na uni-
versidade, mesmo que pequena, para todos os universitdrios terem acesso a
informacéo.

Aluno 48: Achei interessante, percebi que ainda havia algumas coisas que
ndo sabia, e me ajudou a reforcar outras que ja tinha conhecimento.
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Aluno 54: O Curso de Escrita Cientifica foi de extrema relevancia para
minha formacdo académica, me trouxe informagdes das quais eu ainda ndo tinha
conhecimento e com certeza serd de grande valia no momento de realizar a
escrita de um trabalho cientifico.

Como se pode apreender pelos retornos dos participantes da agdo, o curso contribuiu
para a formagdo continuada dos universitdrios, mas também para sua carreira, para seu
conhecimento sobre o tema e para debater os dilemas contemporaneos de nossa sociedade.
A fala do Aluno 6 reitera a problematica na hora de se inscrever no SIGAA. De forma geral,
os cursistas foram bem participativos e tivemos, durante as videoconferéncias, uma presenca
de, pelo menos, 70 cursistas.

Como se pode acompanhar neste relato de experiéncia, esta acdo de extensdo partiu
da ideia de que o processo formativo do universitdrio, como de qualquer outra &rea, é
aberto. Na condic¢do de sujeitos em formagdo, é fundamental fortalecer um processo de
ensino e aprendizagem em que sejam contemplados aspectos como: o fortalecimento do
compromisso com ética académica; o incremento na postura critica acerca do processo de
leitura e escrita de textos cientificos; a constru¢do de uma visdo mais ampla do discurso
cientifico e de seus géneros, como: monografia, resumo/abstract; resenha, dentre outros; e a
percepcdo das complexas relagdes entre a produgdo cientifica, a divulgagao cientifica e o
texto didatico. Por isso, adotou-se, como objetivos gerais, trabalhar esses aspectos durante o
curso de Escrita cientifica.

Com a realizagdo do curso, esses objetivos gerais foram trabalhados, uma vez que
foram apresentadas e discutidas pesquisas recentes sobre o letramento cientifico, bem
como apontada importancia da ética académica nas relagdes de produtividade de textos
cientificos. A partir dos contetidos do curso, foi realizada uma reflexdo sobre os desafios e
as dificuldades de se escrever um texto cientifico e o rigor do estilo académico, bem como
aspectos de formatacdo foram abordados, diferenciando o texto cientifico do de divulgacdo
cientifica e do texto didatico. Foi também pontuado a postura critica na leitura e escritura
de textos académicos e na sele¢do de fontes e bases de dados.

Sobre os resultados esperados, o curso livre proposto teve, como diretriz, contribuir com
a formagdo continuada e estimular a produgdo e a disseminacdo intelectual, académica,
cientifica da Universidade — entendida como espaco de interlocugdo, intercdmbio e difusao
do conhecimento cientifico, cultural e histérico. A produgao cientifica, bem como a escrita
académica, ainda é um desafio para a educagdo formal, sobretudo no Ensino Superior.
Por isso, o oferecimento desse curso voltado para o ensino e a aprendizagem da escrita
cientifica permitiu ndo somente a difusdo de técnicas de leitura e escrita, mas, sobretudo, a
oportunidade de ampliar os horizontes formativos dos graduandos e dos p6s-graduandos
da institui¢do, uma vez que, nos processos seletivos dos Programas de P6s-Graduagdo, em
geral, é exigido a proficiéncia na escrita e na leitura de textos académicos.

Além disso, destaca-se que o estudante universitario deve ampliar seus conhecimentos
sobre distintas situagdes linguisticas e sociointerativas, dentre elas a divulgacao cientifica.
Nesse cendrio, o letramento cientifico se faz necessério e oportuno, pois oferece uma base
coerente a redacdo de textos académicos, bem como forma e informa o discente das normas
de redagdo de textos académicos, auxiliando-o a se posicionar como um escritor e um leitor
mais consciente dos processos linguisticos e discursos que cercam, por exemplo, um artigo
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cientifico. E a promogao dessa autonomia no ato da escrita de textos cientificos que justificou
e estimulou seus proponentes na cria¢do e no oferecimento deste curso na 23* Semana
Universitaria da UnB, edigdo 2023.

Durante o curso Escrita cientifica, o cursista teve contato com os processos de leitura e
escrita de textos académicos em perspectivas linguistica e discursiva. Em cada unidade, o
cursista pode desenvolver uma habilidade relacionada com o processo de leitura e escrita,
buscando desenvolver seu pensamento reflexivo e critico. Com isso, foram abordados
temas candentes e oportunos aos nossos tempos como: ética académica; conceito de plagio
em textos académicos; citagdo e pardfrase; dentre outros. Assim, o curso desenvolveu
conhecimentos técnicos e discursivos necessarios ao estudante universitirio, sobretudo no
momento da escrita dos Trabalhos de Conclusdo de Curso (TCC), seja na graduagéo, seja na
pos-graduagao.

V. CONSIDERACOES FINAIS

A agdo de extensdo, o curso de Escrita Cientifica realizado em 2023, propds uma capaci-
tagdo intensiva com o intuito de aprimorar as habilidades de escrita, leitura e comunicagdo
oral em linguagem cientifica. Direcionado aos discentes dos cursos de graduagdo e pos-
graduacdo da UnB e de outras institui¢des de ensino superior do pais, o curso foi estruturado
em cinco unidades principais e posteriormente atualizado para incorporar médulos abor-
dando habilidades socioemocionais e ética na utilizagdo de inteligéncia artificial na redagdo
cientifica. Os dados apresentados demonstram que foi uma agdo eficaz e se mantém, ao
longo dos anos, condizentes com seus objetivos.

Apesar das vantagens de um curso autoinstrucional oferecido na plataforma Aprender 2,
algumas dificuldades foram evidenciadas, especialmente na integragdo entre os sistemas
SIGAA e Aprender 2, resultando em atrasos nos cadastros dos alunos. A pesquisa de
satisfagdo revelou uma avaliagdo moderada em relagdo ao processo de inscri¢do, apontando
a necessidade de aprimoramentos. Eis pontos que podem ser melhorados nas edi¢des
posteriores.

Os resultados positivos, no entanto, foram notaveis. Com uma participacdo expressiva
de alunos, o curso alcangou 302 vagas preenchidas e 57,3

Embora o curso tenha enfrentado desafios operacionais, como a questdo da inscrigao,
houve contribui¢do notéria para o aprimoramento académico e pessoal dos participantes.
A abordagem adotada, fundamentada na filosofia da linguagem de Bakhtin e seu Circulo
sobre os géneros do discurso, possibilitou uma exposicao didética e acessivel do contetido,
ampliando a compreensdo dos participantes sobre a linguagem cientifica.

A agdo de extensdo teve como principal objetivo a difusdo e a popularizacdo do dis-
curso cientifico, além de fornecer orientagdes praticas sobre normas técnicas de redagdo
e formatagdo de textos cientificos. Dessa forma, estimulou-se ndo apenas a difusdo de
técnicas de leitura e escrita, mas também a ampliagdo do conhecimento dos graduandos e
pos-graduandos, fundamental para a efetiva participacdo académica e cientifica. Tem-se,
assim, uma experiéncia que pode ser ampliada e replicada em outros contextos de formagdo
continuada, atentando-se, é claro, as adapta¢des necessdrias ao publico-alvo e ao nivel de
especializacdo.
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Por conseguinte, este estudo da implementacdo de um curso de escrita cientifica pelo
Instituto de Fisica da Universidade de Brasilia durante a Semana Universitaria entre 2020
e 2023 desempenhou um papel relevante na popularizagdo da ciéncia e na difusdo da
educacdo profissional e tecnolégica em Fisica no ambito da comunidade académica da UnB.
Ao atender a necessidade dos universitarios na redacao de textos cientificos durante um
periodo desafiador como a pandemia, o curso ndo apenas abordou temas essenciais, como
estruturacdo do texto cientifico e ética académica, mas também alcancou uma audiéncia
diversificada, incluindo participantes de diferentes regides do Brasil e paises lus6fonos.
Ademais, com uma abordagem remota e taxa de aprovacdo significativa, acima de 50%
em todas as edi¢des, o curso demonstrou sucesso na disseminacédo do discurso cientifico,
fazendo uma didatizagdo dos contetidos complexos e dando acesso facilitado as ferramentas
digitais. Essa experiéncia contribuiu, portanto, para a disseminac¢do de normas técnicas na
redagdo cientifica, elevando a qualidade dos textos académicos e fomentando a educagao
profissional e tecnolégica na comunidade do curso de Fisica e demais 4dreas na UnB e outras
comunidades que participaram do curso.
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Resumo

O espalhamento cadtico ocorre em diversos sistemas, e o caos presente é transiente. O caos ocorre
apenas em uma regido restrita, que chamamos de regido de espalhamento. O objetivo é estudar
as diferentes configuragoes e as implicagoes de elas serem cadticas. Estruturas fractais estdo
presentes, gerando hipersensibilidade as condigdes iniciais. Estudamos a interagdo de potenciais
atrativos que interagem classicamente com as particulas de luz espalhadas. Na primeira parte,
estudamos o espalhamento de uma particula livre em um potencial com perfil gaussiano. Em
seguida, estudamos o espalhamento por um potencial newtoniano.

Palavras-chave: Espalhamento. Caos. Potencial. Bacia de escape.

Abstract

Chaotic scattering occurs in many systems, and the present chaos is transient. Chaos only
occurs in a restricted region, which we call the scattering region. The aim is to study the
different configurations and the implications of their being chaotic. Fractal structures are present,
generating hypersensitivity to initial conditions. We study the classical interaction of attractive
potentials with scattered light particles. In the first part, we studied the scattering of a free particle
in a potential with a Gaussian profile. Next, we studied the scattering by a Newtonian potential.

Keywords: Scattering. Chaos. Potential. Basin Scape.

[. INTRODUCAO

Um sistema de espalhamento é descrito pelo movimento de uma particula sujeita a
uma forga limitada a uma regido no espago. A dinamica geralmente é linear e simples. Ao
interagir com o potencial, ha trajetérias que ficam presas no potencial e depois escapam.
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@

e

Regido de espalhamento

Figure 1: Caracteristicas de um processo de espalhamento. Fonte: Elaboragdo do autor.

Vérios estudos mostram que o comportamento de um sistema desse tipo é cadtico. Vamos
exemplificar melhor como isso ocorre durante todo o texto.

Uma forma inicial de caracterizar um processo de espalhamento é a distancia, b, na
qual a particula passaria pelo centro da regido de espalhamento (a origem) se ndo houvesse
nenhuma interacdo presente (ver fig. 1). (TEL; GRUIZ, 2006)

Esse parametro b é chamado de parametro de impacto. Um possivel pardmetro de saida
é o angulo entre as linhas retas dos segmentos incidentes e de saida da 6rbita, o angulo de
deflexdo, 6. Assim, uma caracteristica importante do processo de espalhamento ¢é a relagdo
funcional entre o angulo de deflexdo e o parametro de impacto, expressa pela funcdo de
espalhamento 0(b).

Quando um sistema é caético, dizemos que o caos é transiente, pois 0 movimento
complicado é restrito a regido do potencial. A dindmica é altamente sensivel as condi¢des
iniciais, e estruturas fractais aparecem no espago de fases.

No espaco de fases, devem haver infinitas 6rbitas, que podem ser periédicas ou aper-
iddicas. As orbitas permanecem presas na regido de espalhamento por um longo tempo. O
conjunto de 6rbitas que ficam presas na regido de espalhamento é chamado de sela caética,
e sua medida é nula. Podemos definir termos como variedades, em que elas podem ser
caracterizadas por estaveis e instaveis. A variedade estdvel da sela cadtica é formada por
trajetérias que permanecem presas na regido de espalhamento para t — co.

Em geral, o processo de espalhamento é a dindmica de um sistema conservativo que
comega e termina em um movimento simples. O espalhamento caético é a manifestagdo do
caos transitorio em sistemas conservativos.

Vamos considerar apenas a abordagem continua para descrever o sistema de espal-
hamento, para isso vamos analisar o espalhamento cadtico em sistemas sob o efeito de
potenciais independentes do tempo a partir do formalismo Hamiltoniano.

II. ESPALHAMENTO POR POTENCIAS ATRATIVOS CLASSICOS

Vamos utilizar diferentes abordagens para simular o espalhamento em potenciais atra-
tivos classicos. Inicialmente, vamos tratar o caso do espalhamento de uma particula livre
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interagindo com um potencial com perfil gaussiano. Em seguida, estudaremos o espal-
hamento por meio de um potencial gravitacional newtoniano.

II.1. Potencial gaussiano

A particula deve interagir com o potencial em uma certa regido, que denominamos
de regido de espalhamento. A particula livre deve interagir com um potencial com perfil
gaussiano €, para 0s nossos interesses, vamos estudar tanto o caso estatico quanto o caso em
que os potenciais estdo em 6rbita. O potencial estd descrito na equagdo abaixo:

U(x,y) = —e (a4 tdy)?) o= ((v=dx+ (y-dy)?) (1)

O potencial estd representado na figura 2.

5075, -100

Figure 2: Contorno de potencial. Fonte: Elaboragio do autor.

O potencial mencionado acima, que é a soma de dois potenciais, é composto por dois
vales de altura controlavel, os quais estdo a uma distancia suficientemente grande para que
ndo interajam entre si.

Temos a Hamiltoniana para o caso de uma particula livre com potencial gaussiano no
caso estdtico, em que os potenciais permanecem fixos. A Hamiltoniana é explicitamente
escrita da seguinte maneira (TAYLOR, 2013):

p: P 2 2 2 2
H="X4 Y _ o ((etdn)*+y+dy)”) _ o= ((x—dx)"+(y—du)®) 2)
2 2 ’
Observa-se que essa Hamiltoniana é independente do tempo, portanto a energia do
sistema é constante e o problema é conservativo. Utilizando a Hamiltoniana da equagéo 2
obtemos as seguintes equagdes de movimento:

X =Py, 3)
y=">r, 4)

Py = —2(x + dx e ((Hdx)*+(y+dy)?)
—2(x — y)e*((xfdx)zﬂy*dy)Z)l (5)
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Py = —2(y+ dy)e~ ((x+dx)*+(y+dy)?)
—2(y — dy)e~ (—dx)*+(y=dy)?) (6)

Temos um sistema aberto, ou seja, as trajetérias tipicas se aproximam do potencial,
interagem com ele e, em seguida, escapam. Podemos definir a velocidade de entrada da
particula na regido de espalhamento como v e a energia total do sistema como E, sendo a
energia potencial representada por U. Assim, podemos escrever:

v=1/2(E-u), 7)

A particula, ao ser defletida pelo potencial, pode ser caracterizada pelo pardmetro de
impacto b, que define as condi¢@es iniciais do problema e pela fun¢ao de deflexdo v, que
define as condi¢des de saida. A funcdo de deflexdo, neste caso, é a velocidade de saida
da regido de espalhamento. Algumas 6rbitas periddicas permanecem presas no potencial
para t — co. Existe um ntimero infinito delas, composto por diferentes combinagoes das
trajetorias. Esse conjunto infinito de Orbitas presas é responsédvel pelo comportamento
caotico do espalhamento. O conjunto dessas 6rbitas instaveis é denominado conjunto de
sela cadtica.

Podemos analisar duas configuragdes: quando os potenciais estdo parados e quando
estdo em orbita. Em cada caso, é possivel observar diversos fatores importantes que indicam
a dindmica do sistema.

Para obter cada resultado presente, utilizamos a linguagem de programacdo Python
para efetuar os cdlculos numéricos. Para todas as simulagdes, utilizamos o pacote de
integracdo ODEINT. Neste pacote, existem integradores mais antigos implementados em
Fortran (principalmente ODEPACK) (LYNCH, 2018). Ele resolve o problema de valor inicial
para sistemas de equacgdes diferenciais de primeira ordem. Todas as outras simulag¢oes
foram realizadas com a mesma linguagem e o mesmo pacote de integragéo.

II.1.1 Potencial gaussiano estatico

Para os potenciais gaussianos estéticos, as trajetorias tipicas ficam presas na regido de
espalhamento por um tempo e, em seguida, escapam. A figura 3 (esquerda) mostra a relagdo
entre o parametro de impacto e a velocidade de saida. Observa-se uma estrutura fractal
que indica a natureza caética do sistema. Um zoom dessa regido esta na figura 3 (direita).
Uma das trajetérias é mostrada na figura 4. Para estudar as diferentes condi¢des de escape
observadas na figura 3, vamos calcular as bacias de escape, que separam diferentes dire¢des
de saida da regido de espalhamento. Para o presente potencial, ha duas op¢des de saida
para a particula que interage com ele, cada saida denotada por uma cor. A bacia de escape
é mostrada na figura 5.

Cada cor presente na bacia distingue as diferentes regides de escape para as quais as
condigdes iniciais deixam a regido de espalhamento. No presente caso, as regides de escape
sdo dadas pelas cores azul e vermelha, representando duas regides de escape. Ha fronteiras
nas bacias, de modo que no presente caso percebemos que ela ndo é suave, ou seja, é
complexa, formando uma geometria fractal.

Universidade de Brasilia



Espalhamento caético por potenciais atrativos classicos

015 015

0.10 - 0.10
0.05 0.05
> 000 > 000
-0.05 -0.05

—0.10 A —0.10

T T T T T -0.15 T T T T T T
-4 -2 0 2 4 20 22 24 26 28 30
b b

—0.15 1

Figure 3: Figura da esquerda: Pardmetro de impacto pela velocidade de saida. Figura da direita: Zoom para
mostrar a figura fractal. Fonte: Elaboragdo do autor.
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Figure 4: Trajetdria no plano x e y. Fonte: Elaboragdo do autor.

Figure 5: Bacia de escape para a particula. Fonte: Elaboragio do autor.
Agora devemos analisar o caso em que os potenciais estdo em Orbita.

I1.1.2 Potenciais gaussianos em 6rbita

Para o caso em que os potencias estdo em Orbita, temos o gréfico do parametro de
impacto pela velocidade de saida na figura 6 da direita. Algumas trajetérias com algumas
condigdes iniciais préximas as estruturas fractais sdo dadas pelas figuras 7. A trajetéria de
um potencial, que estd em vermelho, é dada pela figura 6 da esquerda.

Temos que as trajetorias nas figuras 7 comecam similares, mas se separam e cada uma
escapa em uma diregdo diferente. Assim como no caso dos potenciais parados, para estudar
as diferentes regides de escape, calculamos a bacia de escape, que estd na figura 8.
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Figure 6: Figura da Esquerda: Trajetérias no plano x e y. Figura da Direita: Pardmetro de impacto pela

velocidade de saida Fonte: Elaboragio do autor.
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Figure 7: Trajetdrias no plano x e y. Fonte:
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Elaboracdo do autor.

Figure 8: Bacia de escape para a particula. Fonte: Elaboragio do autor.

Conforme discutido no caso dos potenciais estaticos, cada cor presente na bacia distingue
as diferentes regides de escape para as quais as condigdes iniciais deixam a regido de
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espalhamento. No presente caso, as regides de escape sdo dadas pelas cores azul e vermelha,
além de algumas cores intermedidrias que derivam do azul e do vermelho, representando
assim duas regides de escape. O carater caético é evidenciado pela existéncia de estruturas
fractais nas regides de escape (TEL; GRUIZ, 2006) e (MONTEIRO, 2006).

A rotagdo dos potenciais traz um novo cendrio complexo e rico, com um novo conjunto
de Orbitas periddicas e aperiddicas, motivo pelo qual queremos verificar o que ocorre com
o sistema de espalhamento quando os potenciais estdo em 6rbita. O parametro escolhido
w, que define a rotagdo do potencial, foi de 0,01. E importante notar que esse valor é bem
maior do que o usual, logo os potenciais apresentam maior rotagdo em comparagdo com um
caso mais natural.

Na préxima segdo, abordaremos o espalhamento de uma particula interagindo com dois
corpos por meio do potencial gravitacional newtoniano. Esse é um caso mais realista do
que os apresentados até agora para o espalhamento no caso continuo.

I.2. Potencial gravitacional newtoniano

Agora vamos considerar o problema de uma particula teste interagindo com dois corpos.
A figura 9 apresenta as principais informagdes necessdrias para a solu¢do do problema.

m,

Figure 9: Problema de dois corpos e o centro de massa. Fonte: Elaboragdo do autor.

O potencial utilizado é o newtoniano, dado pela equacéo 8.

u= -Gz ®

onde G é a constante universal gravitacional, 71, e my sdo as massas dos corposer=r1; — 12
a distancia entre os dois corpos.
Esse potencial assume que, quando r tende ao infinito, o potencial é nulo. Ou seja, a

particula s6 interage com o potencial na regido de espalhamento, fora dela ndo hd interagéo.

A discussao feita acima para o potencial com perfil gaussiano é védlida também para
o potencial newtoniano, apresentando algumas diferencas. O potencial newtoniano ndo
tem dois vales de altura ajustavel, ja que a intensidade da interacdo depende da massa dos
corpos presentes na equagao.
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As equagdes de movimento para o problema de dois corpos com intera¢do gravitacional

sdo:
mld{;? = Gnr%mz I) 9)
v (10)
niy d;f = Gnéllmz 121 (11)
L (12

As trajetorias dos dois corpos no espago de fase evoluindo no tempo sdo mostradas na
figura 10 da direita, enquanto a trajetéria do centro de massa é mostrada na figura 10 da

esquerda.

® Estralal ® Estralal
® Estrela? cent sa ® Estrela2

Figure 10: Figura da esquerda: Trajetéria do centro de massa no espago x, y e z. Figura da direita: Trajetérias
no espago x, y e z. Fonte: Elaboragdo do autor.

Todas as integragdes foram realizadas por meio da normaliza¢do das equagdes diferen-
ciais. Utilizamos a massa do Sol como referéncia, além da distincia entre as estrelas em
questdo e o periodo da 6rbita para normalizar as equagdes. O processo de integragado foi

caracterizado pelo uso do pacote ODEINT do Python (LYNCH, 2018).
No caso de dois corpos, ndo hd a existéncia de caos. Mas e se adicionarmos um terceiro

corpo? Analisaremos esse caso na préxima secao.

III. ESPALHAMENTO CAOTICO PARA O PROBLEMA DE TRES CORPOS

Quando acrescentamos uma nova particula para o problema as equagdes de movimento

mudam, ficando na forma:

Universidade de Brasilia
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dv Gmym Gmm
my— =y 211 - i3 (13)
dt 5 3
dr
dv Gmim Gmom
) dt2 =~y 221 (15)
3] 3
dr
dv Gmym Gmom
my— > = —— 13 21y (17)
dt "1 33
dr

Nas figuras que foram apresentadas, todas as massas dos corpos com massa ndo nula
chamaremos de buracos negros, uma vez que é uma representacdo cldssica de um buraco
negro. A particula de massa nula sera chamada de f6ton, como uma representagdo cléssica
da luz. Todas as representagdes presentes sdo cldssicas, utilizando apenas a mecanica
newtoniana.

Para uma particula de massa nula, temos a fun¢do de deflexdo (velocidade final em z

pelo parametro de impacto) para alguns parametros especificos na figura 11 da esquerda.

No presente caso, a massa dos outros dois corpos é igual. Também podemos ver o tempo
de escape pelo parametro de impacto na figura 11 da direita. As trajetérias para algumas
condigdes iniciais, no espaco tridimensional, estdo na figura 12. A particula de massa nula é
a que escapa da regido de espalhamento.

Quando analisamos a figura 11 da esquerda, percebemos que existem estruturas fractais

presentes na funcdo de deflexdo, tornando-a bem irregular em certas regides. Conforme ja
discutido, a existéncia dessas estruturas fractais implica na existéncia de caos.

Também podemos analisar a figura 11 da direita, que mostra o tempo em que uma
particula permanece na regido de espalhamento. Novamente, estudamos em relagdo ao
parametro de impacto. Assim como na fungdo de deflexdo, existem singularidades no tempo
de escape que se intercalam com algumas regides suaves. Quando o tempo de escape é
pequeno, a particula escapa da regido de espalhamento. As regides de irregularidades estdo
relacionadas as divergéncias no tempo de escape.

As duas figuras, a fungdo de deflexdo e o tempo de escape, tém algo em comum: as
regides irregulares. Essas regides apresentam as condic¢Oes iniciais nas quais as orbitas
periddicas ficam presas na regido de espalhamento.

As trajetorias para algumas condigdes iniciais no espacgo tridimensional estdo na figura

12 da esquerda. As trajetdrias do centro de massa do problema estdo na figura 12 da direita.

Para outras condi¢des iniciais, encontramos a trajetoria no espago na figura 13 da esquerda
e a trajetéria do centro de massa na figura 13 da direita. E possivel obter diversas outras
trajetérias, e por meio delas percebemos a sensibilidade as condigdes iniciais do problema
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de trés corpos. Mudando as condigdes iniciais, ndo podemos prever com precisdo a evolugdo
do sistema.

Velocidade de escape

500
15

B

v
tempo de escape

-10 L 100

Figure 11: Figura da esquerda: Velocidade de escape pelo pardmetro de impacto. Figura da direita: Tempo de
escape (ou atraso) pelo pardmetro de impacto. Fonte: Elaboragio do autor.

Centro de massa

@® Buraconegrol @® Buraconegrol
@® Buraco negro 2 @® Buraco negro 2
® Foton « Foton

Figure 12: Figura da esquerda: Trajetérias no espago x, y e z. Figura da direita: Trajetorias do centro de massa
no espago x, y e z. Fonte: Elaboragdo do autor.

Centro de massa
® Buraco negro 1 ® Buraco negro 1

@ Buraco negro 2 @ Buraco negro 2
® Foéton « Foton

Figure 13: Figura da esquerda: Trajetérias no espago x, y e z. Figura da direita: Trajetérias do centro de massa
no espago x, y e z. Fonte: Elaboragio do autor.

Quando fazemos a massa dos outros dois corpos serem diferentes, mas mantendo a
terceira particula com massa nula, encontramos a fung¢do de deflexdo e o tempo de escape
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da particula nas figuras 14 da esquerda e 14 da direita. Além disso, temos uma trajetéria no
espaco tridimensional e a trajetéria do centro de massa nas figuras 15 da esquerda e 15 da
direita. Neste caso percebemos as mesmas rela¢des discutidas anteriormente.

Velocidade de escape

s00

g

v
tempo de escape

100

Figure 14: Figura da esquerda: Velocidade de escape pelo pardmetro de impacto. Figura da direita: Tempo de
escape (ou atraso) pelo pardmetro de impacto. Fonte: Autoral.

Centro de massa
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@ Buraco negro 2 @ Buraco negro 2
@ Foton « Foton

Figure 15: Figura da esquerda: Trajetérias no espago x, y e z. Figura da direita: Trajetérias do centro de massa
no espago x, y e z. Fonte: Elaboragdo do autor.

IV. ConNcrusAo

E perceptivel o carater cadtico no sistema de uma particula interagindo com dois po-
tenciais gaussianos e também no caso de uma particula de massa nula interagindo com
outros dois corpos. A descricdo do espalhamento caético em potenciais cldssicos conduziu a
compreensdo que a natureza cadtica de um sistema aparece por meio de estruturas fractais
presentes no espago de fases. Para os potenciais gaussianos, essas estruturas apareceram e
foram obtidas bacias de escape, que representam as regides de escape da particula. Para o
potencial newtoniano, analisamos a existéncia de caos por meio da funcdo de deflexdo e o
tempo de escape. As estruturas fractais estdo presentes em diferentes situa¢des testadas.

A percepcdo de estruturas fractais e a grande sensibilidade as condic¢des iniciais estdo
atreladas. Conforme percebemos, as condigdes iniciais encontradas por meio das estruturas
fractais presentes na bacia de escape conduziram a um novo estudo, deixando de lado o

Instituto de Fisica

51



Physicae Organum, v. 9, n. 1, p. 41-52, Brasilia, 2024.

52

caso artificial proposto no problema de uma particula livre e iniciando os estudos para o
caso da interacdo de corpos por meio do potencial newtoniano. Para esse caso, notamos
de forma clara que, quando trés corpos interagem, a sensibilidade as condigGes iniciais é a
principal razdo para a existéncia de caos no sistema.
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Resumo

Neste artigo, que contém a primeira parte de um longo trabalho sobre o problema cldssico do
movimento de dois corpos atraindo-se mutuamente através de forcas que agem ao longo da reta
que os une, apresentamos um texto completo e rico em detalhes técnicos sobre o problema de
dois corpos atraindo-se com a for¢a gravitacional de Newton (1687), que certamente servird
como material diddtico de apoio para professores e alunos envolvidos nas disciplinas de Mecanica
Cldssica. Apds obter a solugdo analitica exata da equagdo de movimento e todas as trajetorias
posstveis, mostramos que as drbitas limitadas periddicas e ndo-circulares sempre sdo elipticas sem
avango do periélio, em pleno acordo com as trés leis de Kepler. Indicamos, ao final, como ficam os
resultados para o andlogo eletrodindmico, ou seja, dois corpiisculos com cargas elétricas opostas
atraindo-se através da forca de Coulomb. Na parte 2, a ser publicada neste mesmo periddico,
apresentaremos a tradugdo inédita para o portugués do artigo original de Einstein (1915), em
que ele usa a Teoria da Relatividade Geral para gerar uma solugio aproximada para o problema
gravitacional de dois corpos relativistico, obtendo 6rbitas elipticas com uma taxa de precessio do
periélio que estd em 6timo acordo para o planeta Merciirio, mas ndo para os demais planetas. Por
fim, na parte 3 apresentaremos a solugio exata fornecida pela Mecinica Relacional (1989), o que
nos permitird comparar os modelos de Newton, Einstein e Assis, mostrando que, embora os dois
ultimos fornecam a mesma taxa de precessio (43" /século), as equagdes de movimento ndo sio
idénticas. Mostraremos também que o avango do periélio previsto pela Mecinica Relacional se dd
em relagdo as estrelas fixas, justamente como tem sido observado e medido pelos astrdnomos, o que
ndo ocorre nos modelos relativisticos.

Palavras-chave: Mecinica Cldssica. Forca gravitacional. Problema de dois corpos. Precessio
do periélio.
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Abstract

In this article, which contains the first part of a long work on the classical problem of the movement
of two bodies attracting each other through forces that act along the straight line that joins them,
we present a complete text rich in technical details about the problem of two bodies attracting
each other with the gravitational force of Newton (1687), which will certainly serve as supporting
teaching material for teachers and students involved in Classical Mechanics subjects. After
obtaining the exact analytical solution of the equation of motion and all possible trajectories,
we show that periodic and non-circular limited orbits are always elliptical without advancing
perihelion, in full agreement with Kepler’s three laws. At the end, we indicate what the results
look like for the electrodynamic analogue, that is, two corpuscles with opposite electrical charges
attracting each other through the Coulomb force. In part 2, to be published in this same journal,
we will present the unprecedented translation into Portuguese of Einstein’s original article (1915),
in which he uses the Theory of General Relativity to generate an approximate solution to
the gravitational problem of two relativistic bodies, obtaining elliptical orbits with a perihelion
precession rate that is in excellent agreement for the planet Mercury, but not for the other planets.
Finally, in part 3 we will present the exact solution provided by Relational Mechanics (1989),
which will allow us to compare the Newton, Einstein and Assis models, showing that, although
the last two provide the same precession rate (43”/century), the equations of motion are not
identical. We will also show that the advancement of perihelion predicted by Relational Mechanics
occurs in relation to fixed stars, precisely as has been observed and measured by astronomers,
which does not occur in relativistic models.

Keywords: Classical Mechanics. Gravitational force. Two-body problem. Precession of
perihelion.

I. INTRODUCAO

Na Mecanica Cléssica, o problema de determinar o movimento em um sistema composto
por duas particulas que interagem apenas entre si, desprezando-se a¢des externas ao sistema,
é conhecido como problema de dois corpos. Esse problema foi vislumbrado primeiramente
por J. Kepler em 1609 [1], analisando os dados astrondmicos obtidos por T. Brahe para
a Orbita de Marte em torno do Sol, os quais, por uma pequena diferenca de 8" de grau,
revelaram-se mais compativeis com uma trajetoria eliptica do que com a circular, proposta
por Copérnico em 1543. Entretanto, a teoria correta s6 surgiu com Isaac Newton (1642-1727),
no seu monumental Principia (1687), onde foi proposta uma forca gravitacional proporcional
ao produto das massas dos corpos e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
entre eles [2, 3]. A abordagem geométrica usada por Newton logo abriria espago para o
tratamento algébrico/analitico dos franceses e suicos, baseado em equagdes, de modo que,
em 1710, Johann Bernoulli obteve a solugdo analitica exata do problema de dois corpos, o
que permitiu prever com simplicidade e acurdcia a trajetéria dos astros no sistema solar,
tanto para 6rbitas fechadas quanto abertas.! Os exemplos mais comuns sdo os sistemas

1O problema de trés corpos, entretanto, nao possui solugio em termos de funcdes algébricas das posigdes e das
velocidades dos corpos, como provado por H. Bruns em 1887 [4]. Este resultado foi generalizado em 1896
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Sol-planeta (que ficou conhecido como problema de Kepler), Sol-cometa e Terra-Lua.? Na
préoxima secgdo, resolveremos o problema de dois corpos gravitacional detalhadamente,
reescrevendo-o na forma equivalente de dois problemas de um corpo: um corpo ficticio com
massa M igual a soma das massas dos corpos, localizado no centro de massa (CM) do
sistema, o que é trivial [0 CM estard em repouso ou movimento retilineo uniforme (MRU)],
e um outro corpo ficticio com massa reduzida y, movendo-se sob a acdo da mesma forga
que age sobre 0s corpos originais, porém como se ele fosse atraido rumo a um centro fixo (o
chamado problema de forca central).> Ap6s analisar as possiveis trajetorias, apresentaremos
um atalho que permite obter os pontos de retorno das 6rbitas elipticas (i.e., o periélio e o
afélio), a partir dos quais calculamos os pardmetros geométricos da trajetéria (semi-eixo
maior e excentricidade), bem como os parametros fisicos (energia mecanica e momento
angular).

II. PROBLEMA CLASSICO DE DOIS CORPOS

Seja S um referencial em repouso ou em movimento retilineo uniforme (MRU) em relagdo
ao espaco absoluto, que é o referencial inercial utilizado originalmente por Newton [2], ao
qual associaremos um sistema de coordenadas cartesianas representado pelos eixos x, y e z,
ortogonais entre si e interceptando-se na origem O, como indicado na Fig. 1. Na mesma
figura, 71 e 72 sdo os vetores-posi¢ao de duas particulas com massas m; e my, respectivamente.
L4, indicamos também o vetor posigdo relativa

FT=P—7 (1)
e o vetor-posicdo do centro de massa (CM)

my7y + motp

R ,
M

(2)

onde M = my + my é a massa total do sistema. Os vetores 7 e R formam as coordenadas
de Jacobi do sistema. No Apéndice A, mostramos que dois corpos puntiformes sempre
estdo alinhados com o seu CM. As posi¢des 7, e 7, dos corpos reais podem ser obtidas
invertendo-se essa mudanca de coordenadas,* o que resulta em

F=R-"7 5
VZZR—F%?

por H. Poincaré, mostrando que néo existe uma solugdo exata na forma de fung¢des elementares das posicoes,
velocidades e razdes das massas [5]. Poincaré também percebeu que as trajetérias sdo extremamente sensiveis
as condigdes iniciais (caos deterministico).

2A solucdo analitica para dois corpos eletrizados atraindo-se com uma forga elétrica dada pela lei de
Coulomb é anéloga.

3Note que se um dos corpos tiver massa muito maior do que a do outro, ele praticamente nao se movers,
caso em que a solugdo do problema de forca central funciona muito bem para o movimento real do corpo mais
leve.

“No Apéndice B, isso é feito com um formalismo matricial elegante.
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m,
CM

My
ry

Figura 1: Vetores-posicio para dois corpos e para o centro de massa. Note que ¥ =7, — 7y é o vetor posigio-
relativa.

Para o sistema de dois corpos isolado de agentes externos, a 2” lei de Newton fornece

ﬁlz = my 1’2 (4)
By = mi#. 5)

Como é usual na literatura, estamos usando Fi, para denotar a forca que o corpo 1 exerce
sobre o corpo 2. De acordo com a 34 1e1 de Newton, F»; = — Fj5, ou seja myr; = —my #2, 0
que pode ser escrito como n1; ) + my 7, = 0. Isto equivale a

d N X =
5(m1r1+m2r2) =0. (6)

Portanto, my U1 4+ my U = Pyt = cte. Este momento linear pode ser escrito como

M d—R = ﬁCM = ﬁtot = cte. (7)
dt

Fica, assim, estabelecida a conservagio da quantidade de movimento total do sistema de dois
corpos, de acordo com a qual o CM do sistema ndo pode ser acelerado na auséncia de
forgas externas (ou quando a resultante delas for nula). Note que, nesta se¢do, todos os
movimentos e grandezas cinematicas sdo relativas ao espago absoluto, como identificado
por Newton no inicio do Livro I do Principia (no Escélio, logo ap6s as Definic¢des) [2], que
é um referencial invisivel, sem relacio com nada material (ou seja, o vdcuo, entendido
aqui como o espago fisico desprovido de matéria), cuja existéncia é “detectada” no famoso
experimento do balde.> Este referencial encontra-se sempre em repouso absoluto e, uma vez

aceita a sua existéncia, qualquer outro referencial em repouso ou MRU em relagdo a ele sera

>Newton se convence da existéncia desse referencial ap6s analisar todas as possibilidades de explicagao
para a formacdo da superficie concava da dgua, na situagdo em que ela gira juntamente com o balde [2].
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um referencial inercial (no qual valem as leis de Newton originais, sem forgas ficticias). Da
Eq. (1), segue que
5 5 Fp By

s _Fo B g
fp — 71 . (8)

7=
0 que implica em
my Fip —mpy Foy =mymy 7, )

e, da 37 lei de Newton, conclui-se que
1 1\= -
<— + —) n=r, (10)

a qual prontamente reduz-se a
Fo=p7, (11)

onde y é a massa reduzida do sistema, dada implicitamente por 1/y =1/m; +1/my =
M/ (my my). Esta é a equagao diferencial que rege o movimento relativo, que se dd como se
uma particula de massa p estivesse se movendo sob a acdo da forca Fj», a uma distancia r
de um centro de forca fixo, o chamado problema de forca central. Com isso, o problema de
dois corpos é reduzido a dois problemas de um corpo: um com massa M localizado no CM,
em repouso ou MRU, como previsto na Eq. (7), e outro com massa y em 7(t), regido pela
Eq. (11).

II1.1. Conservagdo do momento angular e equagdo diferencial de Binet

Por definicao, fj =7; X pj € o momento angular da j-ésima particula. Com isso,

Liot = Li+Ly=7 X p1+72 X o
- (R mz?)xmz7+(ﬁ m?)xmz?
= M 101 M 272
= <M1RX51+MQEX52>+%7Xm252—%7><51
= KR KR mimp N
= Rx (m7+myty) + 27 (Tp — ¥1)
RXMR+pu#x7
RXﬁCM+7Xﬁ
Lem+L, (12)

onde 7 = u ¥ é a quantidade de movimento do corpo ficticio de massa p, Ley = R x Pey
é o momento angular do corpo ficticio de massa M e L =7 x j é o momento angular do

corpo ficticio de massa y em relacio ao centro de forca. Da Eq. (7), segue que R =0 e,
sendo Ley = MR x R, entdo

dLcy

- MRxR+MRxR=0, (13)
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o que mostra que Lcys é uma constante de movimento. Para o outro momento angular,
podemos fazer

dLd L s
- = a(r><p):r><p—|—r><p:O—i—rx(yr)
= 1_”))(_)12, (14)

Estes dois resultados sdo validos qualquer que seja a forca de intera¢do entre os corpos 1 e 2.
Para uma forca agindo ao longo da reta que une os corpos, caso ao qual iremos nos restringir
daqui em diante, necessariamente Fjp = a7 para algum a # 0, de modo que

dL

- = ?xfu:?xzx?:a(?x?):a, (15)

mostrando que, para este tipo de forga, [ também é uma constante de movimento. Surgem,
entdo, duas possibilidades:

(i) ‘L‘ = 0: significa que os vetores 7 e  sdo sempre paralelos, o que s6 ocorrera se o

movimento relativo for retilineo, com a reta-suporte da trajetéria sendo coincidente
com a reta que une os corpos (a trajetéria retilinea poderd ser observada em qualquer
referencial inercial).

(ii) ‘E’ > (: neste caso, existe um eixo perpendicular ao plano fixo no qual a trajetéria

serd descrita, que é o plano definido pelos vetores 7 e j. Sem perda de generalidade,
escolheremos o plano cartesiano xOy como sendo o plano da trajetéria, de modo que
o referido eixo serd o eixo z.

Para o caso ‘L) > 0, em que estamos mais interessados, a equacdo diferencial que rege o

movimento no plano xOy pode ser obtida a partir da 2% lei de Newton para o movimento
relativo, nossa Eq. (11):

= mqm LY N
Fip = kzr:fmlmzr, (16)
onde f = f(r,#,#). Ou seja,®
F=MFf?. (17)

Assim, a dindmica do sistema fica determinada pela massa M e pelas condigdes iniciais 7(0)
e 7(0). Isto reduz o problema ao de um corpo ficticio de massa u atraido por um outro
corpo ficticio de massa M fixo na origem 7 = 0, distando r dele. Para resolver a Eq. (17), é

®Note que a Eq. (17) s6 é valida se as massas inerciais dos corpos 1 e 2 forem iguais as respectivas massas
gravitacionais. Na mecénica newtoniana, a igualdade dessas massas é uma coincidéncia, conforme vemos na
Proposigdo 6 do Livro IIl do Principia, onde Newton relata que os experimentos que ele realizou com péndulos
revelaram que uma possivel diferenca relativa teria que ser menor que 1,/1000 [3]. Experimentos mais precisos
foram realizados por Bessel (1832), que reduziu esta possivel diferenga para 2 x 105, e por Eétvos (1909), que,
usando uma balanca de torgao, reduziu-a para 1078. De acordo com o experimento mais recente (2017), a
diferenca é menor do que 1015 [6].
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conveniente usarmos coordenadas polares, nas quais a acelera¢do 7 = d7/dt do corpo ficticio
de massa u é dada por (ver deducdo no Apéndice C)

= (7 =r02) 4 (2604 16) 0. (18)
Substituindo isto na Eq. (17), obtemos
i —10%=M f(r,i,7) (radial) (19)
€ . .
r6+270=0 (azimutal). (20)

A equagdo diferencial azimutal pode ser reescrita na forma rr0+2rr0=0,a qual reduz-se
a d(r*6) /dt =0. Isto implica que r*6 = cte. = h, onde h = L/ = ryvy é o momento
angular por unidade de massa reduzida.” Como veremos mais adiante, a conservagao de
h é equivalente a 27 lei de Kepler (lei das areas). Usando esta constante de movimento na
equagdo diferencial radial, prontamente obtemos
h?

P — ol Mf. (21)
Embora o procedimento matemdtico usual seja resolver esta equagdo de movimento a fim de
determinar r(t) e depois usar a equagdo azimutal para obter 6(f), o calculo da trajetdria fica
mais simples usando 6 como a tnica varidvel independente, visando obter r = r(6). Para
isto, vamos usar o fato de que

t do do r2
d(1/r)
—h T (22)
e, com isso,
podi_diy dih b d [ dO/)
T4t 4o de 2 2 do do
h? dz(l/r)
T2 402 @3)

Estas derivadas sugerem que devemos usar a substituicdo de Binet, qual seja u =1/r, na
Eq. (21). Assim,

—hzuz‘lz—”—hzuB':Mf (24)
d6? ’
ou seja,
d*u M f
- tu=—— 25
gz " T ®)
que é a equagdo diferencial de Binet (1818).
"Note que 6 = L/ (u?) pode, a principio, ser integrada, fornecendo 6(t) — 6y = % Ot [r(‘%]z. Para uma

orbita circular, r = cte. e a integral é imediata, resultando em 6(t) =6y + L/ (%) t, que é a dependéncia linear
em t de um movimento circular uniforme (MCU), no qual w =d6/dt =L/ (u 7’2) = cte.
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I1.2. Lei Universal da Gravitagdo

Vamos determinar a solugdo r =r(6) da E.D.O. de Binet, Eq. (25), no caso da for¢a
gravitacional de Newton (1687) [3]:

7 mymp .
P12 =—-G 2 r, (26)
onde G é a constante universal da gravitacio.? Substituindo f = —G/r? na Eq. (25), obtemos
d’u M (-G/r*) GM 1 GM
P R R T =cte @7)
ou, simplesmente,
GM
W +u= e cte. (28)

Esta é uma E.D.O. linear de 2% ordem com coeficientes constantes, de modo que sua solugdo
necessariamente tem que ser a soma da solug¢do da E.D.O. homogénea associada, ou seja
u” +u =0 (E.D.O. do oscilador harmonico), com uma solugao particular. Portanto,

GM

u(0) = C cos(6 — 6p) + "

(29)
Para uma trajetdria circular, teremos u =1/r =1/A=GM/ h?, de modo que o raio da
trajetoria serd r = A = h?/(G M) = cte. Para outras trajetérias, daqui em diante vamos fixar
a origem O no ponto em que se encontra o CM (ou seja, no foco) e o eixo polar passando
no periélio, tomado aqui como a posicdo inicial, i.e. 7(0) = ro # = rp #, de modo que 6y = 0.
Com isto, a solugdo acima reduz-se a u(6) = C cosf + G M/h?, o que equivale a

A

) =———, VO02>0, 30
r(6) 1+ € cost - (30)
que é a equacio de uma curva conica em coordenadas polares, onde A = h?/(G M) é o semi
latus rectum e € = CA = Ch*/(GM) é a excentricidade, como explicado no Apéndice D.”

Surgem, entdo, trés possibilidades:

(i) € > 1: neste caso, C > GM/h? e a trajetéria serd um ramo de hipérbole (trajetéria
aberta). Note que hé dois valores 6 = £6; tais que cost; = —GM/ (Ch?), ou seja
61 = 6y + arccos (—1/€), obtido com r — co. Em outras palavras, § = £6; é a equagdo
das assintotas. Obviamente, este caso s6 ocorrerd se vy > Vese, ONde Vese = /2G M/ 19
é a velocidade de escape.!”

8Esta formula nado aparece no Principia, embora ela possa ser deduzida de alguns trechos do Livro I
(Proposicoes 72 a 76, incluindo os Coroldarios 1 a 4) e do Livro III (Proposicdes 5, 7 e 8), bem como no Escélio
Geral, no fim do livro [2, 3].

Mais adiante, na Eq. (E.5), mostraremos que A =4 (1 — €?).

19A velocidade de escape é obtida aplicando-se a lei de conservagao da energia, Eq. (51), para o corpo ficticio
de massa y partindo da posicdo inicial 7(0) = ro 7 com velocidade escalar relativa vy, e assumindo que ele
atingird um ponto infinitamente distante com velocidade final nula, de modo que y vZ,./2 — G mymy/rg = 0.
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(ii) € = 1: neste caso, C = GM/h? e a trajetéria serd uma pardbola, pois r — oo quando
§ — 7t rad (trajetdria aberta). Dessa forma,

_K/(GM) K

~ 14cos0  2GM’

onde h = ryvg. Portanto, vy = V2G M /1y = Uesc.

(iii) 0 < e < 1: isto equivale a /GM/ry < vg < Uesc €, neste caso, C < GM/h? e r(6)
permanece finito e ndo-nulo para todo 6 > 0, o que gera uma trajetéria fechada eliptica,
com foco sobre a origem e sem precessdo do periélio (em relagdo ao espaco absoluto).!!

1o (31)

As trajetorias correspondentes a cada um destes casos sdo apresentadas na Fig. 2. Note
que, para vy < VGM/ry, o corpo ficticio de massa y ndo poderd manter uma Orbita
periddica, pois os corpos reais (com tamanho finito) irdo se chocar durante sua ‘queda’ rumo
ao CM. Entretanto, aqui neste trabalho vamos nos restringir a trajetérias sem colisio.

Figura 2: Posstveis trajetorias correspondentes a r(6) = A/(1 + € cos®), produzidas com o software
Mathematica. Note que Ty é perpendicular a 7y, no periélio. A linha tracejada representa
um ramo de hipérbole (e > 1 e vy > Vese, 0nde Vesc = V2G M/ 19). A linha traco-ponto repre-
senta uma pardbola (e =1 e vy = Vesc). A linha continua representa uma elipse (0 <e <1 e

VGM/rg < vy < Uese)

Para o corpo ficticio de massa y, tendo em vista que adotamos a posigdo inicial no periélio
—ie., 7(0)=rpi=rpi=(a— f)i—, onde 6y =0, vamos escolher a velocidade inicial como

"Em particular, para € = 0, que equivale a C = 0, teremos 7(0) = A = h?/(G M) = cte., e a trajetdria serd
circular. Devido a conservagdo do momento angular, v = vy = /G M/ry = cte., logo o movimento serd um
MCU.
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5(0) = vy ] = rp by j, garantindo assim que ela seja perpendicular a 7(0) (i.e., ao eixo das
apsides), como é comum no langamento de satélites. Vejamos, entdo, como os paradmetros
da curva conica correspondente a trajetoria irdo depender de rp e vy. Claramente, o estado
inicial é tal que h=L/u =rpvg sin(w/2) =rpvg = "123 6p. O parametro C é facilmente
obtido colocando-se 0(0) = 0 na Eq. (30), o que resulta r(0) =rp = A/(1 + ¢€),'> de modo
que

c_1_cM_1_cM

- _ i 32
rp h2 P TH03 (32)

Os parametros A e € também sdo prontamente obtidos em termos das condi¢des iniciais:

1222
A=—__ =270
GM GM (33)
e
1 GM)\ 303  rpv?
e=C (rp r%v%) GM GM (34)

I1.3. Leis de Kepler

Agora, vamos mostrar que a solugdo r(f) obtida no caso (iii), acima, é compativel com
as trés leis empiricas de Kepler, dentro de uma 6tima aproximagéao, desde que M > u.

e 17 lei de Kepler: esta lei afirma que as Orbitas planetarias sdo elipticas, com o Sol
(imoével) ocupando um dos focos. Como vimos, para 0 < e <1 a trajetéria serd uma
elipse, o que ocorrerd sempre que VGM/rp < vy < Vesc. Sendo a massa do Sol muito
maior do que a dos planetas, entdo ele praticamente ndo se movimenta e o seu centro
praticamente coincide com o CM do sistema solar. Assim, como 6tima aproximagao,
podemos afirmar que o Sol est4 ‘fixo’ em um dos focos.'

* 2%]ei de Kepler: esta lei afirma que a velocidade areolar dos planetas é constante. Para
mostrar isto a partir dos resultados obtidos acima, basta utilizar o elemento de &drea
em coordenadas polares, i.e. dS = %1’2 df, como ilustrado na Fig. 3, abaixo. Assim, a
taxa com que 7 varre a area dS é

2
i; —%ézg:cte. (35)

Portanto, AS = cte. X At, o que significa que o vetor 7 = I-Tfj varrera areas iguais em
intervalos de tempo iguais.

e 3% lei de Kepler: esta lei afirma que T2 o< 7>, onde

F=(1/0) /grds — (1/¢) /Oznrz(e) 6 —a

0

12 Para o afélio, substituindo 6 = 7t rad na Eq. (30), obtém-se r4 = A/(1 —¢).
13Para Jupiter, o planeta de maior massa do sistema solar, 0 CM jd ndo fica tdo préximo do centro do Sol.
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O eixo polar

Figura 3: O elemento de drea dS = % r2 d6, em coordenadas polares, demarcado pelos vetores-posicio 7 e
7+ dr, com um dngulo do entre eles.

é a média espacial de r [7, Book V, Chap. III, Prop. VIII]. Aqui,

Ez/ds:/ozn\/err(dr/d9)2d9:4aE(e)

é o comprimento da elipse, E(k) = On/ 21— k2 sin?¢ d¢ sendo a integral eliptica

completa do segundo tipo. Essas integrais definidas sdo resolvidas passo-a-passo na
Sec. 3 da Ref. [8] (ver também a Ref. [9]), entretanto no final da pag. 4 seu autor mostra
que o mesmo resultado pode ser obtido usando-se uma propriedade geométrica da
elipse, sem resolver nenhuma integral, como Kepler fez. A seguir, vamos mostrar que
esta lei pode ser obtida a partir do resultado acima para dS/dt = cte., em conjunto
com a solugdo r(6) obtida na Eq. (30).

Por defini¢do, o periodo T da érbita eliptica é o menor intervalo de tempo necessario
para que 7(t+T) =7(t) e ¥(t + T) = 9(t), para todo t > 0. Como dS/dt =h/2 = cte., entdo
AS/At = h/2 = cte. e, para uma volta completa, teremos S/T = h/2. Portanto

S
r=22, (36)

onde S é a area da elipse, que é prontamente determinada fazendo-se

S +a a x2 mtab
=/ f(x)dxzz/obm—a—z ax="1, (37)

onde y = f(x) é a equacdo da metade superior de uma elipse centrada na origem do
plano cartesiano, com eixo maior sobre o eixo x, e, b é o comprimento do semi-eixo menor.
Portanto, T =27mab/h. Note que isto relaciona o periodo T com o momento angular L, pois
h=L/u. Assim, L = 2;1’% =2u dS/dt = cte., conforme a 2 lei de Kepler. Isto nos leva a
L=2umab/T. Para completar, usamos a relagdo fundamental da elipse, i.e. a? =0+ f2,
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onde f é a distancia focal, conforme indicado na Fig. 4, para obter b =a+v'1 — € e, com
isso, T =2ma%+/1— €2 /h. Finalmente, substituindo-se h = L/ U, obtemos

V1—e?

T (38)

L=2mua?

No Apéndice E mostraremos que a = A/ (1 — 62) eb=A/vV1—-¢€2 de modo que a e b s6
dependem de A e €. Com isso, b% = Aua, e entdo

Am?a?b®  4m*a*Aa  Amtad

T2 — — —
h2 GMA GM
4712 3
= Cmtm) (39)

Esta ¢ a expressdo exata da 3” lei de Kepler. Usando-se 1 = A/ (1 —€*) e A=h?/(GM), é

facil obter
a3/2 h3 1

E—
VM T GM (1)

o que mostra que, para um dado momento angular, a trajetéria circular é a de menor periodo.
A dltima igualdade acima imediatamente nos leva a

T=2m1

(40)

hz§:\/GMa(1—62). (41)

T4 Tp

2a

Figura 4: Pardmetros geométricos da elipse. Note que os semi-eixos maior a e menor b formam, juntamente
com a distdncia focal f, um tridngulo retangulo. O ponto A indica o afélio e o ponto P o periélio.

II1.4. Atalho para a determinacdo dos parametros de Orbitas elipticas

Na andlise de trajetdrias elipticas, outras relagdes entre os parametros podem ser tteis.
Por exemplo, partindo da solugdo r(#) obtida na Eq. (30) e da expressdo de r4 exibida na

nota de rodapé 12 obtemos

1 1 2 GM

rp ra A h2 (42)
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1 1 2 2GM
_—— = — = ———— €. 4
rp Ta A€ 2 € (43)

Um outro exemplo é a expressdao do momento angular L em termos de a e e€:

_ a2 _
E:h 27;1117 1—¢€2 V1 —¢? \/7 /GM (44)
H \/ 7}\/21513 27'(a,/m

mostrando, assim, que14

L=p\/GMa(1—e2), (45)

em pleno acordo com a Eq. (41).

Outro ponto interessante é que podemos obter a famosa equacio de Kepler para 6(t) a
partir da 2 lei de Kepler, pois dS/dt =cte.=S/T = mab/T nos leva a

:nab/d nab . (46)

Por outro lado, em coordenadas polares, dS = 772 d6 implica que S =1 f09 12 df. Portanto,

2 0 7}
nabt:A_ do _, (47)
T 2 Jo (1+€ cosb)

onde A=a(l—¢€?), b=A/vV1—¢€? e T =2m+/a®/(GM). Esta integral possui solugao

elementar, a qual pode ser obtida com o software Mathematica (release 12):

(1—e) tan (8/2)
2mab f € sinf 4o arctan[ 1a_n€z ] (48)
A2T ~  (1—€2) (1+€ cosh) (1_€2)%
Multiplicando-se ambos 0os membros por (1 — 62)%, esta equagdo simplifica-se para
T V1 —¢€? tan(6/2) € V1—¢€? sinf
— t = arctan — = . (49)
T 1+e€ 2 1+e€cosb

A obtencédo desta solugdo t = t(0) e, principalmente, a inversio desta fungado para 6 = 0(t),
foi tentada exaustivamente por Kepler, pois os astronomos medem os pontos da fungao 6(t),
mas a dificuldade matematica o levou a propor um método aproximativo [10].1°

4Note que este resultado também pode ser obtido diretamente a partir de A =h?/(GM) =a (1 —€?).
15Na Ref. [11], é provado que é impossivel inverter-se fungdes do tipo da t(f) dada na Eq. (49) e, com isso,
obter uma fungédo 0(t) que seja uma combinacdo finita de fun¢des elementares.
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I1.5. Parametros da Orbita eliptica em termos do momento angular e da
energia

Para um sistema de dois corpos isolado de agentes externos, j& demonstramos que vale
a lei de conservacdo do momento angular total f) = u7 x v =cte.,, onde 7 = dr/dt. Para
a condigao inicial padrao, teremos L = prvy = ur?6 = cte., com a trajetéria sendo descrita
necessariamente sobre um plano perpendicular a L. Adicionalmente, de acordo com a
lei de conservagio da energia, se os dois corpos interagem através de uma forca conservativa
(definida como uma forca cujo trabalho realizado ndo depende da trajetéria, mas apenas dos
pontos inicial e final), entdo a energia mecinica total E;y = Ty + 1o + V1o serd uma constante
de movimento. Assim, para uma tal forca,

my sy | M2 29

Eiot = 271+772+V12
_om <~ m24> my (4 m14>2
_ M(g_"™M Mgy %
2 M) T \Btyt) e
2 2
m (g2, M2 ,M23 2 (g2, M 22, M3
= — | R —=7c -2 R R — 2—R V-
2( MY ARy >+2< el T M r>+1z
B m1+m2ﬁ2+ ﬂm_g @m% RV S LS SO
- 2 2 M2 2 M2 M M 12
M = 1 1\ 72
_ Mg o of L LN
2 tH (ml mz) 2+ 12
p2? .
= %ﬂLg?erVlz:cte. (50)

Sendo Pcjp; constante, como vimos na Eq. (7), entdo a energia cinética PczM /(2M) também
serd uma constante, reduzindo o resultado acima a

2

N LY) _ _PCM_
E = 5 r +V12—Et0t —ZM = cte., (51)

onde E é a energia mecanica do corpo ficticio de massa y movendo-se em relagdo ao centro
tixo. Esta E.D.O. de 1? ordem reduz o problema de dois corpos a um problema de um corpo
ficticio com massa y localizado em 7(t), atraido por um centro de forga fixo, com os corpos
1 e 2 (bem como o corpo ficticio de massa u) sempre alinhados com o CM. Escolhendo
Vi» =0 em r — co como referéncia, obtém-sel®

mym
E = E ’()2 — G 1—2
2 r
. mim
_ P (1"2 —|—r292) — G122 = cte. (52)
2 r

1A energia potencial gravitacional Vi (r) = — Gmymy/r é encontrada com a integral de caminho V5 (o0) —
Via(r) =0—Via(r) = = Vip(r) = — [ Fi2 - d7, onde C é qualquer caminho que vai de r até o ponto de referéncia.
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Substituindo 6 = L/ (1 7?) no termo cinético, encontramos

<+ -G = cte. (53)

Como ja sabemos que a trajetdria sera uma elipse se /GM/rp < vy < Upse, podemos deter-
minar os valores minimo e méximo de 7(¢) ao longo de toda a trajetéria (respectivamente 7p

e r4). Isolando a derivada temporal, obtemos!”
7_/2 _ % _ L2 1M1 nip
W Hr
E L? GM

Aplicando o lema de Fermat, que garante que a derivada é nula nos extremos de uma
funcdo diferencidvel, teremos, nos pontos de retorno,

2
ZSrZ—%—i—ZGMr:O. (55)

Como as massas m7 e my encontram-se em um estado ligado —i.e., E <0, j& que vg < Upsc =
/2GM/r, —, a equagdo acima pode ser reescrita na forma

El » L?
77" —GM?“"W:O, (56)
ou seja,
M L?
2 H
r"—G r—+ =0. 57)
[El " 2ulE]

7Note que a Eq. (54) é equivalente a

2
dt=|ar|/ 25— L0 42 OM
woe

r

que é uma E.D.O. separdvel. Para a condicdo inicial 7(0) =rg=rp e v(0) = vy, com Ty L 7y, a integragdo direta

fornece
r 2
t== [ 1/\/2’E—§~Z+2Gf\/I 7.
Jrp [T TR 7

Aqui, o sinal ‘+’ (‘=’) deve ser usado nos trechos em que 7 aumenta (diminui). Isto fornece t = t(r), uma
fungéo cuja inversa é a fungdo r = r(t), solugdo da E.D.O. Para os leitores mais interessados, a resolugdo dessa
integral foi incluida no Apéndice F. No texto principal vamos obter rp e r4 e determinar a 6rbita eliptica sem
resolver integrais.
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Resolvendo esta equagdo do 2° grau, obtemos duas solugdes:

mymy | 1 m3 m3 L2
=G + -4/ G?2 -2
" 2[E] 2\/ E2 U |E]
my my |E]| L 2
=G 1+£4/1-2— ( =———— . 58
2|E| \/ U ( Gmymy (58)
Para obter a energia E, basta fazer ryux + 7in =74 + rp = 24, 0 que fornece
mq Mo mq my
1 1— =2
T (1+VB) +G 2] (1-VB) =24, (59)
—1_olE[__ 12 _ imolifica-
onde f=1-2 Gl Isto prontamente simplifica-se para
my my
G =2a, (60)
|E|
e, por fim,
my my
E=—-GC—= 1
G T (61)

Além disso,sendo rp=a—f erya=a+ f,entdao r4 —rp=2f,demodo que (rq —rp)/(2a) =
2f/(2a) = f/a = €. Portanto, podemos determinar a excentricidade da 6rbita em funcdo de
LekE:

-V

2
_ i P -
I (Gmlmz)

"max — Vmin __ G;TETZ ) [1 + \/B_ (1 B \/E)]
2a 2a

Note que a energia E pode ser positiva, negativa ou nula.!® Isto fornece trés tipos de
trajetdria (todas do tipo curva conica):

(i) E > 0: neste caso, € > 1 e teremos uma trajetéria hiperbdlica;

(ii) E = 0: neste caso, € =1 e teremos uma trajetdria parabélica; ou

2 L
eliptica estacionaria, i.e. sem precessio do periélio em relacdo ao espaco absoluto.'”

Gmym o
(iii) E,;p = — i (#) < E < 0: neste caso, 0 <€ <1 e teremos uma trajetéria

Por fim, ressaltamos que o problema de dois corpos eletrizados com cargas q; e g, de
sinais opostos, atraindo-se de acordo com a lei de Coulomb, i.e. F1 =kg142/ 2 i=—k/r?
onde k=1/(4meg) é a constante de Coulomb e €y é a permissividade elétrica do vacuo,

18Usando 2|E| = Gmymy/a, prontamente obtemos L = /G Ma (1 — €2), confirmando a Eq. (45).
“Note que E,;; corresponde a uma 6rbita circular, pois € = 0. Para energias menores do que esta, 0s corpos
1 e 2 ndo poderdo manter 6rbitas periddicas e irdo colapsar no seu CM.
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com k =k |q1g2| > 0, é andlogo ao problema de dois corpos gravitacional que acabamos de
resolver. Assim, todos os resultados obtidos até aqui valerdo para o andlogo coulombiano,
bastando substituir GM por k/u.

APENDICES
A. ALINHAMENTO DE DOIS CORPOS COM SEU CM

E facil ver que dois corpos puntiformes sempre estio alinhados com o seu CM, bastando
mostrar que 7 X (7; — R)=0,i=1,2. Por exemplo, para 7 (o cdlculo para 7, é andlogo),
basta fazer

(?2—71)>< (?1—R> = PH X —ThXR—-7 xFH+7 xR

To X 71— T2 X (Cl?l +C272) —0+7 X (01?1 +C272)
o XT1 —C1Ta XT1 —CaTa X Pa+ 0171 XL+ 071 X o
7o X 71 + (C1 —I—Cz)l_”l X 7, (A1)

onde ¢;=m;/M,i=1,2. Como ¢y + c; = (m; +mp)/M =1, entdo
(Fa — 1) X (71—ﬁ> X AP XTFa=Ta X Py =Ty X1 =0, (A.2)

como queriamos demonstrar.

B. INVERSAO DAS COORDENADAS DE JACOBI

Para obter 7| e 7, em termos de 7 e R, basta multiplicar (a esquerda) ambos os membros

de
7\ -1 1 _ 71
(&)= Conrnt marme )+ (7)) ®

pela sua matriz inversa, o que resulta em
>:12-<T), (B.2)
2

-1 1\
my/M my/M
71 . —mz/M 1 ) 7
(72)_(+m1/M 1) (ﬁ)’ (B:3)

onde I, é a matriz identidade (de ordem 2). Assim,
que é equivalente ao sistema de equagdes exibido na Eq. (3).

o]
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C. VELOCIDADE E ACELERACAO EM COORDENADAS POLARES

Obtemos, aqui, a velocidade e aceleragdo de um corpo em coordenadas polares. Neste
sistema de coordenadas, temos 7 = r #, de modo que a velocidade ¥ em coordenadas polares
serd dada por

7 (r#) =it +rf
it +r00. (C.1)
O dltimo termo decorre do fato de que
(1) (})
onde 6 ing
Ro=( “Tno cont ) ©3)

é uma matriz de rotagdo no plano xOy, a qual produz um giro de 6 radianos na diregao
anti-hordria quando 6 > 0 (e na diregdo horéria quando 6 < 0).2° A velocidade e a aceleracao

sdo prontamente obtidas notando-se que 7> =7 -7 = v? = % + 12 6? e que

AWLINE
o) dt \j
[ —sinfd cosd 0 - i
~\ —cosff —sinb 0 ]
. ( —sinf cosO [
_9( —cosf —sinG)'(f) ’ (C4)
ou seja
izé(—sin@ll—i—cc.)SQ]i):éé' ) (C5)
0=0(—cosfi—sinfj) =—07
Por fim, a acelera¢do @ em coordenadas polares fica:
L di d(it+7r60)
T
=¥t +#+7(00) +7(00)
:r?+r(99+r99+r(9é+9§>
=#f+ (20 +70) 0 —ro*7
= i"—r92>?—|—(21>9—|—ré)é. (C.6)
Nsso vem do fato de que
?:fsz—i—yf:cowf—}—sinef.
r r r

Como os vetores unitarios devem formar uma base, devemos escolher 6 de modo que 7 -8 =0, o que nos deixa
com duas opgdes: 0 = Fsinf 1+ cosf j. Para obter uma base destrdgira, escolhemos 6 = — sinf 1+ cosf j.
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D. ORBITA ELIPTICA ESTACIONARIA EM COORDENADAS POLARES

Em coordenadas cartesianas, a equagdo da elipse centrada em um ponto qualquer (xc,Y.)

e com o semi-eixo maior apoiado sobre o eixo x é 2!

(x — xc)2
az

2
+ U beC) —1. (D.1)
Entretanto, para as trajetdrias elipticas que surgem no problema de Kepler, com o Sol
(ou, mais precisamente, o centro de massa do sistema Sol-planeta) sobre um dos focos, é
vantajoso usar coordenadas polares, escolhendo a origem sobre aquele foco, pois isto torna a
equacado da curva bem mais simples, conforme mostraremos a seguir.

Seja F um ponto fixo qualquer, chamado foco, e u uma reta qualquer pertencente ao plano
da curva conica (mas que ndo passa sobre F), chamada diretriz. Por definigdo, a excentricidade
€ é arazdo PF/PQ, onde P é um ponto qualquer da curva codnica e Q é o ponto que marca
a menor distancia de P até a diretriz, como ilustrado na Fig. 5. Vamos mostrar que a curva
conica serd uma elipse se 0 < ¢ < 1.22 Tomando F sobre a origem (0,0) e escolhendo o
eixo polar 0 = 0 na direcdo perpendicular a diretriz 1, como na Fig. 5, um ponto qualquer
P = (x,y) = (r,0) pertencente a curva conica deve ser tal que PF =r e PQ =d — r cos®.

0 =m/2 diretriz

eixo polar
0=0

Figura 5: Foco e diretriz de uma elipse. Observe que d é a distdncia do foco F até a diretriz.

Como € = PF/PQ, segue que
r=e€(d—rcosb). (D.2)
Elevando ambos os membros ao quadrado, teremos

rP=x?4+yP=€e*(d—x)?=¢€ <d2+x2—2dx>, (D.3)

2IEm coordenadas cartesianas, é facil provar que a equagdo x%/a? 4+ y?/b*> =1 representa uma elipse
centrada na origem. Para isto, basta usar a propriedade de que a elipse é o lugar geométrico dos pontos
do plano tais que a soma das distancias até dois pontos fixos F; e F, é uma constante positiva, ou seja
PF, + PF, =24, que equivale a /(x + f)2+y2 + /(x — f)2 + y2 =2a.

22Ge ¢ =1, teremos, por definicdo, uma pardbola. Se € > 1, teremos uma hipérbole.
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ou seja,
(1—€2> x2+2€2dx+y2:€2d2. (D.4)

Dividindo ambos os membros por 1 — €2, obtemos

e2d y? €2 d?

2
2 = .
o 1_€2x—|—1_€2 1 —¢€?

(D.5)

Completando o quadrado, obtemos

2d \* 2 €2 d?
<x—|—1_€2) +1_€2—(1_€2)2. (D.6)

Esta equacdo é do tipo (x — xc)2 /a® +y*/b* =1, a qual representa uma elipse centrada em
(x¢,0). Por fim, retornando na Eq. (D.2), note que ela é equivalente a

r=ed—er cosb, (D.7)
ou seja,
r(1+e€cosf) =ed. (D.8)
Isolando 7, obtemos
ed

- - D.9
r 1+ € cosf’ (D-9)

provando, assim, que a Eq. (30) realmente representa uma elipse.
E. RELACOES UTEIS PARA OS PARAMETROS DA ELIPSE

Vamos demonstrar as relagdes utilizadas para os pardmetros a e b da elipse. Comecemos
com as relagdes geométricas basicas para o periélio e afélio, i.e.

rp=a—f=a(l—e¢)
{rZ:a+f:a(1+e) ' (E.D)

Usando a solugdo r(0) = A/(1+ € cosf), e aplicando-a aos casos 6 =0 e § = 7, obtemos

= E.2
rp 1+e (E2)
© A
= E.3
ra 1_¢’ ( )
respectivamente. Como rp +r4 = 2a, o que significa que a é a média aritmética de rp e ry,
entao A A
=2a, E.4
1+e€ + 1—e€ ¢ (E4)
portanto
A
=— E.5
=107 (E.5)

72 Universidade de Brasilia



Problema de dois corpos. Parte I: teoria newtoniana e leis de Kepler

Para determinar b, basta fazer

Zé:aA, (E.6)

o que fornece

1—¢€2
A
- (E.7)

S V1I=e

Isso mostra que b é a média geométrica de rp e r4.

F. SoLUCAO 7(0) A PARTIR DA CONSERVACAO DA ENERGIA

Como resultado da conservagdo da energia, nds obtivemos:

2
dr—:l:\/E L” (M (E1)

dat u2r? r

Para obter a equacdo da trajetéria em coordenadas polares, basta fazer

dr dr do dr . dr h
G dear T an (F.2)

Com isso,
2
dr h \/—2@—%+2G—M, (E3)
]/l uer r

donde segue que

2
ir _ zu\/_zﬁ_L_HG_M

do "L wo ulr? r
2 plE[ 1 GMp?

Aplicando a substituigio de Binet, i.e. u =1/r, com g—g = d(}i—é”) = —ul—z ‘;—g, obtemos:

dr » du 2\/ ulEl 1 GM pu?

2y 2 42— E5

i6 i 1Z A2 4T (E5)
o que fornece

du o dr \/ p|E| 2

_— = — —_ = —2 - 2 2 —_—— . F'

70 T F 2 u-+2GM 2 u (E.6)
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Portanto:
du

a0 = F - .
V2 +26M G0 — 21 |E|

(E7)

Essa separagdo de varidveis nos leva a seguinte solugdo integral:

du
0— 0, = / , F8
0=F vV—u?2+Bu—-C (F8)

onde B=2GMu?/L* e C=2u|E|/L? Fatorando o denominador, é facil ver que, sendo

(arccosx)' = —1/v1—x2,

2x—B
= — arccos ( * ) + cte., (F9)

VA
onde A = B?> — 4C. Esta primitiva vale sempre que B2 > 4C e |2x — B| < v/A. Note que
F (x) = arcsen (ZX’B ) + cte. também é uma primitiva. Usando, por exemplo, a primitiva do

VA

tipo arccos(x) na integral da trajetéria, prontamente obtemos

/ dx
vV—x2+Bx—-C

2u—B
0 — 6y = + arccos , E10
: ( Va ) (F10)
o que nos leva a
2u — B 2u — B
cos (0 — 0y) = cos | £ arccos = . F.11
(6= 60) { ( VA H VA (E11)

Escrevendo em termos de r e dos parametros fisicos, teremos:

1 _Mu? /B2
;—G 2tV C cos (0 —6p)
2

M M2 IE|
- L—};_’_ GzL—f—ZIu? COS(Q—HO)
My? |E| L*
=G L2 1+\/1—2ymCOS(6—90)
Mpu? E|L2

Por fim, esta solucdo pode ser escrita na forma

A
0) = E1l
2 1+ € cos(0—6y)’ (F13)
onde ) )
h L
A= mr = T (F.14)
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E|L?
= J1—2—2 F.15
¢ \/ G2M2y3 (E15)

Como A >0 e 0<e<1,aequacdo acima descrevera uma elipse com um dos focos sobre
a origem, em pleno acordo com a 1” lei de Kepler. Note que a solugdo r(f) obtida na
Eq. (F.13), acima, reduz-se a solugdo obtida na Eq. (30) quando escolhemos 6y = 0.
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Two-body problem. Part II: Einstein’s original relativistic model
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Resumo

Neste artigo, apresentamos a sequnda parte de um longo trabalho sobre o problema cldssico do
movimento de dois corpos interagindo através de uma for¢a que age ao longo da reta que o0s
une, trabalho este que comegou, na parte I, com a andlise do movimento orbital obtido com a
forca gravitacional de Newton (1687), contendo a resolugio matemdtica completa, com a solugio
analitica exata, em pleno acordo com as trés leis de Kepler. Aqui nesta segunda parte, apresentamos
a tradugdo inédita para o portugués do artigo original de Einstein (em alemdo), publicado em
novembro de 1915, em que ele usa a Teoria da Relatividade Geral (TRG) para obter uma solugio
aproximada para o problema de dois corpos, obtendo 6rbitas elipticas com uma taxa de precessio
do periélio que estd em 6timo acordo com o valor observado para o planeta Merciirio (43" /século),
mas, como ele préprio acaba admitindo, ndo estd em acordo com os valores observados para o0s
demais planetas do sistema solar. Isso nos permitird, na parte 3 (a ser publicada neste mesmo
periddico), comparar o modelo relativistico com a solugdo exata fornecida pela Mecinica Relacional
(1989). Pretendemos, com isso, mostrar que, embora a TRG e a Mecdnica Relacional fornecam a
mesma taxa de precessio para Merciirio, as equagdes de movimento nio sio idénticas. Também
mostraremos que o avango do periélio previsto pela Mecinica Relacional se dd em relagio as
estrelas fixas, justamente como ele tem sido observado e medido pelos astronomos, o que nio ocorre
nos modelos relativisticos.

Palavras-chave: Forga gravitacional. Problema de dois corpos. Precessio do periélio de
Merciirio. Teoria da Relatividade Geral.

Abstract

In this article, we present the second part of a long work on the classical problem of the movement
of two bodies interacting through a force that acts along the straight line that joins them, a work
that began, in part I, with the analysis of orbital motion obtained with Newton's gravitational
force (1687), containing the complete mathematical resolution, with the exact analytical solution,
in full agreement with Kepler’s three laws. Here in this second part, we present the unprecedented
translation into Portuguese of Einstein’s original article (in German), published in November
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1915, in which he uses the General Theory of Relativity (TRG) to obtain an approximate solution
to the problem of two bodies, obtaining elliptical orbits with a perihelion precession rate that is
in excellent agreement with the value observed for the planet Mercury (43" /century), but, as
he himself ends up admitting, is not in agreement with the observed values to the other planets
in the solar system. This will allow us, in part 3 (to be published in this same journal), to
compare the relativistic model with the exact solution provided by Relational Mechanics (1989).
We intend, with this, to show that, although the TRG and Relational Mechanics provide the
same precession rate for Mercury, the equations of motion are not identical. We will also show
that the advancement of perihelion predicted by Relational Mechanics occurs in relation to fixed
stars, precisely as it has been observed and measured by astronomers, which does not occur in
relativistic models.

Keywords: Gravitational force. Two-body problem. Precession of Mercury’s perihelion.
Theory of General Relativity.

I. INTRODUCAO

Nas observagdes astronOmicas acuradas obtidas em meados do séc. XIX, foram detectados
pequenos desvios em relagdo a solugdo exata do problema de dois corpos newtoniano, obtida
de forma completa na parte 1 deste trabalho [1]. Em 1846, o matematico e astronomo francés
Urbain J. J. Le Verrier (1811-1877) previu, com base nas pertubagdes observadas na orbita
de Urano (descoberto em 1781 por Herschel), que deveria haver um planeta mais distante
provocando tais disttrbios, o que foi confirmado quatro semanas depois, com a descoberta
do planeta Netuno pelos astronomos Johann Gottfried Galle e Heinrich d’Arrest.! J4 para
a Orbita de Merctrio em torno do Sol, cuja excentridade é a maior dentre os planetas do
sistema solar (aproximadamente 0,2056), Le Verrier analisou os dados medidos entre 1697 e
1848, e concluiu, em 1859, que, embora os outros planetas provoquem um movimento secular
de precessdo do eixo das dpsides, a taxa de precessdo observada era 38" /século maior do que
a prevista pelo modelo newtoniano completo, que inclui a atracdo gravitacional dos outros
planetas [2].> Em 1882, esse valor foi corrigido por Simon Newcomb para (43 +1)”/século,
com base em observacoes de 1677 a 1881 [3, 4].3 Assim, ap0s dois séculos de sucesso, surgiu
um fendmeno incompativel com as leis de Newton do movimento e da gravitacdo. Confiante

!Da mesma forma, pequenas perturbagdes nas trajetérias de Urano e Netuno sugeriram que haveria um
planeta mais distante ainda, o que s6 seria confirmado com a descoberta de Plutdo em 1930, por Clyde
Tombaugh.

2A taxa total de precessdo do periélio de Merctirio observada pelos astronomos atualmente é de (5600 +
0,401)” /século, dos quais aproximadamente 5025” /século sdo devidos aos movimentos de rotagdo e translagdo
da Terra (referencial ndo-inercial) em relagdo ao ICRF (International Celestial Reference Frame), que atualmente
é o referencial-padrao para medidas astrondmicas, sendo um referencial em repouso em relacio as galdxias
distantes. Dos (574,10 + 0.65)” /século restantes, 532,30” /século sdo explicados pela teoria newtoniana, ao
incluir-se a atragdo gravitacional dos outros planetas do sistema solar. O efeito da forma ndo-esférica do Sol
contribui apenas com 0,03” /século.

3Trata-se de um desvio angular muito pequeno (1” = 1°/3600), mas foi possivel medi-lo, pois a precisao
das observagoes astrondmicas ja era de 5”/século. As melhores medidas atuais para a taxa residual fornecem
(42.98 +0.1)" /século [5].
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na mecanica newtoniana, Le Verrier propds que esse desvio estaria sendo causado por um
planeta mais préximo do Sol (Volcano), mas ele nunca foi observado.

No inicio do séc. XX, essa anomalia na taxa de precessdo do periélio de Merctrio se
tornaria um dos poucos problemas em aberto na Fisica Classica, o que chamou a atengdo do
jovem Albert Einstein em 1907, no inicio do desenvolvimento da sua Teoria da Relatividade
Geral (TRG), ocasido em que ele afirmou que a explicagdo dessa anomalia seria um importante
teste para qualquer nova teoria de gravidade [4, 6]. Em 1913, Einstein e Michele Besso chegaram
a escrever um longo manuscrito,* no qual tentam resolver esse problema gravitacional
usando a teoria tensorial de Einstein-Grossmann, mas obtiveram apenas 18” /século [6].
Em novembro de 1915, Einstein finalmente chegou a uma versdo da TRG que fornece o
resultado observado pelos astronomos, i.e. 43”/século [7].° Analisaremos, a seguir, este
modelo relativistico original, no qual Einstein teve que fazer varias aproximagdes (as equagdes
diferenciais parciais da TRG sdo ndo-lineares) a fim de mostrar que, embora ele forneca o
valor esperado para a taxa de precessdo, tal movimento ndo se dd em relagio as estrelas fixas
(como deveria ser, pois é em relagio a elas que ele é observado e medido pelos astronomos), visto que
elas ndo foram incluidas no modelo.

Veremos, na proxima se¢do, como é o modelo relativistico proposto originalmente por
Einstein em 1915, logo apos ele obter as equagdes covariantes do campo gravitacional [9].
Trata-se de uma traducdo inédita para o portugués do artigo original (em alemao), publicado
em 18 de novembro de 1915 [7], no qual Einstein usou coordenadas retangulares para gerar
uma aproximagdo para o campo gravitacional de uma distribuicdo esférica de massa.’
Note que o modelo relativistico mais simples, baseado na métrica de Schwartzchild, mais
adequada para um universo com simetria esférica, em que s6 existe uma esfera de massa M,
centrada na origem, gera uma solucdo relativistica exata, como pode ser visto em diversos
livros-texto (ver, e.g., o Cap. 9 da Ref. [10] ou a Ref. [11]), porém o modelo de Schwartzchild
sO seria publicado em 1916 [12].7

40 documento original foi vendido diversas vezes, ressurgindo em 2021, em um leildo em Paris.

SEntretanto, o seu artigo mais conhecido é o que foi publicado em 1916, no prestigiado periédico alemao
Annalen der Physik (ver Ref. [8]), no qual Einstein exibe apenas o resultado final do calculo aproximado do
avango do periélio.

®Titulo original (em alemao): Erklarung der perihelbewegung des Merkur aus der allgemeinen Relati-
vitatstheorie [7].

"De fato, Einstein tomou conhecimento dessa solucdo exata ainda em 22 de dezembro de 1915, através de
uma carta enviada por Schwartzchild diretamente do front russo, durante a 1 Guerra Mundial [13].

Universidade de Brasilia



Problema de dois corpos. Parte II: Modelo relativistico original de Einstein

II. TRADUCAO DO ARTIGO ORIGINAL [7]

Explicacdo do movimento do periélio de Mercurio a partir da
teoria da relatividade geral

por A. Einstein

Em um trabalho publicado recentemente nestes anais, eu obtive as equagdes do campo
gravitacional que sdo covariantes com respeito a transformacgdes arbitrdrias com determi-
nante 1. Em um suplemento, eu mostrei que estas equagdes sao geralmente covariantes se a
contracdo do tensor de energia da “matéria” for desprezivel, e eu demonstrei que ndo ha
objecdes significantes a introducdo desta hipotese, através da qual o tempo e o espago sdo
privados do tltimo vestigio de realidade objetiva.!

No presente trabalho, eu encontro uma importante confirmagdo dessa teoria mais
fundamental da relatividade, mostrando que ela explica qualitativa e quantitativamente a
rotacdo secular da 6rbita de Merctrio (no mesmo sentido do movimento orbital), o qual
foi descoberto por Leverrier e cujo valor é 45 segundos de arco por século. Além disso, eu
também mostro que a teoria tem como consequéncia que a curvatura dos raios de luz devido
a campos gravitacionais é duas vezes maior do que foi indicado na minha investigacdo
anterior.

§1. O campo gravitacional.

Das minhas duas dltimas comunicag¢des, segue que o campo gravitacional no vacuo tem
que satisfazer, ao escolhermos adequadamente o sistema de referéncia, as equagoes

o

% Tha =0, (1)

onde os I, sdo definidos pelas equagdes
d d o
« _ ) MY ap | BV ap 3#!3 Svp o8
L = { o } Zg { B ] Zg (8xv o, o) P
Vamos assumir, além disso, a hip6tese adotada na minha dltima comunicagdo, de que a

contracdo do tensor de energia da “matéria” sempre torna-se desprezivel, de modo que,
adicionalmente, a seguinte condicdo sobre o determinante é imposta

guv| =—1. 3)

'Em uma préxima comunicagéo, serd mostrado que esta hipétese é desnecessaria. Isto porque pode-se
escolher o referencial de forma que o determinante |g,,| valha —1. A investigagdo que segue, entdo, é
independente desta escolha.

2E. Freundlich escreveu recentemente um notével artigo sobre a impossibilidade de explicar satisfatoria-
mente as anomalias do movimento de Merctirio com base na teoria de Newton (Astronomische Nachrichten
vol. 201, 49, junho de 1915).
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Considere que uma massa puntiforme (o Sol) esteja localizado na origem do sistema de
coordenadas. O campo gravitacional que esta massa puntiforme produz pode ser calculado
a partir destas equacdes por meio de aproximagoes sucessivas.

Seria melhor, entretanto, considerar que os g, dada a massa do Sol, ainda néo estao
completamente determinados matematicamente pelas equagdes (1) e (3), pois estas equagdes
sdo covariantes com respeito a transformagdes arbitrarias com determinante 1. No entanto,
pode-se considerar que todas essas solu¢des podem ser reduzidas umas as outras por
tais transformacdes, ou seja, que (dadas as condi¢des de contorno) elas diferem umas das
outras apenas formalmente, mas nao fisicamente. Seguindo essa convicg¢ao, contento-me
por enquanto em obter uma solugdo, sem entrar na questdo de saber se ela é tnica.

Procedendo dessa maneira, 0s g,y sdo dados na aproximacdo de ordem zero pelo
seguinte esquema, que corresponde a teoria da relatividade original

-1 0 0 O
0O -1 0 O
0O 0 -1 0O ’ @

ou, mais sucintamente,’

Spo = Opo
8pa=84p=0 ». (4a)
Qas=1

Aqui, p e ¢ significam os indices 1,2,3; é,s é iguala 1 se p=c ou 0 se p # 0.

A seguir, assumiremos que os g, diferem dos valores dados em (4a) apenas por
quantidades que sdo pequenas em comparagdo com a unidade. Trataremos esse desvio
como uma pequena quantidade de primeira ordem, e as fungdes de grau n desses desvios
como quantidades de ordem n. As equagdes (1) e (3) nos permitem, a partir de (4a),
calcular o campo gravitacional com precisdo até quantidades de ordem n por aproximagdes
sucessivas. Nesse sentido, falamos da n-ésima aproximacdo; as equagOes (4a) formam a
aproximagao de ordem zero.

A solucdo dada abaixo tem as seguintes propriedades que definem o sistema de coorde-
nadas:

1. Todas as componentes sdo independentes de x4.

2. A solugéo é espacialmente simétrica em torno da origem do sistema de coordenadas,
no sentido de que encontramos a mesma solucdo novamente se a submetemos a uma
transformacao linear espacial ortogonal.

3. As equagdes gp4 = g4p = 0 tém validade exata para p =1,2,3.

4. Os g,y possuem os valores dados na equagéo (4a) no infinito.

3Nota do tradutor: Parece ter ocorrido um erro tipografico na primeira equagao, pois o certo é 8poc = —p0-
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PRIMEIRA APROXIMACAO.

E facil verificar que as equagdes (1) e (3), bem como as quatro condi¢des mencionadas
acima, sdo satisfeitas para quantidades de primeira ordem pela solucado

. 92 S\ Xo Xo
oo = ~bpo (3 — ) = —tpr a7 } ()
gaa=1-73

Os g4y € gpa 580 determinados pela condigdo 3, r significa a distancia +4/x7 +x3 + 3, e a é
uma constante determinada pela massa solar.

Vé-se imediatamente que a equagdo (3) é satisfeita por termos de primeira ordem. Para
ver de forma simples que as equagdes de campo (1) também se cumprem em uma primeira
aproximacao, basta ter em mente que, se quantidades de segunda ordem e superiores forem
desprezadas, o lado esquerdo da equagdo (1) pode ser permutado sucessivamente através de

ars,

;ax“
0 Uv

com « indo somente de 1 até 3.

Como pode ser visto na equagédo (4b), minha teoria implica que no caso de uma massa
em repouso, as componentes g11 a g33 ja sdo diferentes de zero na primeira ordem. Mais
adiante provaremos que nao ha contradi¢do com a lei de Newton (na primeira aproximacao),
mas isso resulta em uma influéncia um pouco diferente do campo gravitacional em um feixe
de luz do que em meu trabalho anterior, porque a velocidade da luz é determinada pela
equagao

Y guvdx,dx, =0, (5)
precisamente. Usando o principio de Huygens, encontra-se com as equacgdes (5) e (4b),
por um calculo simples, que um raio de luz que passa pelo sol a uma distancia A sofre
uma deflexdo angular de magnitude 2a /A, enquanto os cdlculos anteriores, que ndo foram
baseados na hipotese ZT,’f = 0, resultaram no valor a/A. Assim, um raio de luz que passa
bem préximo da superficie do sol sofre uma deflexdo de 1,7” (em vez de 0,85”). Por
outro lado, o resultado do deslocamento das linhas espectrais pelo potencial gravitacional,
confirmado pelo Sr. Freundlich em ordem de grandeza para as estrelas fixas, permanece
inalterado, pois este depende apenas de gu4.

Uma vez obtidos os g,y em primeira aproximagao, nés também podemos calcular uma
aproximagéo de primeira ordem para as componentes T}, do campo gravitacional. De (2) e
(4b) segue que

fr_ 2Lk XT) (6a)

o= e (o0 i 3 5

onde p, o, T significam qualquer um dos indices 1, 2, 3, e
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FZAL = ria = (6b)

2
onde ¢ significa os indices 1, 2 ou 3. Aquelas componentes nas quais o indice 4 aparece uma
vez ou trés vezes desaparecem.

SEGUNDA APROXIMACAO.

Veremos mais adiante que precisamos determinar apenas as trés componentes I'j, em
magnitudes de segunda ordem para sermos capazes de determinar as 6rbitas dos planetas
com o grau de precisdo desejado. A tltima equagdo de campo junto com as condi¢Oes gerais
que impusemos a nossa solugdo sdo suficientes para isso. A tltima equagdo de campo

arz‘l 1’*0’ r’[‘ _ O
Z ox + Z 4t 40 — Y
o 4 o,T

torna-se, levando em conta a equagédo (6b) e ignorando quantidades de terceira ordem e
superior,*
2
y oy _ "
~ 0Xy 274

A partir disso, n6és concluimos, levando em conta novamente a equagédo (6b) e as proprieda-
des de simetria de nossa solugdo, que

=35 (1-3). «

§2. O movimento dos planetas.

As equagdes de movimento de um ponto material no campo gravitacional fornecidas
pela teoria da relatividade geral sdo:
dzx]/ er de' de (7)
ds2 = 7T ds ds’
A partir desta equagdo, vamos primeiro mostrar que elas contém as equagdes de movimento
de Newton como uma primeira aproximagdo. Obviamente, se 0 movimento do planeta
ocorre a uma velocidade [muito] menor que a velocidade da luz, entdo dx, dx,, dx3 sdo
pequenos em comparacdo com dxs. Consequentemente, obtemos uma primeira aproximagdo

considerando apenas o termo com ¢ = T = 4 no lado direito. Levando em conta a equagao
(6b), obtemos entdo

d%x, X Xy
F:I—‘L}:—Er—:; (1/21,2,3)
, (7a)
d
Py
ds?

“Nota do tradutor: No texto original, Einstein esqueceu do sinal negativo no lado direito dessa equagio.
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Estas equagdes mostram que, para uma primeira aproximacao, pode-se por s = x4. Entdo,
as trés primeiras equagdes sdo exatamente as equagdes [de movimento] newtonianas. Se
introduzirmos as coordenadas polares 7, ¢ no plano orbital, entdo, como é bem conhecido, a
lei da conservacdo da energia e a lei das 4reas [i.e., a 27 lei de Kepler] fornecem as equagdes

T+ o=A
, (8)
d¢
27f _ B
" s

onde A e B sdo as constantes da lei da energia, e onde

_x
2r

(8a)
’ dr? + r2 dcpz
U =—=r
ds?
estdo bem definidos.

Agora n6s temos que avaliar as equagdes até a proxima ordem de aproximagdo. A dltima
das equagoes (7) fornece, entdo, juntamente com a equagao (6b),

dZX4 4 dxg dX4 dg44 dX4
ds? _2;1}4 ds ds ~ ds ds’

ou, o que é correto até a primeira ordem,

dxy n
E_1+?' )

Agora, vamos voltar para a primeira das equagdes (7). O lado direito dela fornece:

a) para a combinagdo de indices ¢ = T = 4, teremos

2
rv, (93
44 ds
ou, considerando as equagdes (6¢c) e (9) corretas até a segunda ordem,

ocxv< tx>
2V (142,
2 13 +r

b) para as combinagdes de indices com ¢ # 4, T # 4 (as quais ainda precisam ser consi-
deradas), levando em conta o produto (dx,/ds) (dx,/ds) e usando a equagdo (8) em
primeira ordem, correta até a segunda ordem,

D{xv 3 XUXT de de
s Z((Sm_i r2 > ds ds

o,T

Nesta circunstancia, podemos nos contentar com as componentes do campo I'’.. com a primeira aproxi-
magdo dada na equacdo (6a).
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A soma final fica

Laxy [, 3 (dr\?
r3 2 \ ds '

Usando este valor, n6s obtemos para a equagdo de movimento a forma, correta até a segunda
ordem,

2
d“x, X Xy

2~ 273 ds

2
1+%+2u2—3(@>], (7b)

que junto com a equagdo (9) determina o movimento da massa puntiforme. Alids, deve-se
notar que as equacgdes (7b) e (9) ndo produzem nenhum desvio em relacdo as trés leis de
Kepler para o caso de movimentos circulares.

Da equacao (7b) segue-se a validade exata da equagdo

2 d¢

e = B, (10)
onde B é uma constante. A lei das dreas é valida até a segunda ordem se usarmos o “tempo
proprio” do planeta para medir o tempo. Para determinar a rotacdo secular da elipse
orbital a partir da equagao (7b), substitui-se os termos de primeira ordem entre colchetes
vantajosamente usando a equacdo (10) e a primeira das equagdes (8), processo pelo qual
os termos de segunda ordem no lado direito ndo sdo alterados. Com isso, o fator entre

colchetes assume a forma
3 B2
1-2A+=-].
r

Por fim, se escolhermos s+/1 —2A como a varidvel tempo, e se a rebatizarmos de s, nés
teremos, com um significado ligeiramente diferente da constante B:

Fr_ o0
ds2  9Jx,

(7¢)

Para determinar a equagdo da 6rbita, nés agora vamos proceder exatamente como no caso
newtoniano. Partindo da equagdo (7c), nés primeiro obtemos
dr? + r? d¢?
—2‘P —2A - 2.
ds

Eliminando ds desta equagdo com a ajuda da equagéo (10), nés obtemos

dx\? 24 «
(%) :ﬁ+ﬁx—x2+ax3, (11)

onde estamos denotando por x a quantidade 1/r. Esta equagdo difere da correspondente na
teoria newtoniana somente pelo tltimo termo do lado direito.
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O angulo descrito pelo raio-vetor entre o periélio e o afélio é, portanto, dado pela integral

eliptica
o= /“2 dx
“ B

4
Lx—x2+axd
onde a1 e xp sdo as raizes da equagdo

2A 5_0
" —|—B2x—x +ax’ =
que correspondem as raizes vizinhas da equagdo que resulta desta quando omitimos o
altimo termo.

Assim, pode-se estabelecer, com a precisdo que exigimos, que®

/ dx
V- —a) (x —a) (1 —ax)’

¢={1+ “Y+M}

ou, usando a expansio binomial de primeira ordem para aproximar (1 —ax)~1/2,

o= [1+ 1+rx2}/ e (1+5x)dx

(x —a1) (x —ap)

A integracdo fornece
3
(P:TL’ |:1—|—ZOC(061—|—062):| ,

ou, considerando que & e ap sdo os reciprocos das distancias méxima e minima até o Sol,

respectivamente,
a(142 2 (12)
¢= 2a(1—e?)

Portanto, apés uma 6rbita completa, o periélio se desloca

«
€=3T—F— 13
a(1—e?) (13)
no mesmo sentido do movimento orbital, onde a4 denota o semi-eixo maior e ¢ denota a
excentricidade da elipse. Se chamarmos o periodo orbital de T (em segundos), obtém-se, se
¢ é a velocidade da luz em cm/s:
2
3 a
€E=214T 55— . 14
T2c2 (1 —e2) (14
Para o planeta Merctrio, o cdlculo dd um avanco do periélio de 43” por século, enquanto
0s astronomos obtiveram 45” 5" por século como sendo a diferenga ndo explicada entre as
observagdes e a teoria de Newton. Isso significa total concordéncia da teoria relativistica
com as observagoes.”

®Nota do tradutor: No texto original, falta dividir a soma a; + a, por 2. Este mesmo fator 1/2 também foi
acrescentado na equagédo seguinte.

"Nota do tradutor: Uma analise relativistica mais precisa prediz 42.980”/século. Atualmente, as melhores
medidas da taxa de precessdo do periélio de Mercturio fornecem (42.98 +0.1)”/século [5].
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Para a Terra e Marte, os astronomos mediram um avango do periélio de 11” e 9” por
século, respectivamente, enquanto nossa férmula d& apenas 4” e 1” por século, respec-
tivamente. No entanto, devido a baixa excentricidade das 6rbitas desses planetas, esses
dados parecem ter um valor pouco confidvel. Mais decisivo para a determinagdo segura do
movimento do periélio é o seu produto com a excentricidade (e d7t/dt). Considerando os
valores dados por Newcomb para este produto

o
dt
Merctrio 8.48"” 4+0.43
Vénus —0.054+0.25 ,
Terra 0.10£0.13

Marte 0.75 £ 0.35

pelos quais eu agradeco ao Dr. Freundlich, entdo fica-se com a impressdo de que um avango
do periélio s6 foi realmente comprovado para Merctrio. Contudo, eu gostaria de deixar o
julgamento final sobre essa questdo para os astronomos especialistas.
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