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Resumo

Neste artigo, que contém a primeira parte de um longo trabalho sobre o problema cldssico do
movimento de dois corpos atraindo-se mutuamente através de forcas que agem ao longo da reta
que os une, apresentamos um texto completo e rico em detalhes técnicos sobre o problema de
dois corpos atraindo-se com a for¢a gravitacional de Newton (1687), que certamente servird
como material diddtico de apoio para professores e alunos envolvidos nas disciplinas de Mecinica
Cldssica. Apds obter a solugdo analitica exata da equagdo de movimento e todas as trajetorias
posstveis, mostramos que as drbitas limitadas periddicas e ndo-circulares sempre sdo elipticas sem
avango do periélio, em pleno acordo com as trés leis de Kepler. Indicamos, ao final, como ficam os
resultados para o andlogo eletrodindmico, ou seja, dois corpiisculos com cargas elétricas opostas
atraindo-se através da forca de Coulomb. Na parte 2, a ser publicada neste mesmo periédico,
apresentaremos a tradugdo inédita para o portugués do artigo original de Einstein (1915), em
que ele usa a Teoria da Relatividade Geral para gerar uma solugdo aproximada para o problema
gravitacional de dois corpos relativistico, obtendo 6rbitas elipticas com uma taxa de precessio do
periélio que estd em 6timo acordo para o planeta Merciirio, mas ndo para os demais planetas. Por
fim, na parte 3 apresentaremos a solugdo exata fornecida pela Mecdnica Relacional (1989), o que
nos permitird comparar os modelos de Newton, Einstein e Assis, mostrando que, embora os dois
iltimos fornecam a mesma taxa de precessdo (43" /século), as equagdes de movimento ndo sio
idénticas. Mostraremos também que o avango do periélio previsto pela Mecinica Relacional se dd
em relagdo as estrelas fixas, justamente como tem sido observado e medido pelos astrénomos, o que
ndo ocorre nos modelos relativisticos.

Palavras-chave: Mecinica Cldssica. Forca gravitacional. Problema de dois corpos. Precessio
do periélio.
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Abstract

In this article, which contains the first part of a long work on the classical problem of the movement
of two bodies attracting each other through forces that act along the straight line that joins them,
we present a complete text rich in technical details about the problem of two bodies attracting
each other with the gravitational force of Newton (1687), which will certainly serve as supporting
teaching material for teachers and students involved in Classical Mechanics subjects. After
obtaining the exact analytical solution of the equation of motion and all possible trajectories,
we show that periodic and non-circular limited orbits are always elliptical without advancing
perihelion, in full agreement with Kepler’s three laws. At the end, we indicate what the results
look like for the electrodynamic analogue, that is, two corpuscles with opposite electrical charges
attracting each other through the Coulomb force. In part 2, to be published in this same journal,
we will present the unprecedented translation into Portuguese of Einstein’s original article (1915),
in which he uses the Theory of General Relativity to generate an approximate solution to
the gravitational problem of two relativistic bodies, obtaining elliptical orbits with a perihelion
precession rate that is in excellent agreement for the planet Mercury, but not for the other planets.
Finally, in part 3 we will present the exact solution provided by Relational Mechanics (1989),
which will allow us to compare the Newton, Einstein and Assis models, showing that, although
the last two provide the same precession rate (43”/century), the equations of motion are not
identical. We will also show that the advancement of perihelion predicted by Relational Mechanics
occurs in relation to fixed stars, precisely as has been observed and measured by astronomers,
which does not occur in relativistic models.

Keywords: Classical Mechanics. Gravitational force. Two-body problem. Precession of
perihelion.

I. INTRODUCAO

Na Mecanica Cléssica, o problema de determinar o movimento em um sistema composto
por duas particulas que interagem apenas entre si, desprezando-se a¢des externas ao sistema,
é conhecido como problema de dois corpos. Esse problema foi vislumbrado primeiramente
por J. Kepler em 1609 [1], analisando os dados astrondmicos obtidos por T. Brahe para
a o6rbita de Marte em torno do Sol, os quais, por uma pequena diferenca de 8" de grau,
revelaram-se mais compativeis com uma trajetéria eliptica do que com a circular, proposta
por Copérnico em 1543. Entretanto, a teoria correta s6 surgiu com Isaac Newton (1642-1727),
no seu monumental Principia (1687), onde foi proposta uma forca gravitacional proporcional
ao produto das massas dos corpos e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
entre eles [2, 3]. A abordagem geométrica usada por Newton logo abriria espago para o
tratamento algébrico/analitico dos franceses e suicos, baseado em equagdes, de modo que,
em 1710, Johann Bernoulli obteve a solucdo analitica exata do problema de dois corpos, o
que permitiu prever com simplicidade e acuracia a trajetéria dos astros no sistema solar,
tanto para orbitas fechadas quanto abertas.! Os exemplos mais comuns séo os sistemas

1O problema de trés corpos, entretanto, ndo possui solugio em termos de funcdes algébricas das posigdes e das
velocidades dos corpos, como provado por H. Bruns em 1887 [4]. Este resultado foi generalizado em 1896
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Sol-planeta (que ficou conhecido como problema de Kepler), Sol-cometa e Terra-Lua.? Na
préoxima secgdo, resolveremos o problema de dois corpos gravitacional detalhadamente,
reescrevendo-o na forma equivalente de dois problemas de um corpo: um corpo ficticio com
massa M igual a soma das massas dos corpos, localizado no centro de massa (CM) do
sistema, o que é trivial [0 CM estard em repouso ou movimento retilineo uniforme (MRU)],
e um outro corpo ficticio com massa reduzida y, movendo-se sob a agdo da mesma forga
que age sobre 0s corpos originais, porém como se ele fosse atraido rumo a um centro fixo (o
chamado problema de forga central).’> Apés analisar as possiveis trajetérias, apresentaremos
um atalho que permite obter os pontos de retorno das 6rbitas elipticas (i.e., o periélio e o
afélio), a partir dos quais calculamos os pardmetros geométricos da trajetéria (semi-eixo
maior e excentricidade), bem como os parametros fisicos (energia mecanica e momento
angular).

II. PROBLEMA CLASSICO DE DOIS CORPOS

Seja S um referencial em repouso ou em movimento retilineo uniforme (MRU) em relagdo
ao espago absoluto, que é o referencial inercial utilizado originalmente por Newton [2], ao
qual associaremos um sistema de coordenadas cartesianas representado pelos eixos x, y e z,
ortogonais entre si e interceptando-se na origem O, como indicado na Fig. 1. Na mesma
figura, 71 e 7, sdo os vetores-posicao de duas particulas com massas m; e my, respectivamente.
L4, indicamos também o vetor posigdo relativa

FT=Ph—1 (1)
e o vetor-posicdo do centro de massa (CM)

my 7y + motp

R ,
M

()

onde M = my + my é a massa total do sistema. Os vetores 7 e R formam as coordenadas
de Jacobi do sistema. No Apéndice A, mostramos que dois corpos puntiformes sempre
estdo alinhados com o seu CM. As posigdes 7 e 7, dos corpos reais podem ser obtidas
invertendo-se essa mudanca de coordenadas,* o que resulta em

F=R-"7 5
VZZR—F%?

por H. Poincaré, mostrando que néo existe uma solugdo exata na forma de func¢des elementares das posicoes,
velocidades e razdes das massas [5]. Poincaré também percebeu que as trajetdrias sdo extremamente sensiveis
as condigdes iniciais (caos deterministico).

2A solucdo analitica para dois corpos eletrizados atraindo-se com uma forga elétrica dada pela lei de
Coulomb é anéloga.

3Note que se um dos corpos tiver massa muito maior do que a do outro, ele praticamente nao se movera,
caso em que a solucdo do problema de forga central funciona muito bem para o movimento real do corpo mais
leve.

“No Apéndice B, isso é feito com um formalismo matricial elegante.
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CM

My

Figura 1: Vetores-posicio para dois corpos e para o centro de massa. Note que ¥ =7, — 7y é o vetor posigio-
relativa.

Para o sistema de dois corpos isolado de agentes externos, a 2” lei de Newton fornece

ﬁlz = mZi’z (4)
By = mi#. 5)

Como é usual na literatura, estamos usando Fi, para denotar a forca que o corpo 1 exerce
sobre o corpo 2. De acordo com a 34 1e1 de Newton, Fy; = — Fj5, ou seja my ¥y = —my 5, 0
que pode ser escrito como 7 + my7, = 0. Isto equivale a

d N N =
5(m1r1+m2r2) =0. (6)

Portanto, my U1 4+ my U = Pyt = cte. Este momento linear pode ser escrito como

M d—R = ﬁCM = ﬁtot = cte. (7)
dt

Fica, assim, estabelecida a conservagio da quantidade de movimento total do sistema de dois
corpos, de acordo com a qual o CM do sistema ndo pode ser acelerado na auséncia de
forgas externas (ou quando a resultante delas for nula). Note que, nesta se¢do, todos os
movimentos e grandezas cinemadticas sdo relativas ao espago absoluto, como identificado
por Newton no inicio do Livro I do Principia (no Escélio, logo ap6s as Definic¢des) [2], que
é um referencial invisivel, sem relacdo com nada material (ou seja, o vdcuo, entendido
aqui como o espago fisico desprovido de matéria), cuja existéncia é “detectada” no famoso
experimento do balde.> Este referencial encontra-se sempre em repouso absoluto e, uma vez

aceita a sua existéncia, qualquer outro referencial em repouso ou MRU em relagdo a ele sera

>Newton se convence da existéncia desse referencial apés analisar todas as possibilidades de explicagao
para a formacdo da superficie concava da dgua, na situagdo em que ela gira juntamente com o balde [2].
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um referencial inercial (no qual valem as leis de Newton originais, sem forgas ficticias). Da
Eq. (1), segue que

5 5 5 EFp By
Pty =2 2 (8)
ny mq
0 que implica em
my Fip —mp Fyy =mymy 7, 9)

e, da 37 lei de Newton, conclui-se que
1 1\= -
<— + —> n=r, (10)

a qual prontamente reduz-se a
Fo=p7, (11)

onde y é a massa reduzida do sistema, dada implicitamente por 1/y =1/m; +1/my =
M/ (my my). Esta é a equagdo diferencial que rege o movimento relativo, que se dd como se
uma particula de massa p estivesse se movendo sob a ac¢do da forca F», a uma distancia r
de um centro de forca fixo, o chamado problema de for¢a central. Com isso, o problema de
dois corpos é reduzido a dois problemas de um corpo: um com massa M localizado no CM,
em repouso ou MRU, como previsto na Eq. (7), e outro com massa y em 7(t), regido pela
Eq. (11).

II.1. Conservagdo do momento angular e equagdo diferencial de Binet

Por definicao, fj =7; X pj € o momento angular da j-ésima particula. Com isso,

Lt = Li+La=7 xp1+72x P2
- (R mz?)xmz7+(ﬁ m?‘)xmﬁ
= M 1701 i 202
= <M1RX51+MQRX52>+%7XTH252—%7X51
= KN N mqmy .
= Rx (m7+mytp) + 27 (Tp — T1)
RxMR+u#xv
RXﬁCM+7Xﬁ
Lem+L, (12)

onde p =y 7 é a quantidade de movimento do corpo ficticio de massa , Loy = R x Poyt
é o momento angular do corpo ficticio de massa M e L =7 x j é o momento angular do

corpo ficticio de massa u em relacio ao centro de forca. Da Eq. (7), segue que R =0 e,
sendo Ley = MR x R, entdo

dLcy

- MRxR+MRxR=0, (13)
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o que mostra que Lcys é uma constante de movimento. Para o outro momento angular,
podemos fazer

di d S o o s 2 =
- = a(?’xﬁ):rxp—f—rxp:O—f—rx(yr)
fry ?X_)lz, (14)

Estes dois resultados sdo validos qualquer que seja a forca de intera¢do entre os corpos 1 e 2.
Para uma forca agindo ao longo da reta que une os corpos, caso ao qual iremos nos restringir
daqui em diante, necessariamente Fjp = a7 para algum a # 0, de modo que

dL

o — 7><ﬁ12:7><a7:a(?><?):6, (15)

mostrando que, para este tipo de forga, [ também é uma constante de movimento. Surgem,
entdo, duas possibilidades:

(1) ‘L‘ = 0: significa que os vetores 7 e J sdo sempre paralelos, o que s6 ocorrera se o

movimento relativo for retilineo, com a reta-suporte da trajetéria sendo coincidente
com a reta que une os corpos (a trajetdria retilinea poderd ser observada em qualquer
referencial inercial).

(ii) ‘E’ > (: neste caso, existe um eixo perpendicular ao plano fixo no qual a trajetéria

serd descrita, que é o plano definido pelos vetores 7 e j. Sem perda de generalidade,
escolheremos o plano cartesiano xOy como sendo o plano da trajetéria, de modo que
o referido eixo serd o eixo z.

Para o caso ‘L’ > 0, em que estamos mais interessados, a equacdo diferencial que rege o

movimento no plano xOy pode ser obtida a partir da 2? lei de Newton para o movimento
relativo, nossa Eq. (11):

= nimy - o
Fip = }\/Izr:fmlmzr, (16)
onde f = f(r,#,#). Ou seja,®
F=MFf?. (17)

Assim, a dinamica do sistema fica determinada pela massa M e pelas condigdes iniciais 7(0)
e 7(0). Isto reduz o problema ao de um corpo ficticio de massa y atraido por um outro
corpo ficticio de massa M fixo na origem 7 = 0, distando r dele. Para resolver a Eq. (17), é

®Note que a Eq. (17) s6 é valida se as massas inerciais dos corpos 1 e 2 forem iguais as respectivas massas
gravitacionais. Na mecéanica newtoniana, a igualdade dessas massas é uma coincidéncia, conforme vemos na
Proposigdo 6 do Livro IIl do Principia, onde Newton relata que os experimentos que ele realizou com péndulos
revelaram que uma possivel diferenca relativa teria que ser menor que 1/1000 [3]. Experimentos mais precisos
foram realizados por Bessel (1832), que reduziu esta possivel diferenca para 2 x 1075, e por Eotvos (1909), que,
usando uma balanca de torgao, reduziu-a para 1078. De acordo com o experimento mais recente (2017), a
diferenca é menor do que 1015 [6].
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conveniente usarmos coordenadas polares, nas quais a aceleracdo 7 = d7/dt do corpo ficticio
de massa u é dada por (ver deducgdo no Apéndice C)

P (F—r02) P+ (270 +16) 0. (18)
Substituindo isto na Eq. (17), obtemos
i—10%=M f(r,i,7) (radial) (19)
€ ; .
r6+270=0 (azimutal). (20)

A equacdo diferencial azimutal pode ser reescrita na forma rPO+2rr0=0,a qual reduz-se
a d(r*6) /dt =0. Isto implica que 6 = cte. = h, onde h = L/pu = ryvy é o momento
angular por unidade de massa reduzida.” Como veremos mais adiante, a conservagao de
h é equivalente a 27 lei de Kepler (lei das dreas). Usando esta constante de movimento na
equagdo diferencial radial, prontamente obtemos
h?

P — ol Mf. (21)
Embora o procedimento matemdtico usual seja resolver esta equagdo de movimento a fim de
determinar r(t) e depois usar a equagdo azimutal para obter 6(f), o calculo da trajetdria fica
mais simples usando 6 como a tnica varidvel independente, visando obter r = r(f). Para
isto, vamos usar o fato de que

t do do r2
d(1/r)
—h T (22)
e, com isso,
s di _di g _drh _hod T d(1/r)
T4t 4o de 2 2 do de
h? dz(l/r)
2 ae @)

Estas derivadas sugerem que devemos usar a substituicdo de Binet, qual seja u =1/r, na
Eq. (21). Assim,

—h2u2d2—u—h2u3:Mf (24)
d6? ’
ou seja,
d?u M f
y=—27J 25
gz T T ®)
que é a equagdo diferencial de Binet (1818).
"Note que 6 = L/ (u?) pode, a principio, ser integrada, fornecendo 6(t) — 6y = % Ot [r(if/)]Z' Para uma

6rbita circular, r = cte. e a integral é imediata, resultando em 6(t) =6 + L/ (17?) t, que é a dependéncia linear
em t de um movimento circular uniforme (MCU), no qual w =d6/dt =L/ (u 1’2) = cte.
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I1.2. Lei Universal da Gravitagdo

Vamos determinar a solugdo r =r(6) da E.D.O. de Binet, Eq. (25), no caso da for¢a
gravitacional de Newton (1687) [3]:

7 mymy .
Flz =-G 7"2 r, (26)
onde G é a constante universal da gravitacio.? Substituindo f = —G/r? na Eq. (25), obtemos
d’u M (-G/r*) GM 1 GM
W_'_u:_ﬁ 2 = 12 M27’2: 2 = cte., (27)
ou, simplesmente,
GM
W +u= Ea cte. (28)

Esta é uma E.D.O. linear de 2% ordem com coeficientes constantes, de modo que sua solugdo
necessariamente tem que ser a soma da solugdo da E.D.O. homogénea associada, ou seja
u"” +u =0 (E.D.O. do oscilador harmonico), com uma solugdo particular. Portanto,

GM
u(0) =C cos(6 —6p) + are (29)
Para uma trajetdria circular, teremos u =1/r =1/A=GM/ h?, de modo que o raio da
trajetoria serd r = A = h?/(G M) = cte. Para outras trajetérias, daqui em diante vamos fixar
a origem O no ponto em que se encontra o CM (ou seja, no foco) e o eixo polar passando
no periélio, tomado aqui como a posigao inicial, i.e. 7(0) = ro? = rp 7, de modo que 6y = 0.

Com isto, a solugdo acima reduz-se a u(6) = C cosf + G M/h?, o que equivale a

A

) =——, V62>0, 30
r(9) 14 € cost - (30)
que é a equacio de uma curva conica em coordenadas polares, onde A = h?/(G M) é o semi
latus rectum e € = CA = Ch?/(G M) é a excentricidade, como explicado no Apéndice D.?

Surgem, entdo, trés possibilidades:

(i) € > 1: neste caso, C > GM/h? e a trajetéria serd um ramo de hipérbole (trajetéria
aberta). Note que ha dois valores 6 = +6; tais que cosf; = —GM/ (Ch?), ou seja
6, = 6y + arccos (—1/€), obtido com r — co. Em outras palavras, § = £6; é a equagdo
das assintotas. Obviamente, este caso s6 ocorrerd se vy > Vese, ONde Vese = V/2G M/ 19
é a velocidade de escape.!”

8Esta formula nado aparece no Principia, embora ela possa ser deduzida de alguns trechos do Livro I
(Proposicoes 72 a 76, incluindo os Corolarios 1 a 4) e do Livro III (Proposicdes 5, 7 e 8), bem como no Escélio
Geral, no fim do livro [2, 3].

9Mais adiante, na Eq. (E.5), mostraremos que A =a (1 —€?).

19A velocidade de escape é obtida aplicando-se a lei de conservagao da energia, Eq. (51), para o corpo ficticio
de massa y partindo da posicdo inicial 7(0) = ro 7 com velocidade escalar relativa vy, e assumindo que ele
atingird um ponto infinitamente distante com velocidade final nula, de modo que u v2,./2 — G mymy/rg=0.

Universidade de Brasilia



Problema de dois corpos. Parte I: teoria newtoniana e leis de Kepler

(ii) € = 1: neste caso, C = G M/h? e a trajetoria serd uma pardbola, pois r — oo quando
f — 7t rad (trajetdria aberta). Dessa forma,

_ W2/(GM) _ K?

"~ 1+cosO 2GM’

onde h = ryvg. Portanto, vy = V2G M /1y = Uesc.

(iii) 0 < e < 1: isto equivale a VGM/ry < vy < Uesc €, neste caso, C < GM/K? e r(0)
permanece finito e ndo-nulo para todo 6 > 0, o que gera uma trajetéria fechada eliptica,
com foco sobre a origem e sem precessdo do periélio (em relagéo ao espaco absoluto).!!

1o (31)

As trajetorias correspondentes a cada um destes casos sdo apresentadas na Fig. 2. Note
que, para vy < vVGM/ry, o corpo ficticio de massa y ndo poderd manter uma Orbita
periddica, pois os corpos reais (com tamanho finito) irdo se chocar durante sua ‘queda’ rumo
ao CM. Entretanto, aqui neste trabalho vamos nos restringir a trajetérias sem colisio.

Figura 2: Posstveis trajetérias correspondentes a r(6) = A/(1 + € cos®), produzidas com o software
Mathematica. Note que Uy é perpendicular a 7y, no periélio. A linha tracejada representa
um ramo de hipérbole (e > 1 e vy > Vese, 0nde vVesc = V2G M/ 19). A linha traco-ponto repre-
senta uma pardbola (e =1 e vy = Vesc). A linha continua representa uma elipse (0 <e <1e

VGM/rg < vy < Ugse)

Para o corpo ficticio de massa y, tendo em vista que adotamos a posigao inicial no periélio
—ie,7(0)=rgi=rpi=(a— f)i—, onde 6y =0, vamos escolher a velocidade inicial como

"Em particular, para € = 0, que equivale a C = 0, teremos 7(0) = A = h?/(G M) = cte., e a trajetdria serd
circular. Devido a conservagdo do momento angular, v = vy = /G M/ry = cte., logo o movimento serd um
MCU.
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5(0) = vy | = rp by j, garantindo assim que ela seja perpendicular a 7(0) (i.e., a0 eixo das
apsides), como é comum no langamento de satélites. Vejamos, entdo, como os pardmetros
da curva conica correspondente a trajetéria irdo depender de rp e vy. Claramente, o estado
inicial é tal que h=L/u =rpvg sin(w/2) =rpvg = rlz, 6p. O parametro C é facilmente
obtido colocando-se #(0) = 0 na Eq. (30), o que resulta 7(0) = rp = A/(1 + €),'?> de modo
que
1 GM 1 GM
C= -0 =~
rp h rp TpUG
Os parametros A e € também sdo prontamente obtidos em termos das condi¢des iniciais:

(32)

222
A=—__ =270
GM GM (33)
e
1 GM)\ 303  rpv?
e=C (rp r%v%) GM GM (34)

I1.3. Leis de Kepler

Agora, vamos mostrar que a solugdo r(f) obtida no caso (iii), acima, é compativel com
as trés leis empiricas de Kepler, dentro de uma 6tima aproximacdo, desde que M > .

* 17 lei de Kepler: esta lei afirma que as Orbitas planetarias sdo elipticas, com o Sol
(imoével) ocupando um dos focos. Como vimos, para 0 < e < 1 a trajetéria serd uma
elipse, o que ocorrerd sempre que GM/rp < vy < Vesc. Sendo a massa do Sol muito
maior do que a dos planetas, entdo ele praticamente ndo se movimenta e o seu centro
praticamente coincide com o CM do sistema solar. Assim, como 6tima aproximacao,
podemos afirmar que o Sol est4 ‘fixo’ em um dos focos.!

* 2% lei de Kepler: esta lei afirma que a velocidade areolar dos planetas é constante. Para
mostrar isto a partir dos resultados obtidos acima, basta utilizar o elemento de &rea
em coordenadas polares, i.e. dS = %1’2 d6, como ilustrado na Fig. 3, abaixo. Assim, a
taxa com que 7 varre a drea dS é

2
C;f —%ng:cte. (35)

Portanto, AS = cte. X At, o que significa que o vetor 7 = ﬁ varrera areas iguais em
intervalos de tempo iguais.

e 3% lei de Kepler: esta lei afirma que T2 o< 7>, onde

F=(1/¢) /érds — (1/0) /Oznrz(a) 6 =a

0

12 Para o afélio, substituindo 6 = 7t rad na Eq. (30), obtém-se r4 = A/(1 —¢).
13Para Jupiter, o planeta de maior massa do sistema solar, 0 CM jd ndo fica tio préximo do centro do Sol.
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O eixo polar

Figura 3: O elemento de drea dS = 1 df, em coordenadas polares, demarcado pelos vetores-posicio 7 e
7+ dr, com um dngulo dO entre eles.

é a média espacial de r [7, Book V, Chap. III, Prop. VIII]. Aqui,

Ez/ds:/ozn\/err(dr/d9)2d9:4aE(e)

é o comprimento da elipse, E(k) = 07r/ 21—k sin®¢ d¢ sendo a integral eliptica

completa do segundo tipo. Essas integrais definidas sdo resolvidas passo-a-passo na
Sec. 3 da Ref. [8] (ver também a Ref. [9]), entretanto no final da pag. 4 seu autor mostra
que o mesmo resultado pode ser obtido usando-se uma propriedade geométrica da
elipse, sem resolver nenhuma integral, como Kepler fez. A seguir, vamos mostrar que
esta lei pode ser obtida a partir do resultado acima para dS/dt = cte., em conjunto
com a solugdo r(6) obtida na Eq. (30).

Por defini¢do, o periodo T da ¢rbita eliptica é o menor intervalo de tempo necesséario
para que 7(t+T) =7(t) e ¥(t + T) = 9(t), para todo t > 0. Como dS/dt =h/2 = cte., entdo
AS/At = h/2 = cte. e, para uma volta completa, teremos S/T = h/2. Portanto

S
r=22, (36)

onde S é a area da elipse, que é prontamente determinada fazendo-se

+a a 2
gz } f(x)dx:2/0 byf1-25 dx= ”2”1’, (37)

onde y = f(x) é a equacdo da metade superior de uma elipse centrada na origem do
plano cartesiano, com eixo maior sobre o eixo x, e, b é 0 comprimento do semi-eixo menor.
Portanto, T =27mab/h. Note que isto relaciona o periodo T com o momento angular L, pois
h=L/u. Assim, L = 2;1% =2y dS/dt = cte., conforme a 2 lei de Kepler. Isto nos leva a
L=2umab/T. Para completar, usamos a relagdo fundamental da elipse, i.e. a? =0+ f2,
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onde f é a distancia focal, conforme indicado na Fig. 4, para obter b =a+/1 — € e, com
isso, T =2ma%+/1— €2 /h. Finalmente, substituindo-se h = L/ U, obtemos

V1—e?

T (38)

L=27mua?

No Apéndice E mostraremos que a = A/ (1 — 62) eb=A/vV1—¢€2 de modo que a e b s6
dependem de A e €. Com isso, b? = Aua, e entdo

An?a?b®>  4m*a*Aa  Amad

T2 — — —
h2 GMA GM
47 3
= Gm+m) (39)

Esta ¢ a expressdo exata da 3” lei de Kepler. Usando-se 1 = A/ (1 —€*) e A=h?/(GM), é

facil obter
a3/2 h3 1

E—
JoM G (1—e2)*?’

o que mostra que, para um dado momento angular, a trajetéria circular é a de menor periodo.
A dltima igualdade acima imediatamente nos leva a

T=2m1

(40)

hz§:\/GMa(1—62). (41)

T'a Tp

2a

Figura 4: Pardmetros geométricos da elipse. Note que os semi-eixos maior a e menor b formam, juntamente
com a distdncia focal f, um tridngulo retangulo. O ponto A indica o afélio e o ponto P o periélio.

II.4. Atalho para a determinacdo dos parametros de Orbitas elipticas

Na anélise de trajetorias elipticas, outras relagdes entre os pardmetros podem ser tteis.
Por exemplo, partindo da solugdo r(0) obtida na Eq. (30) e da expressdo de r4 exibida na

nota de rodapé 12 obtemos

1 1 2 GM

rp ra A h? (42)

Universidade de Brasilia



Problema de dois corpos. Parte I: teoria newtoniana e leis de Kepler

1 1 2 2GM
_——— = — = — . 43
rp ra A€ w2 € (43)

Um outro exemplo é a expressdo do momento angular L em termos de a e e:

_ a2 _
E:h 27mb 1—¢€2 V1—¢? \/i /GM (44)

]/l T 7/ 7]{/21613 27‘(&@/@

mostrando, assim, que'4

L=p\/GMa(1—e?), (45)

em pleno acordo com a Eq. (41).

Outro ponto interessante é que podemos obter a famosa equacio de Kepler para 6(t) a
partir da 2 lei de Kepler, pois dS/dt =cte.=S/T = ab/T nos leva a

:nab/d nab . (46)

Por outro lado, em coordenadas polares, dS = 772 df implica que S =1 foe 12 df. Portanto,

2 8 7}
nabt:A_ do _, 47)
T 2 Jo (1+€ cosb)

onde A=a(l—¢€?), b=A/vV1—€? e T=2m+/a®/(GM). Esta integral possui solugao

elementar, a qual pode ser obtida com o software Mathematica (release 12):

(1—€) tan(6/2)
2mab f € sinf 4o arctan[ - 1a_n€2 ] (48)
A2T ~  (1—€2) (1+€ cosh) (1_€2)%
Multiplicando-se ambos 0os membros por (1 — 62)%, esta equagdo simplifica-se para
T V1 —¢€? tan(6/2) € V1—€? sinf
— t = arctan — = . (49)
T 1+e 2 1+e€cosb

A obtencédo desta solucdo t =t(0) e, principalmente, a inversio desta funcado para 6 = 0(t),
foi tentada exaustivamente por Kepler, pois os astronomos medem os pontos da fungéo 6(t),
mas a dificuldade matematica o levou a propor um método aproximativo [10].1°

4Note que este resultado também pode ser obtido diretamente a partir de A =h?/(GM) =a (1 —€?).
15Na Ref. [11], é provado que é impossivel inverter-se fungdes do tipo da (f) dada na Eq. (49) e, com isso,
obter uma fungéo 6(t) que seja uma combinagéo finita de fungdes elementares.
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I.5. Parametros da Orbita eliptica em termos do momento angular e da
energia

Para um sistema de dois corpos isolado de agentes externos, j& demonstramos que vale
a lei de conservacdo do momento angular total f) = u7 x U=cte.,, onde U =dr/dt. Para
a condicdo inicial padréo, teremos L = uruvg = ur?6 = cte., com a trajetéria sendo descrita
necessariamente sobre um plano perpendicular a L. Adicionalmente, de acordo com a
lei de conservagio da energia, se os dois corpos interagem através de uma forca conservativa
(definida como uma forga cujo trabalho realizado ndo depende da trajetéria, mas apenas dos
pontos inicial e final), entdo a energia mecinica total Ey = Ty + To + Vip serd uma constante
de movimento. Assim, para uma tal forca,

my sy | M2

Ef()t - 2 7"1 +77"2 +V12
_om <~ mzﬁ) My (4 m14>2
- Mg " Mgy 1%
2 m") T \Bty) e
2 2
m (g2, Mz ,M23 2 (g2, Mz, M3
= — [R —=7c -2 R R — 2—R V
2( T T >+2< Tz T r)*”
B m1+m2ﬁ2+ ﬂm_% @m% RLULY S USSR
- 2 2 M2 2 M2 M M 12
M 1 1 7?
_ Mp o of L LN,
2 tH (ml mz) 2 e
P2 .
= —ZCM—I—g?z—‘erz:Cte‘. (50)

Sendo Pcj; constante, como vimos na Eq. (7), entdo a energia cinética PczM/ (2M) também
serd uma constante, reduzindo o resultado acima a

2

_ K= _ _Pem _
E = 21’ —|-V12—Et0t M = cte., (51)

onde E é a energia mecanica do corpo ficticio de massa y movendo-se em relagdo ao centro
tixo. Esta E.D.O. de 1 ordem reduz o problema de dois corpos a um problema de um corpo
ficticio com massa y localizado em 7(t), atraido por um centro de forga fixo, com os corpos
1 e 2 (bem como o corpo ficticio de massa u) sempre alinhados com o CM. Escolhendo
Vip =0 em r — co como referéncia, obtém-sel®

mim
E=Ep2_cgl™
2 r
. mim
=E@LH%Q—G L2 _ cte. (52)
2 r

1A energia potencial gravitacional Vi, (r) = — Gmymy/r é encontrada com a integral de caminho Vi, (o0) —
Via(r) =0—Via(r) = = Vip(r) = — [ Fi2 - d7, onde C é qualquer caminho que vai de r até o ponto de referéncia.
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Substituindo 6 = L/ (17?) no termo cinético, encontramos

e+ -G = cte. (53)

Como ja sabemos que a trajetdria serda uma elipse se /G M/rp < vy < Uese, podemos deter-
minar os valores minimo e méximo de 7(¢) ao longo de toda a trajetéria (respectivamente 7p

e r4). Isolando a derivada temporal, obtemos!”
1_/2 _ % _ L2 mMq nip
oo ur
E L2 GM
=2———>+2—. (54)
wooopcr r

Aplicando o lema de Fermat, que garante que a derivada é nula nos extremos de uma
funcdo diferencidvel, teremos, nos pontos de retorno,

2
2§r2—%+2GMr:0. (55)

Como as massas m7 e my encontram-se em um estado ligado —i.e., E <0, j& que vy < Uesc =
/2GM/r, —, a equagdo acima pode ser reescrita na forma

E] » L?
71’ —GM?’—FW:O, (56)
ou seja,
M L?
2 K
r—G r+ =0. (57)
[El "~ 2p|E]

7Note que a Eq. (54) é equivalente a

2
dt=|dr|/ 25— L0 42 OM
T

r

que é uma E.D.O. separdvel. Para a condicdo inicial 7(0) =ro=rp e v(0) = vy, com ¥y L 7y, a integragdo direta

fornece
r 2
t== [ 1/\/2‘)5—§~Z+2Gf\/I 7.
rp Hoopcr r

Aqui, o sinal ‘+’ (‘=’) deve ser usado nos trechos em que 7 aumenta (diminui). Isto fornece t = t(r), uma
fungéo cuja inversa é a fungdo r = r(t), solugdo da E.D.O. Para os leitores mais interessados, a resolugdo dessa
integral foi incluida no Apéndice F. No texto principal vamos obter rp e r4 e determinar a 6rbita eliptica sem
resolver integrais.
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Resolvendo esta equagdo do 2° grau, obtemos duas solugdes:

mymy | 1 m3 m3 L2
=G +-4/G2 -2
"R 21E| 2\/ E2 M
1my my |E]| L 2
=G 1+4y/1-2— ——— . 58
2|E| \/ U (Gm1 my 8)
Para obter a energia E, basta fazer ryux + 7in =14 + rp = 24, o que fornece
my My 1y 1
G 1 G 1-— =2a, 59
2|E| (1+VB) + 2|E] (1-VB) =2a 9
—1_olEl__ 12 _ implifica-
onde f=1-2 Gl Isto prontamente simplifica-se para
1My my
G =2a, (60)
|E]
e, por fim,
1My m
E=—-G——= 1
G T (61)

Além disso,sendo rp=a—f ery=a+ f,entdao r4 —rp=2f,demodo que (rq —rp) /(2a) =
2f/(2a) = f/a = €. Portanto, podemos determinar a excentricidade da 6rbita em funcdo de
LekE:

-V

2
_ i P -
I (Gmlmz)

"max — Vmin __ Ggq\lETz ) [1 + \/E_ (1 B \/E)]
2a 2a

Note que a energia E pode ser positiva, negativa ou nula.!® Isto fornece trés tipos de
trajetdria (todas do tipo curva conica):

(i) E > 0: neste caso, € > 1 e teremos uma trajetoria hiperbdlica;

(ii) E = 0: neste caso, € = 1 e teremos uma trajetdria parabélica; ou

2 L
eliptica estacionaria, i.e. sem precessio do periélio em relacdo ao espaco absoluto.'”

Gmym o
(iii) E,ip = — I (#) < E < 0: neste caso, 0 <€ <1 e teremos uma trajetoria

Por fim, ressaltamos que o problema de dois corpos eletrizados com cargas g; e g de
sinais opostos, atraindo-se de acordo com a lei de Coulomb, i.e. F;1 =kg142/ r2p=—k/r?
onde k=1/(4meg) é a constante de Coulomb e €y é a permissividade elétrica do vacuo,

18Usando 2|E| = Gmymy/a, prontamente obtemos L = j1/G Ma (1 — €2), confirmando a Eq. (45).
Note que E,;, corresponde a uma 6rbita circular, pois € = 0. Para energias menores do que esta, 0s corpos
1 e 2 ndo poderdo manter 6rbitas periddicas e irdo colapsar no seu CM.
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com k =k |q1g2| > 0, é andlogo ao problema de dois corpos gravitacional que acabamos de
resolver. Assim, todos os resultados obtidos até aqui valerdo para o andlogo coulombiano,
bastando substituir GM por k/u.

APENDICES
A. ALINHAMENTO DE DOIS CORPOS COM SEU CM

E facil ver que dois corpos puntiformes sempre estio alinhados com o seu CM, bastando
mostrar que 7 X (7; — R)=0,i=1,2. Por exemplo, para 7; (o célculo para 7, é andlogo),
basta fazer

(?2—?1)>< (?1—R) = PHh X —ThXR—-7 xPFH+7 XR

To X 71— T2 X (C171 +C272) —0+7 X (0171 +C272)
o XT1 —C1Ta XT1 —CaTa X TPa+ 0171 X1+ 0271 X o
= 772 X 171 + (C1 —I—Cz)?l X ?2, (Al)

onde ¢;=m;/M,i=1,2. Como ¢y + ¢y = (m; +mp)/M =1, entdo
(Fa —71) X (71—ﬁ> X AP X TPy =Ta X TPy —Ty X1 =0, (A.2)

como queriamos demonstrar.

B. INVERSAO DAS COORDENADAS DE JACOBI

Para obter 7| e 7, em termos de 7 e R, basta multiplicar (a esquerda) ambos os membros

de
7\ -1 1 _ 71
(&)= Conrna morme )+ (7)) ®

pela sua matriz inversa, o que resulta em
):12-<f,1), (B.2)
2

-1 1 !
my/M my/M '
71 . —mz/M 1 ) 7
(?z)_(+m1/M 1) (R) (B.3)

onde I, é a matriz identidade (de ordem 2). Assim,
que é equivalente ao sistema de equagdes exibido na Eq. (3).

o]
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C. VELOCIDADE E ACELERAQAO EM COORDENADAS POLARES

Obtemos, aqui, a velocidade e aceleragdo de um corpo em coordenadas polares. Neste
sistema de coordenadas, temos 7 = r #, de modo que a velocidade ¥ em coordenadas polares
serd dada por

7 (r#) =it +rf
it+r00. (C.1)
O dltimo termo decorre do fato de que
(1) (})
onde 6 ing
Ro=( “Tno cont ) ©3)

¢ uma matriz de rotacdo no plano xOy, a qual produz um giro de 6 radianos na direcdo
anti-hordria quando 6 > 0 (e na diregdo horéria quando 6 < 0).2° A velocidade e a aceleracao

sdo prontamente obtidas notando-se que 7> =7 -7 = v? = % + r26? e que

AWLINE
o) dt \j
[ —sinfd cosd 0 - i
~\ —cosff —sinb 0 ]
. ( —sinf cosO [
_9(—c059 —sinG)‘(f)’ (C4)
ou seja
f:z@ (—sin@zl—l—cc')SQ]i) :9'@' ) (C5)
0=0(—cosfi—sinfj) =—07
Por fim, a aceleracdo @ em coordenadas polares fica:
L di d(it+7160)
Tar T
=¥t +#+7(00) +7(00)
:r?—l—réé—i—réé+r(9é+95>
=#f+ (270 +70) 0 —ro*7
= V—r@z)?+(2#9+ré)é. (C.6)
Nsso vem do fato de que
LT Xa Yo s
f=-=—i4+=j=cosfi+sinbj.
r r r

Como os vetores unitirios devem formar uma base, devemos escolher 6 de modo que 7 -8 =0, o que nos deixa
com duas opgdes: 0 = Fsinf 1+ cosf j. Para obter uma base destrdgira, escolhemos 6 = — sinf 1+ cosf j.
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D. ORBITA ELIPTICA ESTACIONARIA EM COORDENADAS POLARES

Em coordenadas cartesianas, a equagdo da elipse centrada em um ponto qualquer (xc,yc)

e com o semi-eixo maior apoiado sobre o eixo x é 2!

(x — xc)2
az

2
+ bz}/C) —1. (D.1)
Entretanto, para as trajetdrias elipticas que surgem no problema de Kepler, com o Sol
(ou, mais precisamente, o centro de massa do sistema Sol-planeta) sobre um dos focos, é
vantajoso usar coordenadas polares, escolhendo a origem sobre aquele foco, pois isto torna a
equacgdo da curva bem mais simples, conforme mostraremos a seguir.

Seja F um ponto fixo qualquer, chamado foco, e u uma reta qualquer pertencente ao plano
da curva conica (mas que ndo passa sobre F), chamada diretriz. Por defini¢do, a excentricidade
€ é arazdo PF/PQ, onde P é um ponto qualquer da curva cdnica e Q é o ponto que marca
a menor distancia de P até a diretriz, como ilustrado na Fig. 5. Vamos mostrar que a curva
conica serd uma elipse se 0 < € < 1.2 Tomando F sobre a origem (0,0) e escolhendo o
eixo polar 0 = 0 na direcdo perpendicular a diretriz u, como na Fig. 5, um ponto qualquer
P = (x,y) = (r,0) pertencente a curva conica deve ser tal que PF =r e PQ =d — r cos®.

0 =m/2 diretriz

eixo polar
0=0

Figura 5: Foco e diretriz de uma elipse. Observe que d é a distdncia do foco F até a diretriz.
Como € = PF/PQ, segue que
r=¢€(d—rcosb). (D.2)
Elevando ambos os membros ao quadrado, teremos

rP=x?4yP=e*(d—x)?=¢ <d2—|—x2—2dx>, (D.3)

2IEm coordenadas cartesianas, é facil provar que a equagdo x%/a? 4+ y2/b*> =1 representa uma elipse
centrada na origem. Para isto, basta usar a propriedade de que a elipse é o lugar geométrico dos pontos
do plano tais que a soma das distancias até dois pontos fixos F; e F, é uma constante positiva, ou seja
PF, + PE, =24, que equivale a /(x + f)2 + 2+ /(x — f)2 + y2 =2a.

22Ge ¢ =1, teremos, por definicdo, uma pardbola. Se € > 1, teremos uma hipérbole.
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ou seja,
(1—€2> x2+262dx+y2:€2d2. (D.4)

Dividindo ambos os membros por 1 — €2, obtemos

e2d y? €2 d?

2
2 = .
o 1—€2x+1—€2 1 —¢e?

(D.5)

Completando o quadrado, obtemos

2d \* 2 €2 d?
(x—i—l_ez) +1_€2—(1_€2)2. (D.6)

Esta equacdo é do tipo (x — xc)2 /a®> +y?/b* = 1, a qual representa uma elipse centrada em
(x¢,0). Por fim, retornando na Eq. (D.2), note que ela é equivalente a

r=ed—er cosb, (D.7)
ou seja,
r (14 € cosf) =ed. (D.8)
Isolando 7, obtemos
ed

= D.9
! 1+ € cosf (D-9)

provando, assim, que a Eq. (30) realmente representa uma elipse.
E. RELACOES UTEIS PARA OS PARAMETROS DA ELIPSE

Vamos demonstrar as relagdes utilizadas para os parametros a e b da elipse. Comecemos
com as relagdes geométricas basicas para o periélio e afélio, i.e.

rp=a—f=a(l—¢)
{rZ:a+f:a(1+e) ’ E1)

Usando a solugdo r(0) = A/(1+ € cosf), e aplicando-a aos casos 6 =0 e 6 = 7, obtemos

= E.2
L s (E2)
© A
= , E.3
rA=1"¢ (E3)
respectivamente. Como rp +r4 = 24, o que significa que a é a média aritmética de rp e r4,
entao A A
=2a, E.4
1+e€ + 1—e€ ¢ (E4)
portanto
A
=— E.5
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Para determinar b, basta fazer

o que fornece

1—¢€2
_ A

R T

Isso mostra que b é a média geométrica de rp e r4.

F. SoLUCAO 7(0) A PARTIR DA CONSERVACAO DA ENERGIA

Como resultado da conservagdo da energia, nds obtivemos:

2
T

dat u2r2 r

Para obter a equacdo da trajetéria em coordenadas polares, basta fazer

dr _drdo _dro drh
At do dt do do r2-°

2
dr h \/_2@_%+2G_M’
]/l uer r

Com isso,

donde segue que

2
dr:izw_z@__L L ,GM

do "L wo pr? r

2
=+ \/—2—”’E’ oM

L2 r? r L2’

dr _ d(/w) _ _ 1 du (pemos:

Aplicando a substituigdo de Binet,i.e. u =1/r, com 75 = =5~ = — 75

2
dr _rzd_u:irz\/_zﬂ_rlz_FzG_My_

o do

o que fornece

du 2dr_\/ 1|E| 5 12
0= dG_jF 2———u*+2GM = u.
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Portanto:
du

40 = T . (E7)
2
V-2 +26M G0 — 215 |E|

Essa separagdo de varidveis nos leva a seguinte solugdo integral:

du
00— / , ES
0="TF T Bi=C (F.8)

onde B=2GMu?/L* e C=2u|E|/L? Fatorando o denominador, é facil ver que, sendo

(arccosx) = —1/v1—x2,

2x —B
= — arccos ( * ) + cte., (F9)

VA
onde A = B?> — 4C. Esta primitiva vale sempre que B2 > 4C e |2x — B| < v/A. Note que
F(x) = arcsen (2"’]3 ) + cte. também é uma primitiva. Usando, por exemplo, a primitiva do

VA

tipo arccos(x) na integral da trajetéria, prontamente obtemos

/ dx
vV—x2+Bx—C

2u—B
0 — 6y = + arccos , E10
° ( VA ) (710
o que nos leva a
2u — B 2u — B
cos (0 — 0y) = cos | £ arccos = ) F11
(00 = cos| ( V2 )] Vi (F11)

Escrevendo em termos de r e dos parametros fisicos, teremos:

1 _Mu> /B2
;—G 2tV C cos (0 —0p)
2

|E|
:GT_’_ GzT—ZﬂFCOS(G—GO)

M2 \/ E|L*
ye 1+ [1—2u——=— cos (6 — 6p)
LZ L2G2M2y4
M 12 E|12
=G5 1+\/1—2%2y3 cos(9—90)] . (F12)

Por fim, esta solucdo pode ser escrita na forma

A

r(6) = 1+4+€cos(60—6p)’ (E.13)
onde ) )
h L

A= zor = T (F.14)
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E|L?
e=y[1-2—2— . (F.15)
\/ G2M213

Como A >0 e 0<e<1,aequacdo acima descrevera uma elipse com um dos focos sobre
a origem, em pleno acordo com a 1” lei de Kepler. Note que a solugdo r(f) obtida na
Eq. (F13), acima, reduz-se a solugdo obtida na Eq. (30) quando escolhemos 6y = 0.
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