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Resumo

O presente artigo tem por objetivo principal descrever analiticamente as caracteristicas do com-
portamento eletronico variando a forma das condigdes iniciais da amplitude de Wannier. O
estudo incluiu duas condigdes iniciais: uma fungdo Delta de Dirac e uma fungio gaussiana como
amplitude de Wannier. Os resultados mostraram que o desvio quadrdtico médio da amplitude
de Wannier em forma de funcdo Delta de Dirac é uma fungdo periédica dependente do tempo,
enquanto que para a fungio gaussiana, a andlise foi realizada através de imagens geradas pelo
software grdfico Gnuplot. Os resultados aqui discutidos confirmam os dados previamente obtidos
por métodos puramente numéricos. Por fim, apresentamos uma breve andlise dos resultados
obtidos apds variar os pardmetros da fase k e desvio padrio o da médulo ao quadrado da amplitude
de Wannier.

Palavras-chave: Oscilagdes de Bloch. Amplitude de Wannier. Método tight-binding. Fungio
de onda

Abstract

The main objective of this article is to analytically describe the characteristics of electronic
behavior by varying the initial conditions of the Wannier amplitude. The study included two
initial conditions: a Dirac Delta function and a Gaussian function as the Wannier amplitude.
The results showed that the mean square deviation of the Wannier amplitude in the form of a
Dirac Delta function is a periodic function dependent on time, while for the Gaussian function,
the analysis was performed through images generated by the graphical software Gnuplot. The
results discussed here confirm the data previously obtained by purely numerical methods. Finally,
we present a brief analysis of the results obtained after varying the parameters of the phase x and
standard deviation o of the squared modulus of the Wannier amplitude.
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I. INTRODUCAO

I. Modelo de Drude

Em 1900 o fisico P.Drude propds um modelo tedrico para descrever o comportamento dos
elétrons nos metais com o intuito de tentar entender fendmenos como a conducao elétrica
e a condutividade térmica em estruturas metdlicas. Porém, a sua proposta foi concebida
apenas trés anos apo6s a descoberta do elétron feita por J.J. Thomson (TABACNIKS, 2005)
e, nessa época, as Unicas teorias fisicas existentes para sustentar seus argumentos eram
a Mecanica Newtoniana e a Termodindmica, ou seja, teorias cldssicas que concebiam os
elétrons como particulas sélidas com comportamento semelhante ao dos gases (MERMIN;
ASHCROFEFT, 2006).

Em sua teoria, Drude levou em consideracdo que deveria existir um tipo de particula
muito mais pesada que o elétron com carga positiva para compensar a carga negativa
associada a ele. Dessa forma, quando os &tomos de um elemento metéalico sdo reunidos
para formar um metal, os elétrons das camadas mais externas se desprendem dos seus
adtomos de origem e passam a vagar livremente pela cadeia atdmica, enquanto os ions
positivos permanecem imoveis e inalterados. Dessa forma, os elétrons que se movem nas
camadas mais externas tem seu comportamento influenciado pela presenga de um campo
eletromagnético externo. Essa dindmica pode ser descrita pela equacdo diferencial

dt

onde o termo T representa o tempo de relaxacdo, ou seja, um amortecimento por atrito
resultante das colisdes com outras particulas.
No caso em que ndo ha campo magnético, a velocidade v do elétron é dada por

miﬁze(E—{—sz)ijz
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v=e T (vo + —E> — —E
m m
com densidade de corrente j (para o caso de tempos muito longos, ou seja, sem o termo
transiente) dada por

j= —nev=cE

onde 1 é a mobilidade eletronica o = %ZT e a equagdo j = cE é a também conhecida Lei de
Ohm.

O estudo da dinadmica eletronica é feito com base numa série de premissas restritivas;
despreza-se o fendmeno do espalhamento dos elétrons causado pelas oscilagdes dos ions na
rede cristalina, bem como a formacéo de pédlarons resultantes do acoplamento das vibragdes
da rede. Outra premissa irreal é a consideragdo de que os ions da rede sdo imoéveis. Estas e
as vérias outras limitagdes impostas ao modelo, possibilitam um certo grau de compreensao
sobre muitos aspectos da dindmica eletronica.

Nesse artigo ndo faremos uma descri¢do detalhada do modelo de Drude, mas vale
ressaltar que, por conta do seu considerédvel sucesso na época em que foi proposto, até hoje
ele é utilizado por ser uma forma pratica de descrever propriedades cuja compreensdo mais
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precisa demandaria uma andlise com relevante grau de complexidade. Um dos principais
avangos da teoria proposta por Drude foi justamente mostrar a ineficiéncia e limitacdo
das abordagens cldssicas para descrever propriedades do universo sub-atdomico e, assim,
enfatizar a necessidade de uma formulacdo quantica para tratar tais problemas.

II. Teoria Semi-Classica da Conducao Eletronica

A ideia principal da descricdo semi-cldssica é analisar quanticamente a interacdo entre o
elétron e a rede cristalina através do célculo da banda de energia €, (k) (obtida por meio da
solucdo da equagdo de Schrodinger com um potencial peridédico), enquanto que a interagdo
do elétron com o campo eletromagnético é tratada classicamente. Essa dupla abordagem é
que motiva o nome “semi-cldssica” na denominacdo da teoria. Em seu desenvolvimento
tedrico encontramos uma série de ferramentas que nos auxiliam a entender o comportamento
do elétron na presenca de campos eletromagnéticos externos, taix como as fung¢des de Bloch
e as funcdes de Wannier.Essas fungdes sdo conceitos fundamentais na teoria dos sélidos
cristalinos e estdo diretamente relacionadas a descricdo quantica dos elétrons em um
potencial periddico.

As fungdes de Bloch ¢ (r) descrevem os estados estaciondrios em um potencial periédico
(SUZUKI; SUZUKI, 2006). Seus vetores de onda k sdo bem definidos e satisfazem ao
principio da incerteza de Heinsenberg, pois a incerteza em sua posicdo é total enquanto
que a incerteza no vetor de onda é nula. Isso se deve ao fato de que na teoria proposta por
Bloch, a probabilidade de se encontrar o elétron em qualquer ponto da rede cristalina é a
mesma; e isso confere ao vetor k uma natureza deslocalizada no espago.

Em contraste com as fung¢des de Bloch, as fun¢des de Wannier (WANNIER, 1937; WAN-
NIER, 1962) sdo localizadas no espago real e ndo possuem a propriedade de unicidade,
fato este que nos permite otimizar a sua localizagdo. As fungdes eletronicas de bloch sao
autofung¢des comuns do operador de translagdo e do Hamiltoniano que sdo escolhidos como
fungdes periddicas no espacgo reciproco. Entdo, considerando-se a normalizagdo, existe
uma bijecdo entre a posi¢do de cada funcdo de Bloch e o valor assumido pelo argumento,
tornando possivel adicionar uma fase dependente apenas do vetor de onda. No entanto,
a relacdo mais notdvel entre as funcdes de bloch e as fun¢des de Wannier é que, devido a
periodicidade, a fun¢do de Bloch de cada banda pode ser representada por uma série de
Fourier cujos coeficientes sdo dados pelas fun¢des de Wannier da respectiva banda.

Em 1959, o fisico Walter Kohn publicou um artigo mostrando o resultado de suas
pesquisas sobre o caso de um elétron num cristal unidimensional com simetria de inversao
(KOHN, 1959). Nesse estudo ele demonstrou que é possivel escolher convenientemente a
fase das fun¢des de Bloch de tal forma que se obtenha fungdes de Wannier reais simétricas
ou anti-simétricas e exponencialmente localizadas. Embora ndo sejam nada triviais, as
equagdes que levam a maxima localizacdo das fung¢des de Wannier permitem encontrar
solugdes analiticas para o problema.

As fungdes de Bloch da banda j e do vetor de onda k com periodo L = 27” podem ser
expressas em uma série de Fourier:

Pige(x) = Y w, e (1)
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Assim, o n-ésimo coeficiente de Fourier dessa fun¢do é dado por

_

win(x) = 5 [ e My () )

Y

A fungdo wj,(x) da expressdo (2) nada mais é do que a Fungao de Wannier da j-ésima
banda e n-ésima célula.

Assim, podemos dizer que na teoria semi-cldssica da conducéo eletronica, as fungdes
de Bloch fornecem uma base conveniente para descrever os estados eletronicos em sélidos,
enquanto as fun¢des de Wannier fornecem uma representacdo mais localizada desses estados.
A partir dessas representagdes, é possivel desenvolver descrigdes semi-cldssicas dos elétrons
em soélidos, levando a uma compreensdo mais intuitiva do transporte eletronico e outras
propriedades fisicas.

Outra caracteristica importante da teoria semi-cldssica consiste na determinac¢do simulta-
nea da posigdo / momentum do elétron que ndo viola o principio da incerteza. Isso é possivel
gragas a um certo grau de imprecisdo, ou seja, definindo a posi¢do do elétron em relagdo a
comprimento de onda A dos campos externos aplicados, ao passo em que se define o vetor
de onda k em comparacdo &s dimensdes da zona de Brillouin.

Embora ndo seja o escopo do nosso estudo fazer uma andlise detalhada do modelo
semi-classico, vale ressaltar alguns aspectos matematicos dessa teoria que serdo tteis aos
desenvolvimentos que se seguem. Para dar inicio a nossa discussdo, vamos considerar uma
particula sob a influéncia de um campo elétrico DC com um hamiltoniano dado por

H = H; — eEna (3)
sendo Hj o termo que satisfaz a periodicidade de Bloch da zona de Brillouin e a o parametro
da rede.

Utilizando o operador de evolugdo temporal (GRIFFITHS; QUANTICA, 2011) dado por
¥ (a,t) = {HeeEna)iy (g 0) 4)

onde o estado inicial ¥(a,0) da vetor de onda |k) é expresso por

¥ (a,0) = ey (a) )

tal que a funcdo ¢y também seja periddica, ou seja, ¢r(a) = ¢x(a+r), sendo r um vetor da
rede cristalina.
Agora, transladando o vetor pela rede através do operador de translagdo, temos

T(r) =¥(a,t) = ¥(a,t)e'(F+5 )2 6)

Isso indica que a fun¢do de onda evolui no tempo, mas com um vetor cuja dependéncia
temporal é da forma

k@:k+%£ %

A equacdo (7) também é conhecida como Relagdo de Peierls, e por meio da sua derivada
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em relagdo ao tempo, obtemos a segunda lei de Newton

h% =eE (8)
que também é chamada de Equagio do Movimento do Elétron (ASHCROFT; MERMIN, 2022).
A equacdo (8) informa que a taxa de variacdo do momentum k é dada por eE/h que, por sua
vez, pode ser identificado como 22 /Tj. E por isso que o periodo das oscilagdes de Bloch

pode ser expresso por

h
= 9)

Em uma rede 1D no sistema tight-binding a relagdo de dispersdo tem a seguinte estrutura

Tg

e(k) = —2|W|cos(ka)

que serd deduzida em detalhes mais adiante no presente artigo.
Aplicando as relagdes expressas em (9) e (7) na equagdo que descreve a velocidade de
grupo (KITTEL; HOLBROW, 1963) dada por

obtemos

o(t) = 2'”;’“ (sin(koa)cos (?) + sin (%) cos(koa)>

A partir da equacdo acima, é possivel obter a evolugdo temporal da posicdo da onda
integrando a velocidade v(t) em relagdo ao tempo, assumindo ko = 0 como condigéo inicial:

2|Wi
eE
Onde a frequéncia de Bloch foi representada por (), ou seja

s—sp= (1 —cos(Ot)) (10)

eEa
0= - (11)

Dessa forma, fica demonstrado que é possivel obter, através da teoria semi-cléssica,
algumas respostas obtidas por meio da mecanica quantica.

II. Dinamica Eletronica em So6lidos Cristalinos

A dindmica eletronica em sélidos cristalinos é o ramo da fisica que estuda o compor-
tamento dindmico dos elétrons em um cristal, incluindo fendmenos como a resposta dos
elétrons a campos elétricos e magnéticos externos, bem como o transporte de elétrons em
resposta a uma perturbacdo (SALINAS, 1999).
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Dentre as abordagens tedricas usadas para estudar a dindmica eletrénica em sélidos
cristalinos, uma das ferramenta mais valiosas para modelar esses sistemas é conhecida como
método tight-binding. Este método fornece uma descrigdo eficaz e computacionalmente
eficiente das propriedades eletronicas em soélidos cristalinos, pois seu principio mais ele-
mentar consiste na ideia de que os elétrons em um sélido tém forte interacdo apenas com os
atomos mais proximos (SUTTON et al., 1988). Vejamso com um pouco mais de detalhe a
formulagdo matematica desse método.

I. Método tight binding

O método tigh binding (ligacdo forte, em portugués) consiste em considerar que os dtomos
de uma cadeia atdmica estdo afastados o suficiente para que as intera¢des entre si possam
ser desprezadas e, dessa forma, a fun¢do de onda nas proximidades de cada dtomo é
essencialmente determinada pelo seu potencial (RIBEIRO, 2010).

Assim, de acordo com esse método, podemos obter uma boa aproximacao para a funcéo
de onda de um conjunto atdmico através da combinacdo linear dos orbitais de cada um
desses atomos. Por essa razdo, uma outra denominacdo desse método é LCAO (linear
combination of atomic orbitals).

Para ilustrar uma aplicagdo do método tight binding, seja (x) a fungdo de onda que des-
creve o comportamento do elétron situado no orbital eletronico s de um atomo isolado, pois
a simetria esférica desse orbital torna mais simples a argumentagdo matemdtica envolvida
nos célculos que seguirao.

A evolugado temporal da fungdo i pode ser analisada a partir da equagdo de Schrodinger
dada por

2 42
I W) V@) = ep(x) 12)

Assim, um cristal unidimensional formado por N dtomos semelhantes ao descrito acima,
dispostos periodicamente a uma distancia interatdmica 4, terd um Hamiltoniano da forma

N P
H:—%E—F;V(x—na) (13)

Cujas autofuncgdes satisfazem a condi¢do de periodicidade das fun¢des de Bloch. Dessa
forma, considerando a combinacédo linear dessas N autofuncoes, temos

Py (x) = Y e (x — na) (14)

As fungdes de Bloch (14) podem ser combinadas para gerar uma autofuncdo ® do
hamiltoniano (13). Assim, temos

O(x) =Y ap®x(x) = Y ane™p(x — na) (15)

n

Assim como orbitais moleculares localizados, as fun¢des de Wannier podem ser escolhi-
das de vérias maneiras diferentes (MARZARI et al., 2012). Porém, na fisica do estado s6lido,
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h4 uma defini¢do que é considerada a “original” (WANNIER, 1937). De acordo com essa
referida defini¢do, as fun¢gdes de Wannier consistem no conjunto de fun¢des usadas para
expressar P (x) da equacdo (15) como uma combinacéo linear, onde k representa o vetor de
onda.

Podemos calcular o valor esperado da energia para estabelecer a relagdo entre o vetor de
onda k e a energia. Para isso, basta calcular a integral (sobre a zona de Brillouin) da equagdo
de autovalores multiplicada pelo conjugado da fungdo de onda, ou seja:

[ @R dx= [ ¢ (©EERp()dx (16)

Agora, substituindo a expressdo (15) em (16) e levando em consideragdo que V(x + na) ~
0 e que ¢ é normalizada, podemos reduzir a expressdo (16) a

J—e= ¥ [ 9" (x)(H — H(x))e™"p(x — na)dx (17)
n##0

Levando em conta que o alcance da fungdo i esta restrito aos seus primeiros vizinhos, a
equagdo anterior pode ser escrita da forma

/z,b (x —a)dx +e % /gb P(x +a)dx (18)

E, além disso, pela simetria esférica do orbital que a funcdo i ocupa, podemos assumir

que P(x —a) = P(x + a), portanto

E(k)—(—?— zka zka /4) x+a

E(k) =€ + 2acos(ka) /lp*(x)tp(x +a)dx (19)

Onde o coeficiente a é o termo que preserva a coeréncia dimensional da integral de
hopping que aparece no lado direito da equagdo acima. Esta integral é assim chamada por
representar a probabilidade de salto do elétron entre sitios adjacentes da rede cristalina.

III. Funcdes de Onda livres da acao de campos elétricos

Ao estudar as fungdes de Bloch, concluimos que ¢ fisicamente razodvel supor que em
um potencial que satisfaca a condi¢do de periodicidade de Bloch, com pardmetro de rede a,
dada por

V(x)=V(x+a)
a fun¢do de onda estaciondria {(x) satisfaca a seguinte condigéo:
p(x)? =l (x+a)?

Ou seja, realizar uma translagdo de comprimento a na rede cristalina equivale a introduzir

uma fator de fase na fungdo de onda expressa por ¢/*. Essas consideragdes culminam na
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formula¢do matematica do Teorema de Bloch dada pela equagdo

T(a)¢(x) = ™ (x)
onde T'(a) representa o operador de translacdo da rede com parametro a.
Utilizando os limites da zona de Brillouin como condi¢des de contorno, acabamos por
identificar os valores de k com a quantidade de sitios da rede, fato este que motiva a insergdo

do indice k na funcdo de onda ¢ (x), que também pode ser expressa de forma mais sucinta
na notacio de Dirac como |k) (GRIFFITHS; QUANTICA, 2011).
Portanto, quando os estados estaciondrios satisfazem a equacdo de autovalores

HIk) = E|K)

Onde o operador H é o hamiltoniano do sistema que, na teoria tight-binding, pode ser
expresso da forma

H= —w2|n+1><n] + |n)(n + 1]

onde w representa o termo hopping de energia.
Entdo, usando o hamiltoniano tight-binding na equagdo de autovalores, obtemos:

—w (Dn+1><n| +n)(n + 1\) k) = (k) K)
—w (Ze—iknﬂn +1)+ e—fk<”+1>”|n>) k) = e(k)[K)

—w <Zeik(nl)a’n> + eik(n+1)a|n>> ‘k) _ €(k)|k>
—w (eika i e—ika) Ze—ikna|n> =e(k)[k)

—2wcos(ka) k) = e(k)|k)

Portanto, o termo de dispersdo, ou energia €(k), do elétron numa rede cristalina isenta
da acdo de algum campo elétrico é dada por

e(k) = —2|w|cos(ka) (20)

que é uma fungdo de periodo 27t/a no espago dos k's, cujos valores pertencem ao dominio
da Zona de Brillouin.
Podemos admitir a expansdo das autofung¢des nos estados de Wannier dada por

Pic(x) = ) _g(k,m)wa(x)

sendo o termo wy,(x) o estado de Wannier localizado sobre o sitio 1, que também pode ser
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representado na notagdo de Dirac como (x|n).

Se a fungdo escolhida para assumir a forma da amplitude de Wannier g(k,n) for a
expressdo que representa a mudanca de fase de uma rede cristalina periddica, ou seja,
g(k,n) = ek entdo o teorema de Bloch é satisfeito e w(x) = w(x + a).

Assim, reescrevendo a equagédo de autovalores fazendo ¢y (x) = g(k, 1), que é a fungdo da
amplitude de Wannier nas proximidades do sitio 7, e limitando o somatoério aos primeiros
vizinhos de 1, obtemos a expressao:

E(k)g(k,n) =e€ng(k,n) +wlglk,n+1)+ g(k,n —1)] (21)

onde, gragas a periodicidade da rede, podemos afirmar que €, = €p. Assim temos

E(k)g(k,n) = eog(k,n) + w (eik(nﬂ)a n eik(n—l)a>
E(k)g(k,n) = eog(k,n) + wg(k,n) (ez‘ka n e—ikg)

E(k)g(k,n) =eog(k,n) +2wg(k,n)cos(ka)

Portanto

E(k) = eg + 2wcos(ka) (22)

Essa Relagio de Dispersio expressa acima é uma fungdo no espacos dos k’s com periodici-
dade igual a de uma zona de Brillouin, ou seja, 27t/ 4.

IV. Func¢oes de Onda sob a acao de um campo elétrico

Ainda nos primérdios da mecénica quantica, os estudos inovadores de Bloch mostraram
que o vetor quasi-momentum caracteriza um estado translacional em um cristal perfeito
representado por k, que varia com o tempo de acordo com a equagdo cldssica do movimento
sob a acdo de um campo elétrico E. Dessa forma, restringindo-se a uma tinica banda de
energia, o estado de Bloch com vetor de onda ko pode evoluir no tempo ao longo dessa banda
energética especifica, tornando-se o estado de Bloch correspondente a evolucdo temporal
de k. Esse tratamento teérico é conhecido como Modelo de Banda SimplesINAZARENO;
GALLARDO, 1989).

Sempre que a fronteira da zona Brillouin é alcangado, ocorre uma inversdo da posigao
do vetor com periodo da oscilagdo de Bloch dado por

onde G é um vetor da zona reciproca.
Sabendo que a derivada de € em relagdo ao vetor k indica a velocidade associada com o
estado de Bloch de energia €, obtém-se também o movimento periédico no espacgo direto.
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Situacdo similar ocorre no caso de um campo elétrico alternado AC, onde a forca elétrica
dependente do tempo é dada por

F(t) = Fsin(wt)

Para dar um tratamento matemdtico mais formal ao problema, podemos partir da anélise
das solugdes da equagdo de Schrodinger com as condigdes periddicas de contorno das
fung¢des de Bloch numa zona de Brillouin.

Assim, partimos da equagdo de Schrodinger dependente do tempo dada por:

oY A
ih—- = Hy (23)

onde H é o hamiltoniano dependente do tempo (LANDAU et al., 1980) dada por

N T P
com

v(7) =v(F+a) A= —Et (25)

Esse valor do vetor potencial A decorre de uma expressdo do eletromagnetismo que
estabelece a sua relagdo com o vetor campo elétrico E:

0P . aA (se®=0) =

E=—5-—= N A= —Ft (26)

Expandindo as solugdes da fung¢do de onda em termos das autofungdes de H(t), onde ¢
€ um parametro:

H(H) Dy (7,1) = €4 (7, 1) Dy (7, 1) (27)
onde
Dy (7,t) = eieglﬁ/h(Pig(t) (7) (28)

e ¢(t)7 é um estado de Bloch com vetor de onda k() e €,(t) = €f(+)- Desde que o Hamilto-

niano seja estritamente periédico, podemos definir o vetor k na zona de Brillouin aplicando
a condicdo de contorno periddica tal que

T(R)g(F) =" Fig(?) (29)
onde o vetor k satisfaz a Relagio de Peierls (HOLSTEIN, 1959):

h N}

e

k=— +Kk(t) (30)

=

e E(t) evolui no tempo de acordo com a Equagdo Cldssica do Movimento:
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ndk
— =¢E (31)

Isso implica que, em t = 0 teremos k =k(0). Ou seja, k representa o vetor de onda em
sua posicdo inicial. Expandindo a funcdo de onda (7, ) nas autofun¢des de H(¢):

an = ki (32)

Para escrever a equagdo de Schrodinger a partir dos termos dessa expansdo, derivamos
parcialmente a fung¢do ¥(7,t) em relacdo a t, obtendo

L ek £ (33)

Usando o Trugue de Fourier(TONIDANDEL; ARAUJO, 2012) na expressao acima

* (P / k / * (Pk
[ ax= [ gio Sk an [cogpeq (34)
e reescrevendo o lado esquerdo da equagao (34) na notagdo de Dirac, temos:
0
[ o= {a|5) 39)
e, por fim, lembrando que
dk € K
=7 ¢p = e up(7) (36)
Entédo
a(P alp de * (Pk

A primeira integral do lado direito da equagdo acima é igual a 1, e reescrevendo a
segunda integral usando a notagdo de Dirac obtemos

<<Pk a_¢> = 2 + eGC <4’k

ot dt
multiplicando ambos os lados da equacao por ih:

zh<4>k ¢> — ik —ck<4>k a‘,’j> (39)

dt
Ao se multiplicar uma constante pelo produto interno do lado esquerdo da equacéo, o
mesmo pode ser reescrito como

0 dC
<(Pk lh—ll)> = hd_tk + zﬁCk<<pk
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de acordo com a equacdo (23), podemos reescrever (40) como

<¢k zh—“’> — (gl HY) = H (el 9) (41)
de onde obtemos
H (¢x|¢) = exCy (42)
mas
(Pr|¥) = Ck (43)

Dessa forma, a equagdo (23) escrita em termos das autofungdes de H(t) é

dC
Zhd—tk + Z%Ck<¢k

a(ll{)> = €ka (4:4-)

onde levamos em consideragao a ortogonalidade de Bloch da funcao ¢;(r) e restringimos
parte do seu periodo a tinica banda. Mas para um cristal com inversao simétrica, o elemento

de matriz (¢ | %) = 0, de onde obtemos a seguinte equagao diferencial de primeira ordem:

dc
ih—- it k Ckek(t) (45)
cuja solucdo para Cy é dada por
Ci(f) = Cy(0)e o) (46)

sendo que o valor de €, em 1D dado pela aproximacgdo tigh — binding é

€(k) =2V cos(ka) (47)

onde V é o termo hopping (COSTA; MENDOZA, 2020).
Assim, a equagdo (46) fica

Ck(t) _ Ck(O)e;Ti fOtZVcos(ka)dt (48)

que, para a condigdo inicial t = 0 possui uma solugdo da forma
C ( ) Ck(O) iB[sin(ka)—sink(0)a] (49)
onde
2V
B= . e F=¢E (50)

Entdo, podemos reescrever a fungdo de onda dada em (32) na equagédo (28) e o resultado
para Ci(t) obtido em (49). Ou seja,

— X C{0)e ) RO g ) ®

Podemos simplificar a expressdo (51) utilizando-se para isso a equagao (30) e, com o

12 Universidade de Brasilia
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intuito de deixar a notagdo menos carregada, pode-se substituir os termos Ci(0) e k(0) por
Ck e k, respectivamente, obtendo assim

ZC e~ Blsin(k—eA/M)a—sinka] i (Pk(t)(x) (52)

onde @ (x) é a onda de Bloch do vetor de onda k.

Para simplificar a soma de senos dentro dos colchetes da equacdo (52) para, em seguida,
realizar o somatorio, é conveniente utilizar uma das identidades trigonométricas conhecida
como Férmula de Prostaférese (IEZZI, 2013) dada por

. . Z1+22\ . (21— 22
sinzq — sinzy = 2cos > sin >

. eAa . _ eAa . eAa
sin (ka — 7) — sinka = 2cos <ka — E) sin (_E)

Dessa forma, a funcdo ¢ passa a depender apenas da varidvel t e pode ser reescrita como

Portanto, temos

t) _ ZCkEZiﬁcosk(t)sin(%)

O termo que aparece no dominio da fungdo seno expresso na relagdo acima aparecerd
muitas vezes no decorrer deste trabalho. Portanto, é interessante sugerir neste momento
uma mudanca na notacgdo até entdo utilizada para tornar as manipulagdes matematicas que
se seguirdo mais faceis de manipular. Assim, temos

eAa_eEta_eEa t
h  h  w h/w

Entdo, chamaremos

eEa wt
=" = 53)

Também é possivel expandir a fungdo ¢i(x) de Bloch em termos de uma fungio de
Wannier na forma

@i (x) Ze (ikn) o (x — na) (54)
\/_
onde o termo o (x — na) representa o estado fundamental de um elétron que se move sob a
influéncia de um potencial U(x — na) de uma rede periédica de 4tomos com periodo a.
A funcdo (52) pode ser reescrita como uma fung¢do dependente apenas do tempo e
expandida em termos dos coeficientes n em vez de k. Usando a notagdo de Dirac podemos

representar a amplitude dessa fun¢do na forma

Ca(t) = (n] (1)) (55)

Instituto de Fisica 13
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Onde a fungéo dos coeficientes C,(t) é chamada de n-enésima amplitude de Wannier da
fungao (t).

A partir daqui, os cédlculos desenvolvidos terdo por objetivo chegar a uma expressao
analitica que descreva a probabilidade de um elétron fazer transi¢des para outras regides
da rede cristalina quando esta sob a influéncia de um campo elétrico. O problema sera
abordado com duas condigdes de contorno distintas: A primeira, quando a amplitude de
Wannier for uma funcédo delta de Dirac da forma

e a segunda quando essa mesma condicdo inicial for uma fungdo gaussiana da forma

—(n—n, )2

Cn (0) — eiknaeizgzo

Feitas essas consideragdes, segue-se a andlise do primeira premissa.

[. Condicao inicial: Funcao Delta de Dirac

Seja a equacdo que representa a evolugdo temporal da fungdo ¥ (¢)

=) Cu(t)|n) (56)

Em t =0, a autofuncdo ¥(0) é expressa como

0)) =2_Cu(0) |m) (57)
n
tal que o coeficiente C,,(0) tem a forma

Cu(t=0)=10,p0 (58)

Assim, partindo da Equagdo de Schrodinger, mas dessa vez usando a notagdo de Dirac
d -

o, [¥(1)) = H[¥(1)) (59)

e substituindo, na equagdo (59), a func¢do ¥(¢) dada pelo somatério expresso em (56) e
operando ambos os lados da equagdo (59) com os autoestados bra (n| e ket |n"), obtemos

. 0
i Calt)((nfm) ') = AL Co(t) () ) (60)
n
Onde H é o hamiltoniano dado por

=Y w(|n)(n+1|+ |n+1)(n|) (61)

n

e o termo T, representa o “gasto” energético dispendido pelo elétron para “saltar” de um
sition —n+1
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Além disso, No caso cristalino sem a influéncia do campo elétrico, os auto-estados da
energia k do sistema podem ser expressos pela expansao de Fourier

_ Zeikna |7’l> (62)

Os estados k estdo associados ao momentum do elétron e existem tantos estados k quantos
forem os sitios n da rede cristalina. Portanto, para obter a representacdo dos n sitios em
func¢do de k, basta aplicar a transformada inversa de Fourier na expressdo (62), o que resulta
em

n) = ;e‘”‘”“|k> (63)

Dessa forma, quando se aplica o operador H expresso pela equacgéo (61) sobre o auto-
estado k dado por (62) temos

Hlk) = —w) (n)(n+1|+|n+1)(n ) e |11)

n'n

AlK) = —w Y (jn)e*r D 4 ) D)

Alk) = —w (eikﬂ . e—ikﬂ) Y e |y = —2wcos(ka) [k)
¢ (k)
Ou seja
AIK) = e(ka) k) (64)

Onde o termo €(ka) é a Relagio de Dispersio, ou seja, a energia associada ao movimento
do auto-estado k.

Agora, voltando ao lado esquerdo da equagdo (60), ndo é dificil verificar que essa
expressao pode ser simplificada sabendo que se trata de uma func¢do normalizada,. As-
sim, reescrevendo a equacdo diferencial resultante na notacdo de Newton (NETO, 2004) e
utilizando a forma do operador H expresso pelo lado direito da equacéo (61), temos

., 0
zhE;Cn(t) nln))|n’) HZC (nln))|n’)

n
ihCy, =Y (Cpwl|n) (n+1|n") +Cpw*|n + 1) (n|n’))
N— S——

n
n+1=n’ n=n'

ihCp = wCpyq + w*Cpy_q

Lembrando agora que uma auto-fun¢do ¥ () pode ser expandida tanto na forma

)) =2 Cult)|m)
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quanto na sua correspondente forma dual (SAKURAIL; COMMINS, 1995) dada por
(¥(H)]= ;Ci(t) (n]
e pressupondo também que essa fung¢do seja normalizada ((¥|¥) = 1), entdo
(F(O[¥(1)) = Y CiCulnln) = ) ICul* =1 (65)

E nesse sentido que se pode dizer que essa expressdo representa a probabilidade do
orbital ser encontrado no sitio 7.
E assim, partindo novamente da equacado de autovalores

Hin) = e(K')|n)

torna-se viavel descobrir a fungdo que descreve o autoestado de energia e(k’):

e(k)|n")y="Y_ ChCpu(n'|(wln)(n+ 1| +w*[n+1)(n])|n")
nn !

—_———
1

ek)|n"y=")_ C;,&z’|n2Cn//<n+l|n">t’—|— Y. Ch(n'ln+1)Cp (n|n") 7

17 17
nn' n nn' n
Y n=n’ n+l1=n" T n'=n+1 n=n"

e(k)[n") = Z (wCZCnH + W*C:lﬂcn) (66)
n
Utilizando a rela¢do de completeza (SAKURAIL COMMINS, 1995) , podemos escrever o
elemento de matriz do operador H como

Hunn = (n|H|m) =} _(n|k) (k|H|K) (k'|m) (67)
Kk

No entanto, quando se aplica o bra (n| na equagao (62) e faz-se 0 mesmo aplicando o
bra (k| na equacdo (63), obtemos, respectivamente, os termos (n|k) e (k|n) presentes no
lado direito da equagéo (67). Dessa maneira, o elemento de matriz do operador H pode ser
escrito como

<n|H|m> _ Z_w (eika + e—ika) eiktme—iktzm — Z_w (eika T e—iktl> eikﬂ(”—m)
k k

<n|H|m> — (Zeika[(n+1)—m] + Zeika[(n—l)—m]> (68)
k

k

E, sabendo que
Zeiku(nfm) = S m
k
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O elemento de matriz do operador H seré obtido por

F{n,m =—-w ((5n+1,m + 5n—1,m) (69)

Agora, voltando a equacdo (68) e fazendo uso da substitui¢do de Peierls (PEIERLS;
PEIERLS, 1955) dada por
eA

obtém-se uma forma generalizada para o elemento de matriz H,, ;, dada por

nt

I:In,m = —-w <ei(ka7%)(5n+l,m + eii(ka77)5n—l,m) (70)

Utilizando as propriedades das fung¢des de onda no espacgo de posicdo (SAKURAI
COMMINS, 1995) obtemos

e(k) = =} (w(wln)" (w|n + 1) + w* (wln + 1)*(w|n))

n

e(k) = — Y_(w(nfw) (wl g + 1) + " (g 4 1 |w) (w]m)

n,t f

n /

n

Aplicando em seguida a relagdo de completeza introduzida pela somatério em t e
considerando n’ =n

(k) = Gy + ")

nT

e(k) = —5n/n/(wei(k”_7) + we_i(k”_%))

_ , _nT
e(k) = —2ws,, , cos (ka > ) (71)
E no caso particular em que n =1’ a expressao (71) se reduz a
_ T
e(k) = —2wcos (ka > ) (72)

Usando agora a expressdo da energia obtida em (72) na equagdo que descreve o coeficiente
Ci(t) expressa em (46), chegamos a equacao

Ck(T) _ Ck(O)e_%fot —chos(ka—g)dt (73)

Além do mais, a transformada de Fourier mostra uma forma de relacionar a amplitude
Cn a sua forma reciproca em t = 0 dada por Cyq), ou seja

Cn = Ze’ik”"ck <— Ck(O) = Eeikn'acn/(o)
k n'

Entdo, a equagdo (73) pode ser resolvida seguindo os mesmo passos da solugdo de (49),

Instituto de Fisica
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ou seja:
Zezkn uC —ikna 145 sm(”—;)cos(ktz—%)
k'
ch, zk (n' n)aezm sin( - ) cos(ka—%) (74)
k'
E facil verificar que 7T possui unidade de frequéncia pois, sabendo que A = —Et, onde
E é o campo elétrico
eEa
= —2mr—t
" I

Assim, sabendo também que ¢E = F, a frequéncia 7T pode ser escrita como

Q=-— (75)

Por conveniéncia, a fungdo (74) pode ser reescrita com uma mudanca de fase de t/2 e
fazendo n’ — n =m:

©) = ¥ o (0)e! e 05 ) sin (k=145 ) ikma

Fazendo a substituicao

Nt m
0=ka — —+ —
Ty
De onde se tira
Nt
ka = J- -
a—0+ 5 >

Zchrn '72l %)eihTT sin(%)smGJrImG
que pode ser escrita de foma mais resumida usando a identidade de Bessel (KREH, 2012):
Jon() = 5 [ et gg
7T

27 J—

Podemos justificar a passagem do somatério para a integral utilizamos a teoria dos
limites no cédlculo diferencial (CUMMINGS, 2019) que, basicamente, nos permite fazer uma
varidvel k de uma funcdo analitica em todos os pontos do seu dominio tender a zero e, com
isso, transformar nosso somatdrio numa integral, ou seja:

7T
Se lim entdao Z — /
—7T

xk—0 mk

Com isso, a expressdo para a fun¢do C,(7) pode ser escrita na forma:
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ﬂ E) 4V E
ZCern (5-%)1, [_hnr sm( 5 >} (76)
Cuja fungdo conjugada é dada por
(% —7) 4V nt
= L Chial0)e D [—hmsm( A )] 77

Assim, a probabilidade associada ao n-enésimo sitio é obtida através do produto da
equacgdo (76) pela sua forma conjugada (77), obtendo

4V . nt
7)[? —Z|Cm+n ISE [h;y_rsm< 7)}

Portanto, partindo da fungdo delta de Dirac Cy;4,(0) = J,,0 como condigdo inicial e
substituindo 77T pela relacdo obtida em (75), a amplitude de probabilidade é dada por

4V . (Fat
oo = [ sin (5 ) 78)
Calculando agora o Desvio Quadrditico Médio (GRIFFITHS; QUANTICA, 2011) dado por

() = Tlcs e
n
e fazendo uso da identidade das Func¢oes de Bessel (KREH, 2012)

72

D _Ju(z)m?* == (79)

2
< > 8(2;) sin? (%) (80)

As equagdes (78) e (80) constituem os mesmo resultados obtidos por Dunlap e Kenkre
(DUNLAP; KENKRE, 1986). O deslocamento quadratico médio é uma fungdo periddica
dependente do tempo, oscilando com a frequéncia de Bloch em uma amplitude proporcional
a relagdo entre a largura da banda e a energia eEa.

Em particular, analisando o que foi obtido na expressdo (78) para a probabilidade de
Wannier na origem, vemos que a particula retorna a origem realizando um movimento
periddico caraterizado pelo periodo

chegamos ao resultado

27th
Fa
que é precisamente o periodo correspondente as oscilagdes de Bloch.
Para tratar o problema na auséncia de campo elétrico, estuda-se o caso limite em que
E =0 nas equacdes (78) e (80). Mas, vale lembrar que de acordo com as equagdes expressas
m (26), se E =0 entdo A =0 e, portanto, #T = 0. Assim, reescrevendo o argumento dentro
dos colchetes da fun¢do de Bessel em (78) na forma do limite fundamental da funcdo seno
quado 7T tende a zero, obtemos
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in (1T
limﬂ-sin(ﬂ> :E lim sm(Z) _ 2V

O-0hnt 2 I yt—0 ’7—; - h

Vemos entdo que a n-ésima probabilidade de Wannier torna-se

MBI (%) 81)

E o desvio quadratico médio

2%

2

nt) =2 — 82

< >0 ( h > (82)
A equagdo (82) mostra que, a medida que o tempo aumenta, o desvio quadratico médio

também cresce, fazendo com que a particula “escape para o infinito”.

Esses resultados configuram a forma analitica para a probabilidade de que um elétron
localizado inicialmente num ponto particular da rede (n = 0) possa fazer transi¢des para
outros locais da rede sob a agdo de um campo elétrico uniforme. Além disso, vale lembrar
que esses resultados foram obtidos como uma aproximagdo para uma tinica banda e que o
papel do campo elétrico é fazer com que o elétron oscile no espago real com uma frequéncia
dada por eEa/h. Dessa forma, quanto mais intenso for o vetor campo elétrico E, maior seré
a frequéncia com que a particula passa pela origem (Cy = 1). Ou seja, a localiza¢do aumenta
e, a0 mesmo tempo, vemos que a probabilidade na origem estd sempre préxima da unidade.

Analisando a equagédo (78), notamos que se a largura da banda for muito maior que
a energia elétrica caracteristica dada por eEa, obteremos um ntmero par de zeros antes
que a probabilidade alcance novamente o valor unitdrio. Nesse caso, costuma-se dizer que
os elétrons realizam transi¢des virtuais aos outros locais da rede. Em outras palavras, o
campo elétrico age no sentido de remover as degenerescéncias dos niveis atdmicos inibindo,
portanto, os saltos entre vizinhos no mesmo estado.

O problema da localizagdo dindmica foi abordado nesse trabalho desconsiderando a
existéncia da chamada Escada Wannier-Stark no espectro eletrdnico de um cristal sob a agdo
de um campo elétrico. Em vez disso, usamos uma condigdo inicial particular da equacédo
de Schrédinger dependente do tempo que é mais relevante para a anélise de uma situagao
realista. A comportamento oscilatério apresentado (consequéncia direta do modelo de
banda tinica assumido) deve ser valido durante um tempo ¢ tal que

t
/ Py (t)dt < 1 (83)
0

Onde P, é a probabilidade de transi¢do dentro da banda energética por unidade de
tempo.

Ensejamos que, ao considerar valores do campo elétrico suficientemente grandes, o
tempo t apresente um valor consideravelmente elevado, de tal modo que o modelo de banda
Ginica possa ser considerado como algo mais do que uma simples abstragdo matematica.
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II. Condigao inicial: Funcao Gaussiana

Agora, a andlise da transigdo eletronica na rede sob o efeito de um campo elétrico serd
feita partindo de uma fung¢do gaussiana como condicdo inicial do problema, ou seja

C2 _ eiknae—(n—no)z/ZUZ (84)

onde C) = C,(0) e x representa um fator de fase.
Aplicando essa condigdo inicial a relagdo (66), obtemos o termo de disperséo:

e(k) =Y (wC;iCpy1 +w*C;y 1 1Cn)

n

e(k) = — Zweinrgfiknaef(nfno)z/Zaigik(nJrl)aef(n+1—n0)2/2¢7i+
" E% Cn+1

AN

_ Zwe—iiyrg—iknae—(n—n0+1)2/202 eiknae—(n—no)2/2(72
" Cri Cn
Fazendo a soma dos expoentes e deixando dentro do somatério apenas os termos que
dependem de n:
it i ko (=m0 | (immg)? |
e(k) = —weTek Zelku 2 T2 Tary
n
_We T p—ika Zeiktl—(n—n0)2/02+(n—n0)2/02+ﬁ

n

e(k)=—w (ei(ka—WT) + e—z’(ka+;yr)> Zeiku*(n7"0)2/02+(”*ﬂo)2/02+ﬁ

n

N

-~

o

Portanto

e(k) = —2wacos (ka + y71) (85)

A forma fechada da n-ésima amplitude de Wannier no espacos dos k’s é dada por

fi(8) = (k¥ (1) (86)
que também pode ser expressa como uma relagdo com C9 via transformada de Fourier da
forma:

fi (1) = e Ca(t) (87)
n

Como CY tem a forma da gaussina expressa em (84), obtemos, apds substitui-la em (87),
teremos a expressao:

H i (—_ 2 20.2
fl? (t) _ ezknemnae (n—ng)=/
2
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Completando quadrados na expressdo exponencial acima, podemos separar os 1’s dos
«’s, ou seja:

FO(t) = e~ (xR ik (88)

A evolugdo temporal de f(t) possui o termo de dispersdo € (k) como autovalor. Portanto,
aplicando a funcéo f{ na equacdo de Schrodinger

—ihfi = e(k) fi

e reescrevendo-a de tal forma a ter T = %t, obtemos:
2

o1

Esta é uma equacéo diferencial de primeira ordem (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2021)
que pode ser resolvida aplicando-se o operador de integracdo em ambos os lados da equagao:

= —2cos(ka +57) fx

U _ = Zz/cos(ka +77)oT
Jx

Com isso, encontramos a forma da funcéo f:
fk . 61’7 sm(g)sin(k—i—%—&—%)flg (89)

onde f; é dado pela expressdo (88).
Portanto, a amplitude f{ é uma fungio exponencial que possui a seguinte forma:

fo= ez i Fsin (%) sin(k+ 5 +7% ) —(x— k)z”— —ikng (90)

De posse da expressdo da amplitude no espaco dos k’s, podemos usar a transformada de
Fourier inversa obtida em (87) para obter a forma da amplitude no espago dos n's. Ou seja,

_ Zeiknflg (91)
k
Zez sin 77 sm( +%—%)—(K—k)2%2_ik("_”0)dk (92)

O produto da expressdo (92) pela sua forma conjugada resulta no Mddulo ao Quadrado
da Amplitude de Wannier, que pode ser visualizada nas figuras (1), (2) e (3) para alguns
parametros distintos da fase x e desvio padrdo ¢ representados nas figuras.

E interessante observar que os graficos gerados acima a partir da expressdo analitica
dada em (92) confirmam os dados obtidos anteriormente por métodos numéricos (ROCHA,
2017). Pois ilustram a evolugdo temporal de um pacote de onda quando submetido a agdo
de um campo elétrico de intensidade 77g = 0.01.

O gréfico exposto na figura (1), ilustra um pacote de onda completamente localizado
num sitio do cristal, ou seja, quando temos x = 0 e ¢ = 0. Nesse caso, a oscilagdo tem a
forma de uma onda estaciondria. Numericamente, ja foi observado que nessa situacdo o
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Figura 1: Evolugio do Pacote de Onda: x =0; 0 =0
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Figura 2: Evolugdo do Pacote de Onda: xk =0; 0 =5

centro do pacote oscila periodicamente em torno de sua posigdo inicial.

Mas os gréficos (2) e (3) representam a situagdo do estado inicial do elétron numa rede
com termo de dispersdo o = 5. Esses graficos descrevem mais fielmente o comportamento
do elétron em um cristal unidimensional exposto a agdo de um campo elétrico.

Vale ainda ressaltar que no gréfico (3), além da dispersdo ndo ser nula, foi imposta
também a condigdo extra do termo de fase que representa a velocidade x = 0,2577. Assim,
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Figura 3: Evolugio do Pacote de Onda: x = 0.257; 0 =5

ap0s o pacote oscilar ele retorna na dire¢do da velocidade x.
E evidente, a partir das situagdes analisadas anteriormente, a importancia das condigdes
iniciais do pacote de onda na defini¢do da natureza das oscila¢des de Bloch que ele realiza.

V. Conclusio

No estudo aqui realizado, foi apresentado um tratamento analitico do comportamento
eletrébnico numa rede cristalina onde consideramos tanto o caso geral da superposicdo
de campos elétricos DC e AC, quanto o caso da auséncia de campo elétrico interagindo
com o sistema. A estratégia geral consistiu em utilizar a aproximacao tight-binding para
tratar o elétron quanticamente através da sua fungdo de onda enquanto os ions da rede sdo
admitidos como pontos imodveis espacados periodicamente ao longo da cadeia atdomica.

O principal objetivo do trabalho foi descrever analiticamente algumas das principais
caracteristicas do comportamento eletronico variando a forma das condi¢des iniciais da
amplitude de Wannier. Assim, inicialmente analisamos o caso em que essa amplitude tem a
forma de uma funcdo Delta de Dirac. Partindo dessa premissa, concluimos que o desvio
quadrético médio para essa condicdo inicial é uma funcdo periédica dependente do tempo
que oscila com uma frequéncia de Bloch em uma amplitude proporcional a largura da banda
e a energia eEa, oferecendo assim uma expressdo analitica para calcular a probabilidade de
um elétron realizar transi¢Oes para outros locais da rede cristalina quando esta sob o efeito
de um campo elétrico.

A outra condicdo inicial analisada nesse contexto foi a de uma fung¢do gaussiana como
amplitude de wannier. No entanto, ndo foi deduzida aqui a forma fechada do desvio
quadratico médio. A andlise foi assim realizada através das imagens geradas com o auxilio
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do software Gnuplot (RACINE, 2006) a partir da expressdo da amplitude de wannier
deduzida. Estudamos os resultados obtidos a partir da variagdo de alguns parametros da
funcdo de amplitude e verificamos que os mesmos confirmam os dados obtidos por métodos
puramente numéricos em (ROCHA, 2017).

Podemos concluir que, mesmo diante das simplificagdes tedricas presentes nos modelos
fisicos, é possivel obter uma expressdo matemadtica altamente precisa para descrever os
fendmenos observados. Esses modelos tedricos conseguem representar sistemas reais, como
fios quanticos e super-redes, bem como fendmenos néo lineares, como oscila¢des de Bloch e
condutividade diferencial negativa. O aumento na publicacdo de artigos cientificos nessa
drea demonstra ndo apenas o nivel de interesse na pesquisa relacionada ao transporte
eletronico, mas também a eficdcia das técnicas tedricas e computacionais utilizadas na
expansdo desse campo de estudo.
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