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Resumo

Nesse artigo, o espectro de energia e a fungdo de onda associada ao dtomo de hidrogénio tridi-
mensional serdo encontradas. Para isso, a equagio de Klein-Gordon independente do tempo serd
resolvida para uma particula sem spin com o auxilio da transformagdo de Kustaanheimo-Stiefel.
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Abstract

In this article, the energy spectrum and the wave function associated with the tridimensional
hydrogen atom will be determined. For that, the time-independent Klein-Gordon equation will be
solved for a spinless particle with the aid of the Kustaanheimo-Stiefel transformation.

Keywords: Energy spectrum; Wave function; Hydrogen atom; Klein-Gordon equation;
Spinless particle; Kustaanheimo-Stiefel Transformation.

I. INTRODUCAO

A mecénica quantica surgiu da experimentagdo e da observagdo, aparecendo para explicar
o comportamento de sistemas fisicos atdmicos e subatomicos. O surgimento de ideias como
o comportamento dual da luz, comprovada por Thomas Young em 1803, a radia¢do de corpo
negro, enunciada por Gustav Kirchhoff em 1859 e a sugestdo de quantizagdo da energia
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de Ludwig Boltzmann em 1877 foram as bases da mecanica quantica (CARUSO; OGUR],
2007). Com isso, ficou nitida a necessidade da criacdo de uma base matematica e fisica para
descrever esses sistemas quanticos.

Ap6s todo esse embasamento, nogdes sobre autovalores, autovetores, operadores e
comutatividade foram usados juntamente com o conceito de funcdo de onda e estado
quantico em busca de equagdes que descrevessem esses sistemas.

Por se mostrar abstrata no inicio, vérias interpretacdes sobre a mecanica quantica vieram
para ajudar na sua visualizagdo. A mais famosa é a interpretacdo de Copenhague (EINSTEIN,
2014), que reflete uma natura probabilistica da mecanica quantica e propde como o ato
de observar pode afetar esses sistemas. Porém, também hé a interpretacdo de Bohm, que
afirma o postulado Louis de Broglie e diz que a funcdo de onda é responsével por carregar
e guiar a particula.

Em 1926, Erwin Schrodinger publicou sua equacdo para descrever como um estado
quantico ou uma funcdo de onda ¥ evolui no espago e no tempo (SCHRODINGER, 1926),
como pode ser visto a seguir na equacao (1) a seguir.

. 0 0
lhglp(r,t) = —%wl[)(r,t) + V(r,t)§(r,t) (1)

A equacdo foi de extrema importancia para a época e outras equagdes apareceram para
acrescentar algo a mais nela, seja considerando o spin da particula, efeitos eletromagnéticos
e a relatividade. Com isso, a equagdo de Klein-Gordon veio para descrever como um estado
quéntico se comporta em velocidades proximas a da luz ja que a equagdo Schrédinger néo é
consistente com relatividade especial.

Para solucionar essas equagdes, ou seja, encontrar as fun¢des de onda e os niveis de
energia, algumas técnicas de resolucdo de equagdes diferenciais comecaram a ser implemen-
tadas, sendo a mais comumente utilizada a separacdo de varidveis. Além disso, a mudanca
do sistema de coordenadas juntamente com transformadas, transformacgdes lineares e ndo
lineares auxiliam no momento da resolugéo.

Esse artigo apresentard na secdo II a equagdo de Klein-Gordon e a energia potencial
elétrica. Na secdo III a transformacao de Kustaanheimo-Stiefel sera mostrada. Na secdao IV
a transformacdo serd aplicada a equacdo de Klein-Gordon para a obtencdo da fungdo de
onda e na secdo V, os niveis de energia associados. E por fim, na secdo VI serdo feitas as
conclusdes finais.

II. EQuAc¢Ao DE KLEIN-GORDON E O POTENCIAL DE COULOMB

A equacdo de Klein-Gordon é a equagdo de rege como uma particula quantica, sem
spin e proximas a velocidade da luz evolui espacial e temporalmente. Ela tem algumas
representagdes, sendo a mais comum a expressdo no espago de momento, como pode ser
visto na equacgdo (2) a seguir, onde o operador momento foi isolado.

A

2 |
P = (- )y @

A equagdo acima é a relagdo de energia-momento da relatividade, porém, o momento
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linear ndo é classico e sim o operador quantico p = —ihV. Outro termo de extrema
importancia na equacéo (2) é o operador energia E, que para o 4tomo de hidrogénio serd a
energia do elétron E mais a energia potencial V.

A energia potencial que dita a iteragdo préton-elétron é a energia potencial elétrica ou
potencial de Coulomb que é expressa pela equagdo a seguir.

e2

V() = ————

(x) 47eq |1|

Como pode ser visto na equagédo (3) o potencial elétrico ndo depende do tempo, ou seja,

na equagdo de Klein-Gordon, a fungdo de onda sera em funcdo somente do espago, ou seja,
P(r,t) = P(r) ou para simplificar a notagdo, somente .

Dessa maneira, substituindo £ = E 4 V(r) na equagdo (2) tem-se a equacdo (4) a seguir.

2 2 4
f>2¢=<E—+ e —m2c2>tp @

¢z dmeoc? || 16m2edc? |r)?

3)

1/

. 4 ~ el . ) 2 2 2 ~
Considerando 167:2@ > ( e substituindo [r| = (x* + y* 4+ 2z%) " pode-se obter a equagdo

(P§+P§+P§)¢—( st = ey (5)

[II. TRANSFORMAGAO DE KUSTAANHEIMO-STIEFEL

A transformacdo de Kustaanheimo-Stiefel apareceu na tentativa de generalizar a transfor-
macédo de Levi-Civita (BREITER; LANGNER, 2018). Porém, devido ao teorema de Hurwitz
(AHLFORS, 1966), essa transformacdo ndo é possivel para o caso tridimensional, sendo
possivel ser feita somente em quatro dimensdes. Logo, a transformacdo de Kustaanheimo-
Stiefel ¢ uma transformagéo nao linear R* — R3 que obedece as seguintes equagdes a seguir
com a condi¢do vdu — udv — wdt + tdw = 0.

x =2(us —ow)
y=2(uw + vs) (6)
z=u?+0v?—s*—w?

Considerando a fungéo f(x,y,z) ou f(x(u,v,s,w),y(u,v,s,w),z(u,v,s,w)) pode-se aplicar
a regra da cadeia em f para encontrar suas derivadas parciais.

2s 2w 2u

b)
u 9
21 |-2w 25 20 ||%
Jd | — E
5 2u  2v  —2s iy
ai —2v 2u —2w]| L3z
w
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Isolando as derivadas parciais em x, i e z tem-se as equagdes a seguir.

0 1 0 0 0 0
x z(sa—wa—ﬁ”g—%)
d 1 0 0 d 0
ay z(wwswva—s*“%)
0 1 0 0 0 0
2 z(%“’%‘sa—‘w%)

Em que p = u? + 0% + 2 + w? = (x2 + y? + z2)1/2. Logo, pode-se aplicar os operadores
momento linear e obter as rela¢des a seguir.

1

Px = Z (spu — wpy + ups — vpw) (7)
1

Pro= o, (wpu + spo + Ops + upw) (8)
1

pz = 5 (upy +vpy — sps — Wpw) )

IV. FUNCAO DE ONDA

Com os operadores momento no dominio de Kustaanheimo-Stiefel pode-se agora, trans-
formar a equagéo (5) de IR® para R*, ou seja ¢ = ¥(u,v,s,w), com as equacdes (7), (8) e (9).
Logo, se obtém a equagdo a seguir, sob a condigdo vp, — upy, — wps + spw = 0.

(P24 P2+ p2+p3) 9 — e(? + 02+ 82 + w?)p = 2xy (10)

Considerando a ndo comutatividade entre 2 planos distintos, o plano u — v e o plano
s — w, eles satisfazem [11,9] = [§,@] = if. Logo, os operadores momento linear e posigédo
linear podem ser dados pelas relagdes a seguir.

p”:_l_haa_v vzv—%%%—v a1
;95:—1751(-,—6,)S §:S_Z-%'ea_sa
Substituindo as rela¢des de (11) na equagdo (10) chega-se na equacdo a seguir.
€62 . ) ) 0 0
— <h2 — T) V2 +ie (u% — o5 + wos t@) P —epp =2k (12)

Em que V%S é o laplaciano nas coordenadas de Kustaanheimo-Stiefel, ou seja, V%s =

92 92 92 92
a2 T oz T ozt au
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Fazendo a separagdo de variaveis (u,v,s,w) = g(u,v)h(s,w) e substituindo em (12),
chega-se na equacdo a seguir, em que A = % + 12

o?*g | 0 9 b)
g(ﬁ%—ﬁ)—k’? (”a§ va§> —e(u? +v%) —«x
A(Ph . h ied (. oh oh 2 2
n <852 8w2) a (was Saw> e(s” +w?) —x

Como a equacgdo é analoga para g e h pode-se resolver somente para uma delas. Aqui
serd resolvida somente para g e a solugdo para / serd encontrada por analogia.
Fazendo o lado direito da equacgdo igual a A, tem-se a equagdo a seguir.

9’¢ 09%*¢ ief [ dg  0g €, 9 o
92 8_2)2+ 1 ( % au> /\(M +v7)g—(k+A)g=0 (13)
Fazendo uma nova substituicdo de varidreis ¢ = u? + v* na equagao (13), logo g(u,v) =

¢(q) e tem-se a equacgdo a seguir.

?¢ 09g ¢ K+ A
T2 Tag a8 T oy 87 0 (14)

Fazendo ¢(q) =e¢ ﬁqu(q) e substituindo na equagéo (14).

92
Pp (1 gy [E0 KA
qaqz (1 2q R 8q+ ) $=0 (15)
Uma nova substituicdo de variaveis foi feita, fazendo 7 = 2, / 774 para chegar na préxima
equacao.
92
% ¢ k+A e\
n8q2+(1 17)817+ e\ 44 wm)¢=0 (16)

A equacdo (16) é equagdo diferencial de Laguerre com solucdo sendo os polindmios de
Laguerre dado pela expressdo a seguir.

Ln(y) = g(—l)kmﬂk

Além disso, o termo que acompanha ¢ (vindo da equacgido da fungdo g) é um niimero
inteiro n; e para a equagdo da fungdo i é um namero inteiro ny. Logo, para a varidvel g
tem-se a solugdo (17) e para h em (18) a seguir.

gu,0) = ¢ VEEHL (2\/% (u? + w) 17)

h(s,w) = e*\/%(shrwz)L,12 (2 5(52 + wz)) (18)
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Logo, a funcdo de onda no espago de Kustaanheimo-Stiefel é dada pela multiplicacdo da
equagdo (17) e da equagdo (18) e é vista na equacgao (19).

Y(u,v,5,w)=e ﬁanl (2\/5(112 + 02)> Ly, (2 ﬁ(s2 + wz)) (19)

V. NIVEIS DE ENERGIA

Como dito na se¢do IV os nimeros que acompanham a fungdo g € um ntmero inteiro 7,
e para a fungdo h é um ntmero n; vistos na equagao (20) e (21) a seguir.

A+ A €
”1:\/2 (T_ ﬁ) @)

Alx—A €
= z( mo ﬁ) @D

Fazendo N = n; 4+ ny + 1 ainda tem-se um ntimero inteiro, logo, ap6s manipulagdes
chega-se na equacao a seguir.

2
y K
=— 22
4)e (22)
Substituindo x = 4%62015;2’ = E—zz —m?c’e A= % + 1? pode-se isolar a energia E chegando

a equagao a seguir.

aE* —bE>+d=0 (23)
Que tem solucdo dada pela equacgdo (24).

EN:\/bi\/b2—4ad (24)

2a

Em que:
94
T4
4h? 2
b=20%m?+ 4+ -
me+ c? +47T2€%C4N2

a

¢ = m2c?(0°m>c? + 4nt)

VI. CoNCLUSAO

A transformagdo de Kustaanheimo-Stiefel se mostrou muito util na resolu¢do da equagdo
de Klein-Gordon para o atomo de hidrogénio tridimensional. Ela transformou um problema
R3 em RR*, que inicialmente ndo aparenta ajudar, porém, o problema em quatro dimensdes
pode ser solucionado com separagdo de varidreis em duas dimensdes, ou seja "R* = R?R?".
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A partir dai, técnicas de substituicdo de varidveis foram usadas para encontrar a solugdo da
funcdo de onda no espago de Kustaanheimo-Stiefel, vista na equacgao (19).

Além disso, um resultado muito importante foi achado na equagédo (24). Observou-se
que a energia depende de um ntimero inteiro N, resultado condizente que a equagdo de
Schrodinger, ou seja, mesmo considerando que o elétron é uma particula relativistica suas
energia continuam quantizadas e a ideia sobre pacotes de energia permanecem valendo,
assim como no caso ndo-relativistico.
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