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Resumo

Considerando o vigente interesse em teorias alternativas à Relatividade Geral (RG), abordamos
alguns assuntos que julgamos úteis para a compreensão do Teleparalelismo e das teorias f (T).
São expostos, assim, os fundamentos de certos tópicos que frequentemente se fazem necessários
durante o processo de estudo de tais formalismos e que podem, desse modo, servir como base para
a posterior construção de um ferramental teórico mais sofisticado - realizando-se, ao longo desse
processo, a transposição desses assuntos para que estes se apresentem de maneira mais palatável
aos estudantes a nível de graduação. Apresentamos uma retrospectiva histórica a respeito das
pesquisas na área da Gravitação, bem como uma discussão sobre o que é o Teleparalelismo. São
tratados, então, conceitos relativos aos seguintes temas: Teoria de Grupos; Teorias de Calibre;
Topologia, Geometria Diferencial e Fibrados; definição de tetradas e sua relação com os espaços
externo e interno.

Palavras-chave: Teorias Alternativas. Teleparalelismo. Teorias f (T). Teorias de Calibre.
Teoria de Grupos. Fibrados.

Abstract

Considering the current interest in alternative theories of General Relativity (GR), we approach
some subjects we find useful for the understanding of the Teleparallelism and of the f (T)
theories. We thus show the fundamentals of some topics usually necessary during the study
of such formalisms and wich can, thereby, act as the basis for the further development of a
more sofisticated theoretical background - process through which we transpose these subjects so
they can be presented in a more understandable way to undergraduate students. We present a
historical retrospective concerning the Gravitation research, as well as a discussion about what
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the Teleparallelism is. We then show concepts about the following subjects: Group Theory; Gauge
Theories; Topology, Differential Geometry and Fiber Bundles; the definition of tetrads and its
relation with the internal and external spaces.

Keywords: Alternative Theories. Teleparallelism. f (T) Theories. Gauge Theories. Group
Theory. Fiber Bundles.

I. Introdução

A Relatividade Geral (RG), apesar de seu êxito em realizar uma série de previsões
teóricas em certos domínios de validade, como o de fenômenos no âmbito de nosso sistema
solar, ainda deixa, aparentemente, algumas questões em aberto nos campos da Gravitação e
da Cosmologia: há a necessidade de assumir a existência de matéria escura e energia escura,
surgem singularidades na teoria quando atuam campos de extrema intensidade, e continua
a busca por uma teoria da gravitação quântica consistente, por exemplo (CAPOZZIELLO;
LAMBIASE, 2014). Como uma das possíveis formas de lidar com tais questões surge,
então, uma miríade de teorias alternativas - ou estendidas - da Gravitação, as quais tentam
reformular a teoria da RG proposta por Einstein (CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2015).

Dentre tais teorias alternativas encontram-se o Teleparalelismo Relativístico e as chama-
das teorias f (T), responsáveis por reformular a RG como uma teoria de calibre (ou gauge)
(ALDROVANDI; PEREIRA, 2012) (CAI et al., 2016). Há, entretanto, diversas outras teorias
que tentam, cada uma a sua forma, estender os resultados já obtidos pela RG, visando sua
generalização. As chamadas teorias f (R), por exemplo, operam generalizando o argumento
da lagrangeana de Einstein-Hilbert, a partir da qual são obtidas as equações de campo de
Einstein, para uma função não linear do escalar de curvatura, R, na tentativa de encontrar
equações de campo mais gerais (de ordem superior) (CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011)
(MÜLLER et al., 2015).

Nesse contexto, o avanço tecnológico e, por consequência, o aumento da qualidade e da
quantidade dos dados observacionais deram a essas teorias alternativas da gravitação - assim
como a muitas outras com propostas semelhantes - o ambiente perfeito para seu crescimento
de popularidade. Tais teorias tornaram-se amplamente difundidas e estudadas, gerando
assim a necessidade de materiais introdutórios para seu estudo e sua compreensão. Com tal
necessidade em mente, o presente artigo visa introduzir parte do aparato e dos conceitos
físicos e matemáticos necessários para o estudo das teorias alternativas realizando, sempre
que possível, uma transposição didática dos assuntos abordados. Mais especificamente,
abordaremos, como sugerido no título, alguns dos tópicos necessários para a construção e
desenvolvimento de duas teorias alternativas: as teorias Teleparalelismo e f (T).

Dessa forma, os tópicos aos quais nos referimos serão tratados, no presente trabalho, da
seguinte maneira: na Seção II é feita uma retrospectiva histórica do estudo da Gravitação,
descrevendo o desenvolvimento dos conceitos que levaram à elaboração da teoria teleparalela
contemporânea, enquanto a seção III trata do Teleparalelismo em si, abordando alguns
de seus aspectos. A Seção IV, por sua vez, apresenta a teoria de grupos, discutindo
suas definições, seus geradores e Grupos de Lie - tópicos de grande importância para a
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compreensão das teorias de Calibre, assunto abordado na Seção V. Já a Seção VI ocupa-se
com a descrição de fibrados, necessários para a construção geométrica do espaço no qual os
objetos matemáticos do Teleparalelismo serão definidos, a exemplo das tetradas - as quais
constituem o assunto da Seção VII. Apresentamos nossas considerações finais na Seção VIII.

II. Uma Retrospectiva Histórica

Ao interagir com a natureza, o homem se descobriu interessado nas leis que governam
tudo que o cerca e a si mesmo. Esse interesse levou-nos às Ciências da Natureza e,
consequentemente, à Física, que se dedicou a buscar a origem das interações naturais, a
investigar como estas funcionam e a pesquisar como elas se comportam em diferentes
situações (TORIBIO, 2015).

Assim, com o filosofo grego Aristóteles (384-322 a.C.) e seu estudo do movimento
dos corpos, nasceu a Física (ARISTÓTELES, 2009). Aristóteles esforçou-se para buscar
explicações para a queda livre dos corpos, mas foi o matemático e astrônomo pisano Galileu
Galilei (1564-1642) quem, ao unir a matemática e a observação, de forma sistemática, usando
da experimentação, deu os primeiros passos para uma descrição mais rigorosa do que
depois o físico inglês Isaac Newton chamaria de Gravidade.

Galileu explicou de forma revolucionária o movimento dos corpos, dando nova impor-
tância à Física como Ciência da Natureza ao mostrar que muitas considerações que até
então se acreditava serem verdadeiras, com base nas teorias aristotélicas, na verdade não
passavam de equívocos, fornecendo descrições mais adequadas com relação às observações
experimentais. Newton, por sua vez, foi capaz de ir ainda mais adiante ao buscar, na
matemática, explicações para o movimento dos corpos celestes e ao desenvolver teorias que
previam com exatidão o movimentos dos corpos quando sob a ação do que ele chamou de
Força Gravitacional - isto é, sob a ação da gravidade (TORIBIO, 2015).

Newton postulou que a interação gravitacional entre corpos ocorre devido a uma
propriedade intrínseca à matéria, a qual ele chamou de massa gravitacional (mg) e que, a
princípio, possui diferentes propriedades em relação à massa inercial (mi), esta relacionada
com a resistência em mudar seu estado de movimento. Todavia, sua teoria gravitacional
baseia-se na ideia de que a razão entre essas duas massas é igual a um (mg/mi=1) - conhecida
posteriormente como princípio da equivalência fraca. Tal princípio permite-nos dizer que
corpos diferentes sentem a gravidade da mesma forma, isto é, que se as condição iniciais de
movimento forem as mesmas, partículas diferentes percorrem uma mesma trajetória quando
sob a influência de um campo gravitacional. Assim, Newton deu origem ao que chamou de
Lei da Gravitação Universal (NEWTON, 2016) (BALOLA, 2011).

Na teoria de Newton para o movimento de partículas, a qual denominamos, de forma
geral, de Mecânica Newtoniana - que compreende a teoria universal da gravitação -, a
velocidade das partículas, em conformidade com as ideias de Galileu Galilei, é descrita
por somas vetoriais (NEWTON, 2012). Entretanto, na segunda metade do século XIX, o
avanço na experimentação e a observação de novos dados, junto ao surgimento da Teoria
Eletromagnética e das equações de Maxwell, mostravam uma forma diferente de descrever a
velocidade das partículas quando em altas velocidades, próximas à da luz. Esses dados não
concordavam com a mecânica de Newton, mostrando a necessidade de um novo formalismo
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para complementá-la ou substitui-la - isto é, uma nova teoria da relatividade que com eles
estivesse de acordo (ALDROVANDI; PEREIRA, 2015).

Foi então que o físico alemão Albert Einstein (1879-1955), em 1905, formulou a Teoria
da Relatividade Restrita que, dentre outras coisas, define a velocidade da luz no vácuo
como uma constante da natureza (expressa por c); as leis da relatividade passaram, então,
a sofrer a influência de um novo parâmetro, conhecido como fator (gama) de Lorentz (γ)
(PIATTELLA, 2020). Dez anos depois, em 1915, Einstein publicou trabalhos relativos a uma
teoria da gravitação: a Teoria da Relatividade Geral (RG).

A RG apresentava-nos uma nova forma de interpretar a Gravidade, não mais compre-
endida como uma força, mas sim como uma consequência da geometria do espaço-tempo,
de forma que os corpos submetidos a um campo gravitacional descreveriam trajetórias
dadas por geodésicas. Com Einstein e a mecânica relativística, as velocidades das partículas
não seriam apenas somadas vetorialmente, mas sofreriam também a influência do fator de
Lorentz, em acordo com os dados experimentais e com a teoria eletromagnética (LORENTZ
et al., 1952) (D’INVERNO, 1998).

As teorias da Relatividade de Einstein sofreram diversas críticas. Todavia, devido ao
avanço contínuo do poder de observação e da precisão dos dados, foi possível aferir a grande
capacidade de tais teorias em prever e explicar fenômenos anteriormente não respaldados
pela Mecânica Newtoniana - o que colaborou com sua ampla difusão (TORIBIO, 2015).

É importante ressaltar, também, que a Relatividade Geral descreve a gravitação utilizando-
se de um espaço de quatro dimensões, das quais três se referem a dimensões espaciais,
enquanto a quarta refere-se a uma dimensão temporal. Tal espaço possui propriedades
intrínsecas de curvatura e torção; todavia, de forma deliberada, Einstein escolheu trabalhar
com um espaço-tempo de torção igual a zero no âmbito da RG. Estruturou-se, assim, uma
teoria na qual a gravidade é descrita apenas pela curvatura do espaço-tempo, conhecido
como espaço-tempo de Levi-Civita (1873-1941) (LORENTZ et al., 1952) (D’INVERNO, 1998).

Essa forma de descrever a gravitação permite que a Gravidade seja profundamente ligada
à inércia, tornando impossível sua dissociação. Dessa maneira, a RG torna-se dependente
da validade do princípio de equivalência fraca (JIMÉNEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019)
e, e.g.1, limita a descrição da energia gravitacional de uma forma dependente da inércia do
sistema, diferentemente do que ocorre na Teoria Eletromagnética, por exemplo.

Em contraste com as demais interações fundamentais - Eletromagnetismo, interação
Forte e interação Fraca - a gravidade, na RG, é descrita por uma série de estruturas e teorias
que, aparentemente, dificultam sua unificação com as demais interações (ALDROVANDI;
PEREIRA, 2015). Nesse contexto, Einstein esforçou-se para unificar a gravitação e o ele-
tromagnetismo usando uma estrutura matemática conhecida como estrutura teleparalela -
distinta do Teleparalelismo contemporâneo - mas, como não obteve sucesso, abandonou-a.
O Teleparalelismo, então, surgiu novamente, após alguns anos, com um novo objetivo:
(re-)descrever a Interação Gravitacional, munindo-a de uma nova roupagem e abrangência
(JIMÉNEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019) (ALDROVANDI; PEREIRA, 2016).

Mas, afinal, o que é o Teleparalelismo e em qual cenário colocam-se as teorias f (T)?

1Exempli gratia (e.g.): por exemplo (Oxford Languages).
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III. O Teleparalelismo como uma Alternativa

Anteriormente, falamos de como o espaço no qual a RG é descrita é munido, dentre
outras características, de duas estruturas fundamentais: a curvatura e a torção. De forma
consciente, Einstein escolheu escrever a RG apenas usando o espaço-tempo de Levi-Civita,
onde a torção é sempre igual a zero e a gravitação é descrita apenas pela curvatura do
espaço-tempo (LORENTZ et al., 1952). Todavia, devido às aparentes limitações dessa
descrição, surgiu a proposta de, em vez de escolhermos um espaço-tempo de torção igual a
zero, escolhermos um espaço-tempo de curvatura zero, isto é, onde a gravidade será dada
exclusivamente pela torção. Isso corresponde a escrever uma teoria da gravitação num
espaço-tempo conhecido como espaço-tempo de Weitzenböck (ALDROVANDI; PEREIRA,
2015).

O Teleparalelismo adota, então, uma descrição na qual a gravidade é dada exclusiva-
mente pela torção (expressa pelo tensor de torção Tρ

µν). É uma teoria que apresenta uma
reformulação geométrica da RG, descrita por um campo de tetradas ha

µ, em vez de pela
métrica gµν. O Teleparalelismo baseia-se na conexão de Weitzenböck Γλ

µν = haλ∂νhaµ, dada
pelo campo de tetradas ha

µ. Por consequência dessa conexão, o tensor de curvatura de
Riemann é identicamente nulo (Rρ

µνλ = 0) (JIMÉNEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019)
(MALUF, 2013).

Nesse contexto, o Teleparalelismo - também conhecido como Teoria Teleparalela da
Gravitação ou, ainda, como Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (TEGR)2 -
pode ser compreendido como uma abordagem para descrever a Interação Gravitacional de
forma análoga às demais Interações Fundamentais (Eletromagnetismo, interação Forte e
interação Fraca). Para isso usa, em seu formalismo, Teorias de Calibre, também conhecidas
como Teorias de Gauge. A partir das Teorias de Calibre, dos campos de tetradas, do
tensor de torsão e de semelhantes recursos matemáticos, a TEGR é, então, capaz de dar
uma nova interpretação à gravitação (MALUF, 2013) (ALDROVANDI; PEREIRA, 2015)
(ALDROVANDI; PEREIRA, 2016).

Além disso, a TEGR propõe uma solução à dependência entre gravidade e inércia,
possibilitando que, dentre outras coisas, possamos calcular a energia do campo gravitacional
de forma independente e completa, assim como na Teoria Eletromagnética. Possibilita
também o uso das equações de Lagrange e Hamilton para calcular o momento linear, o
momento angular e a energia do campo gravitacional sem a necessidade de preocupação
com uma ligação indissociável entre gravidade e inércia (MALUF, 2013).

As teorias f (T), por sua vez, são uma generaliação direta do Teleparalelismo, na qual o
argumento da lagrangiana que descreve a teoria é substituído por uma função não linear
f (T) do escalar de torção T. Consequentemente, surgem equações de campo distintas e
mais gerais em relação à obtidas pelo Teleparalelismo (BASILAKOS et al., 2013) (CAI et al.,
2016).

Esses são, então, alguns dos motivos pelos quais tanto o Teleparalelismo, quanto as
teorias f (T), vêm conquistando popularidade no âmbito das teorias voltadas à descrição da
gravitação, difundido-se no contexto de teorias alternativas à RG.

2Sigla em inglês para Teleparallel Equivalent of General Relativity.
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IV. Teoria de Grupos

Trataremos, nesta seção, da Teoria de Grupos, uma área da Matemática de grande
relevância não somente para as teorias de gravitação, mas para diversas outras áreas da
Física. Abordaremos o conceito de "grupo", explorando sua definição e suas propriedades;
serão apresentados os grupos de Lie e os grupos lineares, assim como os conceitos de
"gerador"e de "álgebra", além de sua relação com os grupos em geral. Trataremos, também,
da ação de grupos em conjuntos.

IV.1. Definição e Propriedades

Na Física, frequentemente buscamos simetrias nas leis que desenvolvemos e nos objetos
e fenômenos que observamos, simetrias estas que implicam invariância sob transformações.
Tal invariância é fundamental para podermos trabalhar de diversas perspectivas como, por
exemplo, ao analisar um fenômeno a partir do ponto de vista de diferentes observadores,
dentre outras possibilidades. Exemplos de transformações são as rotações e a mudança de
um sistema de coordenadas a outro. Nesse contexto, a Teoria de Grupos é a ferramenta que
usamos para lidar com simetrias em um sistema e, uma vez que uma simetria corresponde,
como já dito, à invariância sob dada transformação, podemos imaginar Grupo como uma
coleção de transformações (SCHWICHTENBERG, 2015).

Comecemos, então, definindo os Grupos mais formalmente.

Definição (Grupo): Um Grupo G = (G,◦) é um conjunto G de elementos x,y, ... acompa-
nhado de um mapa

G ◦ G → G (1)

tal que os axiomas abaixo são satisfeitos:

(G1) Associatividade: para quaisquer x,y,z ∈ G,

(x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z). (2)

(G2) Existência de uma identidade: existe um elemento e tal que, para qualquer x ∈ G,

x ◦ e = e ◦ x = x. (3)

(G3) Existência de um inverso x−1 de x: para todo x ∈ G existe um elemento de G, chamado
inverso de x e escrito x−1, tal que

x−1 ◦ x = x ◦ x−1 = e. (4)

Para todo x ∈ G, o inverso x−1 é único, assim como sua identidade e.
Uma quarta propriedade que vale a pena ser mencionada, mas que não é uma condição

necessária para um grupo, é a Comutatividade.

(G4) Comutatividade: se, para qualquer x,y ∈ G,
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x ◦ y = y ◦ x, (5)

então chamamos G comutativo ou Abeliano (KREYSZIG, 1991).
Assim, um grupo (G,◦) é um conjunto G junto a um operador binário ◦ definido em G,

que satisfaz os axiomas G1, G2 e G3. Em suma, um grupo deve ter as seguintes propriedades:
i) Fecho: para todo g1, g2 ∈ G, g1 ◦ g2 ∈ G; ii) Elemento identidade; iii) Elemento inverso; iv)
Associatividade.

Para melhor entendermos, então, a função dos grupos, vejamos dois exemplos em um
espaço de duas dimensões; primeiramente, imaginemos a rotação de um quadrado. Para tal
transformação ser simétrica, após a rotação, todos os pontos internos do quadrado original
devem ser pontos internos do quadrado transformado; assim, as únicas rotações possíveis
são as proporcionais a π/2. Porém, caso imaginemos a rotação de um círculo unitário, não
importa a forma como giramos tal figura, pois os pontos internos permanecerão internos
(ao círculo transformado) após a transformação.

O conjunto de transformações que permite que transformemos tais figura de forma
simétrica é o que chamamos de grupo.

Faz-se pertinente também o seguinte exemplo: imagine um vetor ~v de comprimento
(norma ou módulo) | ~v |. Se, após a transformação ~v → ~v′, a norma permanecer inalterada,
ou seja, o comprimento do vetor transformado |~v |→| ~v′ | for o mesmo do original, |~v |=| ~v′ |,
então obtemos uma transformação simétrica. Sabendo que a norma de um vetor é dada
pelo produto escalar do vetor por ele mesmo, então a igualdade

~v ·~v = ~v′ · ~v′ (6)

deve ser verdadeira.
Assim, denotando a transformação por O e escrevendo o vetor transformado ~v → ~v′ =O~v,

obtemos

~v ·~v = ~vT~v → ~v′
T~v′ = (O~v)TO~v = ~vTOTO~v = ~vT~v = ~v ·~v ⇔ OTO = I. (7)

Essa condição (OTO = I) define o grupo O(N) para matrizes de N dimensões, e dizemos
que O(N) é o grupo de todas as matrizes ortogonais N × N. No caso de 2 dimensões, por
exemplo, obtém-se O(2), e assim por diante.

Podemos ainda achar um subgrupo do grupo O que inclui apenas rotações. Esse grupo
é chamado SO(N) e é definido pela condição det(O) = 1. Usamos S para nos referirmos ao
termo special e O para nos referirmos ao termo orthogonal (SCHWICHTENBERG, 2015).

IV.2. Grupos de Lie

Os Grupos de Lie são grupos que reúnem transformações simétricas contínuas, a exemplo
da rotação de vetores em duas ou mais dimensões, e que permitem a derivação das operações
multiplicação e inversão. São extremamente importantes para a mecânica moderna e, por
consequência, para a Relatividade Geral e para o Teleparalelismo. Os Grupos de Lie são, de
forma geral, classificados da seguinte forma:
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(i) Clássicos: AN ∼ SU(N)→ grupos unitários; B2N ∼ SO(2N + 1)→ grupos de rotação;
CN ∼ Sp(2N)→ grupos simpléticos; DN ∼ SO(2N)→ grupos de rotação.

(ii) Excepcionais: G2; F4; E6, E7, E8.

Os grupos de Lie são importantes, dentre outras razões, pois é a partir deles que
chegamos ao grupo de Lorentz, que contém as famosas transformações de Lorentz, e ao
grupo de Poincaré. Ambos são grupos fundamentais para a formulação da RG e da TEGR.

Para elucidar melhor essa questão, vejamos alguns exemplos em duas dimensões. No
espaço Euclidiano E2(x,y) obtemos os grupos SO(2), obtido no exemplo da rotação do
vetor ~v, e Sp(2); no espaço de Minkowisk M1,1(t; x) obtemos o grupo de Lorentz SO(1,1);
e no espaço complexo C2(z1,z2) obtemos o espaço SU(2). Um outro exemplo, bastante
interessante, por sinal, é o espaço de Minkowski complexo C1,1, em que obtemos o grupo
SU(1,1) (WYBOURNE, 1974).

IV.3. Grupos Lineares

Outro tipo de grupo pertinente à nossa discussão, devido ao papel que desempenha na
construção da teoria teleparalela (no que diz respeito ao seu arcabouço geométrico) são os
chamados grupos lineares. Conforme apresentado em (ALDROVANDI; PEREIRA, 2016),
tais grupos, expressos por GL(m,K), são dados pelo conjunto de todas as matrizes não
singulares (isto é, com determinante diferente de zero) de ordem (m × m).

As entradas das matries que constituem os elementos desse tipo de grupo pertencem ao
espaço K, o qual pode indicar os espaços R, C ou Q3. Isto é, K é tal que K = R, C ou Q. No
escopo do presente trabalho, é de especial importância o grupo linear cujas entradas das
matrizes pertencem ao espaço real R, GL(m,R) (ver seção VI.2, sobre fibrados).

IV.4. Geradores e respectivas álgebras

Quando falamos de transformações simétricas, falamos de transformações que não
alteram as propriedades dos objetos transformados e, quando trabalhamos com transfor-
mações simétricas contínuas, falamos de infinitas transformações simétricas que podem ser
parametrizadas continuamente por um ou mais parâmetros (WYBOURNE, 1974). Para tal,
usamos uma álgebra chamada Álgebra de Lie4, a qual reúne vários grupos de Lie.

Um excelente exemplo é o grupo de simetria do círculo. Tal grupo é contínuo pois
o parâmetro de rotação (ângulo de rotação) pode assumir um valor (contínuo) arbitrário.
Assim, uma rotação infinitesimal, isto é, uma transformação próxima à proporcionada pelo
elemento identidade I, pode ser descrita na forma

g(ε) = I + εX, (8)

3Q refere-se ao conjunto dos quaternions, o qual é um espaço vetorial em R cuja base é dada por {1, i, j,k}
(ALDROVANDI; PEREIRA, 2016).

4Associar sempre Álgebra de Lie à simetria contínua.
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em que g representa um elemento próximo à identidade, ε5 representa um número bastante
pequeno e X é um objeto chamado gerador.

Apesar de g(ε) ser uma transformação infinitesimal, ao realizá-la repetidas vezes, ob-
temos, no limite, uma transformação não infinitesimal. Matematicamente, escrevemos
pequenas transformações aplicada diversas vezes como

h(θ) = (I + εX)(I + εX)(I + εX)... = (I + εX)k (9)

onde k representa a quantidade de transformações realizadas. Considerando θ um parâmetro
de transformação finita - um angulo de rotação - e N um número grande o suficiente,
podemos escrever g(θ) como

g(θ) = I +
θ

N
X. (10)

Assim, para obtermos a menor transformação, N deve ser o maior possível e, para obter-
mos uma transformação finita partindo da repetição de uma transformação infinitesimal,
devemos fazê-la o máximo de vezes possível. Matematicamente, toma-se o limite

h(θ) = lim
N→∞

(
I +

θ

N
X
)N

, (11)

o qual resulta na função exponencial6; logo

h(θ) = lim
N→∞

(
I +

θ

N
X
)N

= eθX. (12)

O que mostra que X gera, de certa forma, a transformação finita h (justamente por isso é
denominado "gerador").

Assim, para calcular o gerador de determinada transformação finita h(θ) basta derivar-
mos a equação (12),

d
dθ

h(θ) =
d
dθ

eθX = XeθX. (13)

Isolando X e avaliando-o no ponto θ = 0, obtemos, então,

X =
d
dθ

h(θ)
∣∣∣∣
θ=0

. (14)

Como exposto anteriormente, um grupo (G, ◦) é uma coleção G de transformações que
obedece a determinados axiomas, aliado a uma operação binária ◦ que dita como combinar
os elementos do grupo. Nesse contexto, para um Grupo de Lie G, dado por uma matriz nxn,
a Álgebra de Lie g desse grupo é dada por essa matriz X, de ordem nxn, tal que etX ∈ G,
com t ∈ R um parâmetro qualquer, e por um operador, chamado parêntese de Lie7 [,] que
nos diz como podemos combinar essas matrizes.

5Na matemática, ε representa um valor infinitesimal, isto é, muito pequeno.
6Lembre que ex = 1 + x + x2

2! +
x3

3! + ... = 1 + ∑∞
n=1

xn

n! .
7Chamado em inglês de "Lie bracket".

14 Universidade de Brasília



BASES MATEMÁTICAS E CONCEITUAIS PARA O TELEPARALELISMO . . .

O parentese de Lie [,] para matrizes do grupo de Lie, X e Y, é dado por [X,Y] = XY −YX,
e é chamada comutação de X e Y. Os elemento XY e YX não precisam, necessariamente,
pertencer à Álgebra de Lie, mas dela faz parte o resultado da aplicação de X e Y ao parêntese
de Lie. Sendo assim, observamos que, para a Álgebra de Lie, o produto natural não é
o multiplicação de matrizes, mas sim o parêntese de Lie. É valido notar, também, que a
Álgebra de Lie é fechada sobre a aplicação do parêntese de Lie. (SCHWICHTENBERG,
2015)

IV.5. Ação de Grupos em Conjuntos e Transformações

Outro relevante aspecto da teoria de grupos, cuja aplicação surge tanto no contexto da
RG quanto no da gravidade teleparalela - devido ao arcabouço geométrico utilizado em sua
estruturação - é a forma como os elementos de um dado grupo atuam nos elementos de um
conjunto qualquer. Referimo-nos, mais especificamente, às chamadas "ação à esquerda"e
"ação à direita". Investiguemos, primeiramente, o que significa dizer que um grupo atua em
um conjunto.

Considerando um dado grupo, G, e um conjunto, M, bem como elementos g e h de
G (g, h ∈ G) e algum elemento p de M (p ∈ M), diz-se que o grupo G atua no conjunto
M quando existe algum mapa, f , que leva do produto cartesiano entre M e G até algum
elemento de M; isto é, no que diz respeito a M e G, vale que (ALDROVANDI; PEREIRA,
2016)

f : M × G → M, (15)

ou ainda, no que diz respeito aos elementos, vale que

(p, g)→ f (p, g). (16)

Além disso, f deve satisfazer às seguintes condições:

(i) f (p, e) = p ;

(ii) f ( f (p, g), h) = f (p, gh) ,

em que e é, como exposto anteriormente, o elemento identidade de G.
Em linhas gerais, o que as equações (15) e (16) indicam é que f é um objeto responsável

por relacionar dois elementos, p ∈ M e g ∈ G, e levá-los a um dado elemento de M. Na
prática, é f quem diz como g atua em p, fornecendo como resultado um novo elemento do
conjunto M. As condições (axiomas) (i) e (ii), por sua vez, podem ser melhor compreendidas
com o auxílio de um exemplo. Tomemos como tal, então, um de nossos casos de interesse: a
chamada "ação à direita".

Uma ação à direita de G em M é um caso particular de uma ação f , para o qual se
denota f ≡ Rg, em que um dado g atua em algum elemento x ∈ M levando a algum outro
elemento x′ ∈ M, da seguinte maneira:

Rgx = xg = x′. (17)
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Ou seja, neste caso, Rg é o mapa que diz como x e g devem se combinar, resultando
em um x′ que pertence a M. O nome "ação à direita"vem justamente do fato de que, nesta
aplicação, g atua à direita do elemento de M (neste caso, o elemento x) que está sendo
transformado.

Para o caso de uma aplicação à direita o axioma (i) assume, então, a forma

f (p, e) = Rg(p, e) = pe = p ∈ M. (18)

Ou seja, no contexto de uma ação à direita, o axioma em (i) garante que a aplicação da
identidade fornecerá, necessariamente, o mesmo elemento p ∈ M.

Já a afirmação contida no axioma em (ii) pode ser visualizada com uma análise de cada
um dos membros da igualdade; do primeiro membro, vemos que

f ( f (p, g), h) = Rg(Rg(p, g), h) = Rg(pg, h) = (pg)h, (19)

enquanto, partindo do segundo membro, obtém-se

f (p, gh) = p(gh). (20)

Isto é, a condição (ii) afirma, no caso específico de uma ação à direita, que (pg)h = p(gh):
há, de certa forma, associatividade na aplicação de g sobre x.

A ação à esquerda, por sua vez, é definida de maneira completamente análoga, porém
a atuação do mapa a ela relativa, Lg, é tal que Lg : M × G → M, com Lg = gx = x′, com
x, x′ ∈ M.

V. Teorias de Calibre

Com o desenvolvimento da Física ao longo do século XX, as Teorias de Calibre (também
chamadas Teorias de Gauge) mostraram-se um ferramental teórico de suma importância.
Utilizando-se desse formalismo foi possível, por exemplo, descrever de maneira semelhante
o Eletromagnetismo e as Forças Forte e Fraca, em um processo de unificação de algumas
das interações fundamentais que evidencia a grande relevância desse tipo de teoria para a
Física de Partículas e para demais áreas da Física (MORIYASU, 1983).

Por tais razões, certas classes de Teorias Alternativas tentam reconstruir a Gravitação
como uma Teoria de Calibre, sendo o Teleparalelismo uma delas (ALDROVANDI; PEREIRA,
2012). Dessa maneira, consideramos fundamental o conhecimento desse tipo de teoria para
uma melhor compreensão da gravitação teleparalela. Introduzimos, então, algumas noções
básicas a respeito de Teorias de Calibre, bem como dos conceitos de transformação de
Gauge, invariância de Gauge e acoplamento.

V.1. Definição e Conceitos Fundamentais

A fim de de entender o que são Teorias de Calibre, precisamos primeiramente compreen-
der o que são Transformações de Gauge (ou de calibre). Estas são transformações de campo
- isto é, transformações que atuam em campos, modificando-os - e são caracterizadas pela
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propriedade de que os parâmetros da transformação dependem arbitrariamente do ponto
no espaço-tempo no qual ela é realizada (RUBAKOV, 2009).

Esse tipo de transformação distingue-se das chamadas transformações globais, que são
definidas como aquelas para as quais o parâmetro é invariante. Isto é, podemos considerar,
por exemplo, uma dada transformação para algum ponto x no espaço tangente à variedade
que representa o espaço-tempo8, que depende de algum parâmetro ε, dada por

x → x′ = x + ε. (21)

No que diz respeito a ε não importa se a transformação foi tomada em algum ponto x1 ou
em outro ponto x2, com x1 6= x2, pois ε permanece o mesmo (no caso de uma transformação
global). Então para todos os pontos onde é tomada a variação, no caso das transformações
globais, vale que

ε(x1) = ε(x2) = ... ≡ ε. (22)

Aqui é importante perceber que o que permanece constante é o parâmetro da transforma-
ção, e não o valor do campo que atua em cada ponto do espaço. Por exemplo, suponha um
campo ψ ≡ ψ(xµ) definido em alguma região do espaço-tempo. Caso sofra uma transforma-
ção global, quando avaliado no ponto x1, esse campo será levado em algum correspondente
ψ′(x1), isto é, ψ(x1)→ ψ′(x1). Para o mesmo campo, avaliado em algum ponto x2, teríamos:
ψ(x2)→ ψ′(x2). O que gostaríamos de ressaltar é que, em geral, não necessariamente ψ′(x1)
e ψ′(x2) são iguais. O que permanece constante é o parâmetro da transformação que levou
ψ em ψ′ em cada caso.

Já para uma transformação de calibre, o valor do parâmetro depende de cada ponto no
espaço. Ou seja, vale que

ε ≡ ε(xµ). (23)

Nessa perspectiva, invariância por transformações de Gauge (ou simplesmente inva-
riância de Gauge, ou mesmo simetria de Gauge) é a propriedade de que as grandezas
observáveis referentes a um dado campo permanecem inalteradas quando os campos cor-
respondentes sofrem transformações de Gauge - isto é, diferentes configurações de campo
geram os mesmos observáveis (CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011). Mas o que isso quer
dizer?

Nesse tipo de teoria, os campos não são em si observáveis; o que se observa são
as grandezas físicas a eles correspondentes. A invariância de Gauge ocorre quando há
mudança na configuração de campos, porém a grandeza observável é mantida a mesma.
Mais especificamente, não somente as grandezas físicas, mas também as ações, lagrangianas
e equações de movimento mantém-se inalteradas no caso de uma simetria de Gauge
(RUBAKOV, 2009). Uma teoria com a propriedade de ser invariante por transformações de
Gauge é chamada de Teoria de Gauge.

8A construção geométrica das teorias de calibre será abordada mais adiante, na Seção V: "Geometria
Diferencial e Fibrados".
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V.1.1 O Eletromagnetismo como Exemplo

Frequentemente, na literatura da área, o Eletromagnetismo é citado como sendo o
caso mais simples de uma teoria de Calibre (a exemplo de (RUBAKOV, 2009)). Dessa
forma, podemos usá-lo para ilustrar os conceitos expostos até então. Para tal, recorremos à
expressão do tensor de campo eletromagnético, dado por (GRIFFITHS, 2021)

Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
≡ ∂µ Aν − ∂ν Aµ. (24)

Para melhor compreender cada uma das grandezas expostas na equação 24, é de grande
utilidade a discussão realizada em (GRIFFITHS, 2021). Dessa forma, no que diz respeito
à formulação tensorial do Eletromagnetismo, seguimos nossa exposição considerando a
referência indicada: Fµν é o tensor de campo (ou intensidade de campo) eletromagnético,
enquanto Aµ é o potencial 4-vetorial.

Em linhas gerais, Fµν é uma generalização dos campos elétrico e magnético ~E e ~B. Isto
é, os campos ~E e ~B manifestam-se como casos particulares de Fµν. Este tensor pode ser
expresso como uma matriz, e pares específicos de índices selecionam elementos específicos
dessa matriz, conforme indicado pela expressão (25):

Fµν =


0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 Bz −By
−Ey/c −Bz 0 Bx
−Ez/c By −Bx 0

 , (25)

em que Bx, By e Bz são componentes do campo magnético ~B, Ex, Ey e Ez são componentes
do campo elétrico ~E e c é a velocidade da luz. Ou seja, os campos elétrico e magnético são
combinados em um único objeto, o tensor intensidade de campo Fµν.

Analogamente, Aµ é uma generalização do potencial elétrico V e do potencial vetor ~A,
em termos do qual Fµν é escrito. Os campos elétrico e magnético podem ser expressos em
função do potencial V e do potencial vetor ~A da seguinte maneira:

~E =∇V − ∂~A
∂t

, (26)

~B =∇× ~A. (27)

Assim, ao generalizar as expressões de ~E e ~B, faz sentido generalizar também o potencial
em função do qual eles são escritos. O potencial 4-vetorial é dado por

Aµ = (V/c, Ax, Ay, Az). (28)

Uma vez compreendida a equação (24), podemos então discutir uma das facetas das
simetrias de Calibre inerentes ao Eletromagnetismo. Segundo Rubakov9, tanto Fµν, a ação e
a lagrangiana10 a ele associadas, quanto as equações de campo e a energia do sistema são

9Ver (RUBAKOV, 2009).
10A expressão para uma lagrangiana na presença de um campo eletromagnético é abordada por Aldrovandi
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invariantes por transformações do tipo

Aµ(x)→ A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µε(x), (29)

com ε(x) uma função arbitrária (o parâmetro) que depende dos pontos do espaço-tempo.
Podemos verificar essa propriedade para o caso do tensor de campo. Substituindo a equação
(29) na equação (24), temos que

Fµν → F′µν = ∂µ(Aν + ∂νε)− ∂ν(Aµ + ∂µε)

= ∂µ Aν − ∂ν Aµ

= Fµν. (30)

Ou seja, como a transformação realizada na equação (29) é uma transformação de
Gauge, a invariância da equação (30) sob esse tipo de transformação é um dos pontos que
caracteriza o Eletromagnetismo como uma teoria de Gauge (ou de Calibre). Neste caso,
o "campo não observável"é o potencial 4-vetorial Aµ, enquanto os observáveis físicos são
os campos elétrico e magnético. A alteração de Aµ, feita na equação (29), não afetou os
observáveis físicos, segundo a equação (30), o que corresponde a rearranjar "os campos não
observáveis"mantendo as grandezas físicas invariantes.

V.2. O Acoplamento e Derivadas Covariantes

Um procedimento relacionado às teorias de Calibre que é de grande importância para as
teorias da Gravitação é o "acoplamento mínimo", o qual atua como uma forma de recuperar
a covariância das transformações. Seguimos, então, com a apresentação da definição de
"covariância"e com a discussão a respeito do procedimento de acoplamento mínimo, na qual
usamos como exemplo sua aplicação a um caso pertinente.

Segundo (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012), uma equação é covariante se preserva sua
forma quando sofre transformações gerais de coordenadas. Desse modo, é possível fazer
com que equações da Relatividade Restrita continuem válidas na presença da gravitação
ao realizar as transformações apropriadas (princípio da covariância); pode-se, assim, obter
as equações da RG, a partir das equações correspondentes na Relatividade Restrita, se
estas estiverem escritas de forma covariante, quando feitas as transformações necessárias
na transição de uma teoria para a outra. Portanto, o princípio da covariância, associado ao
acoplamento mínimo, é o responsável por garantir a coerência entre cada teoria.

Tratemos, então, do procedimento de acoplamento para o caso das translações, uma vez
que é possível estruturar o Teleparalelismo como uma teoria de Gauge para, especificamente,
o grupo das translações (ANDRADE; PEREIRA, 1997). Seguiremos, para essa discussão, o
desenvolvimento exposto em (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012).

Levando em conta que o gerador das translações infinitesimais é dado por Pa = ∂/∂xa ≡
∂a, podemos considerar a transformação de um campo ψ sob a ação de translações infinitesi-
mais, a qual é expressa por

e Pereira em (ALDROVANDI; PEREIRA, 2016) e, em contextos mais gerais - para qualquer campo de Gauge -,
por Andrade e Pereira em (ANDRADE; PEREIRA, 1997).
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δψ = εa∂aψ. (31)

Para uma transformação global, na qual εa (o parâmetro da transformação) é constante,
a derivada ordinária ∂µ de ψ se transforma de maneira covariante,

δ(∂µψ) = εa∂a(∂µψ). (32)

Entretanto, para o caso de uma transformação local, na qual o parâmetro assume a forma
εa = εa(x), a derivada ∂µψ não se transforma mais de maneira covariante:

δ(∂µψ) = εa∂a(∂µψ) + (∂µεa)∂aψ. (33)

Como é possível perceber, na equação (33), surge um termo extra quando é realizada a
variação. Esse termo, que possui uma derivada ∂µεa, é devido justamente à dependência do
parâmetro da transformação em relação ao ponto onde a transformação é realizada - o que
leva à ausência de covariância.

A fim de recuperar a covariância, é necessário acrescentar algum termo que "cancele"a
contribuição extra que surgiu na equação (33). Esse termo adicional é o potencial Bµ, com o
qual é possível definir um novo operador de derivação que recupere a covariância.

Bµ é um elemento da álgebra de Lie do grupo das translações, o qual pode ser usado
como base para construir o formalismo teleparalelo. Assim, em função do gerador das
translações infinitesimais, Bµ pode ser escrito como

Bµ = Ba
µPa. (34)

Sob a ação de uma transformação, o comportamento do termo Ba
µ é dado pela expressão

δBa
µ = −∂µεa; (35)

esta é uma propriedade importante (e necessária) para que o potencial escolhido recupere a
covariância, e será usada adiante.

Nesse contexto, o novo operador de derivação que podemos definir com a introdução de
Ba

µ, hµψ, se comporta da seguinte maneira:

hµψ = ∂µψ + Ba
µ∂aψ. (36)

Isto é, o operador hµ, dado pela equação (36), está sendo definido: estamos, artesanal-
mente, montando uma nova espécie de derivada (hµ) que substitua a derivada ordinária (∂µ)
e, assim, recupere a covariância. Essa redefinição é feita por intermédio do acréscimo de um
novo termo (Bµ = Ba

µPa) ao que antes era a derivada ordinária; este termo é o responsável
por "cancelar"a parte não covariante da equação (33). Esse objetivo é atingido com a derivada
da equação (36), conforme é possível observar nas relações a seguir:
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δ(hµψ) = δ(∂µψ + Ba
µ∂aψ)

= εa∂a(∂µψ) + (∂µεa)∂aψ + δ(Ba
µ)∂aψ + Ba

µ∂a(δψ)

= εa∂a(∂µψ) + (∂µεa)∂aψ − (∂µεa)∂aψ + Ba
µ∂a(ε

a∂aψ)

= εa∂a(∂µψ) + Bµεa∂aψ. (37)

Fazendo εa∂a(hµψ), vemos que

εa∂a(hµψ) = εa∂a(∂µψ + Ba
µ∂aψ)

= εa∂a(∂µψ) + εa∂aBa
µ∂aψ

= εa∂a(∂µψ) + εaBµ∂aψ. (38)

Como as equações (37) e (38) coincidem, infere-se como a derivada hµ (equação (36)),
comporta-se covariantemente sob a ação de translações de gauge infinitesimais.

Nesse contexto, a prescrição de acoplamento para o caso das translações infinitesimais
consiste justamente no processo de definir uma nova derivada que permaneça covariante
quando essas translações são realizadas. Tal objetivo é atingido com a substituição

∂µψ → hµψ, (39)

conforme demonstramos.

VI. Geometria Diferencial e Fibrados

Outro aspecto muito importante da construção de teorias como o Teleparalelismo e as
f (T) (assim como das teorias de Gauge, em geral) é o seu caráter geométrico. Assim, para
uma melhor compreensão dessas teorias, faz-se necessário conhecer também as propriedades
matemáticas da geometria adotada para descrevê-las, mesmo que de forma qualitativa.

No presente contexto, tais propriedades matemáticas fazem parte da área de geometria
diferencial; mais especificamente, constituem objetos geométricos denominados ’fibrados’.
Estes, por sua vez, são construídos a partir de variedades, as quais por si só são parte
fundamental da descrição geométrica tradicionalmente adotada na RG. Por esse motivo,
focaremos nossas atenções no funcionamento dos fibrados propriamente ditos, sem necessa-
riamente abordar todos os pormenores e nuances atrelados à definição de variedades, por
intermédio da realização de uma discussão qualitativa desses temas.

VI.1. Variedades Diferenciáveis

Do ponto de vista físico, no contexto da RG, uma variedade pode ser considerada, a
grosso modo, um conjunto (ou uma coleção) de pontos com propriedades de conectividade
bem definidas. Isto é, trata-se do arcabouço teórico utilizado por Einstein para descrever o
espaço-tempo, de forma que seja possível considerar eventos (como aqueles descritos pela
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Relatividade Restrita) que ocorram em diferentes pontos e conectá-los - ou associá-los - de
alguma maneira. A variedade é, assim, o objeto matemático capaz de estabelecer a noção de
como conectar uma região do espaço-tempo (onde ocorre um dado evento físico) à outra
região do espaço-tempo (onde demais eventos ocorrem) (HUGHES, 2020).

Dessarte, variedades diferenciáveis de dimensão n são espaços capazes de apresentar uma
geometria global curva - ou seja, espaços dotados de aspectos topológicos mais elaborados
que os apresentados por espaços planos - mas que, localmente, em pequenas regiões,
comportam-se como um espaço plano de dimensão n, Rn. A variedade é construída, então,
ao "juntarmos", de forma contínua, cada uma dessas regiões locais11. Tal comportamento
encontra-se em acordo com o Princípio da Equivalência de Einstein, segundo o qual as leis da
física descritas pela Relatividade Restrita são recuperadas quando em regiões suficientemente
pequenas do espaço-tempo (CARROLL, 2004).

Além disso, para definir uma variedade de dimensão n, mesmo no escopo de uma
discussão com caráter heurístico, algumas condições devem ser satisfeitas. Dentre elas, uma
das mais marcantes, no âmbito deste trabalho, é a da dimensionalidade da variedade: cada
espaço plano, de caráter Euclidiano, em cada pequena região da variedade, deve possuir
dimensionalidade n. Na prática, isso quer dizer que cada ponto de uma variedade deve
possuir o mesmo número de dimensões. Outra propriedade relevante diz respeito à diferen-
ciabilidade da variedade: o fato de ser uma variedade diferenciável indica, qualitativamente,
que em cada ponto da variedade as funções ali avaliadas possuem derivadas e que estas são
contínuas.

Como exemplos de variedades podem ser citados os espaços Rn, como a linha (R1) ou
o plano (R2). Uma esfera n-dimensional, definida em um espaço Rn+1, também é uma
variedade12, bem como transformações contínuas - a exemplo de rotações em um espaço Rn

- e grupos de Lie também o são (CARROLL, 2004). Variedades são de grande importância
pois, na RG, são os objetos responsáveis por descrever o espaço-tempo. Isto é, o espaço
físico é representado por uma variedade pseudo-Riemanniana 4-dimensional (SCHUTZ,
2009). Consequentemente, torna-se um ente de grande relevância em nossa discussão pois,
no contexto teleparalelo, esse papel é mantido - porém passa a ser parte de uma estrutura
geométrica mais arraigada, com a qual as particularidades de uma teoria de Gauge podem
ser descritas: a variedade passa a constituir a base de um fibrado.

VI.2. Fibrados

Uma vez introduzidas as noções gerais do que são variedades e de qual o seu papel na
RG, podemos tratar dos fibrados. Discutiremos, de forma heurística, sua definição e seu
funcionamento. Então, exploraremos suas propriedades por intermédio da apresentação de
dois exemplos: os fibrados vetoriais e os fibrados de sistemas (ou bases) lineares. Este último

11Para uma descrição mais formal dessas noções, a discussão realizada em (CARROLL, 2004) pode ser
consultada. Para uma apresentação ainda mais detalhada da geometria diferencial, com a definição de
variedades feita a partir de espaços topológicos, ver (ISHAM, 1999), (SCHULLER, 2015), (ALDROVANDI;
PEREIRA, 2016) e (NAKAHARA, 2003).

12Apesar de uma variedade ser um objeto cuja existência independe de quaisquer outros espaços; não é
necessário, por exemplo, que uma variedade esteja imersa em algum espaço Euclidiano de dimensão superior.
Ver discussão apresentada em (CARROLL, 2004) para maiores detalhes.
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é de especial interesse no presente contexto pois é a estrutura utilizada para a descrição
geométrica do Teleparalelismo. Sob tais considerações, usaremos como base em nossa
exposição a discussão realizada por Aldrovandi e Pereira em (ALDROVANDI; PEREIRA,
2016).

VI.2.1 Definição e Noções Fundamentais

Apesar de se mostrar um objeto matemático bastante elaborado, a noção intuitiva do
que é um fibrado é razoavelmente direta quando se conhecem as variedades. Em linhas
gerais, um fibrado é uma variedade (denominada "base", ou mesmo "espaço base") à qual
associamos (anexamos), em cada ponto, outra variedade (denominada "fibra"). Daí o nome
"fibrado": trata-se de um espaço ao qual "colamos", em cada ponto, um outro espaço (a
"fibra").

Um exemplo de fibrado é aquele constituído por uma esfera (indicada por S2) e por
todos os planos (isto é, espaços do tipo R2) tangentes a ela. Outro exemplo seria o de uma
esfera, S2, e todas as retas, R1, perpendiculares a ela. Nesse sentido, fibrados vetoriais são
aqueles cujas fibras são espaços vetoriais - um exemplo proeminente é o do fibrado tangente.
Fibrados de sistemas lineares, por sua vez, são aqueles cujas fibras são espaços lineares. Os
fibrados vetoriais e os fibrados de sistemas lineares serão abordados, respectivamente, nas
seções VI.2.2 e VI.2.3.

Todavia, os espaços base e as fibras não são, por si só, suficientes para determinar
completamente um fibrado - é necessário, ainda, definir como eles estão fixados (colados)
um ao outro. Tal especificação é realizada pelo chamado "mapa de projeção", o qual
abordaremos por intermédio do exemplo dos espaços vetoriais, na seção a seguir. Dizer
como a base e as fibras estão anexadas é importante pois, com os mesmos dois espaços, é
possível construir diferentes fibrados dependendo da forma como estão associados. Usando
o círculo, S1, e retas, R1, por exemplo, poderíamos construir tanto um cilindro, quanto uma
fita de Möbius.

Além disso, outra distinção à qual devemos atentarmo-nos é aquela relativa à classificação
das fibras utilizadas. Usualmente, uma fibra é uma cópia de um dado espaço em cada
ponto da base. No caso do fibrado tangente, por exemplo, quando as fibras são espaços
tangentes, são cópias de algum espaço Rn (a dimensão n do espaço tangente em questão
depende da dimensão do espaço base). Esse espaço abstrato, do qual cada fibra é uma cópia,
é denominado "fibra típica". É possível definir um objeto matemático no qual as fibras não
são necessariamente as mesmas em cada ponto da base, contudo nos concentraremos nas
fibras típicas pois estas são as utilizadas na descrição geométrica de teorias como o TEGR.

VI.2.2 Fibrados Vetoriais

Como afirmamos anteriormente, um fibrado vetorial é aquele cujas fibras, F, em cada
ponto da base, M, são espaços vetoriais. Então, se consideramos uma variedade diferenciável
M qualquer, bem como o conjunto aberto U ⊂ M (ou seja, U é algum subconjunto aberto
de M), podemos definir um fibrado vetorial local, dado pelo produto U × F, para o qual
U atua como base - a grosso modo, U pode ser considerado como alguma região da
variedade M. Esse fibrado local trata-se, conceitualmente, de um objeto análogo ao que
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descrevemos até então como "fibrado"em geral, com a diferença de que neste caso nos
focamos, especificamente, no subconjunto U da variedade base e em sua relação (local) com
as fibras dos pontos que o compõem.

Nesse contexto, se considerarmos algum ponto x ∈ U, então a fibra, nesse ponto x
específico, será dada pelo produto {x} × F. Outra propriedade relevante relativa às fibras é
que, quando o fibrado é globalmente dado por um produto cartesiano - isto é, um produto
direto do tipo M × F -, ele é classificado como um "fibrado trivial".

Outro objeto de grande importância, além da base e das fibras, é o mapa de projeção π.
Trata-se de um mapa π : U × F → U; ou seja, π é uma operação que leva do fibrado, U × F,
até a base, U, realizando uma projeção do fibrado na base. Por essa razão, o mapeamento
π : U × F → U também é chamado "projeção do fibrado"13. Mais especificamente, essa
operação possui a propriedade de que, ∀ f ∈ F - isto é, para qualquer vetor f pertencente à
fibra F -, vale a relação

π(x, f ) = x. (40)

A equação (40) indica como a projeção do fibrado opera: π é capaz de levar de um ponto
no fibrado, U × F, dado pela operação entre o ponto x ∈ U e algum vetor f ∈ F, até o ponto
correspondente x em U (o que está de acordo com a projeção π : U × F → U). Além disso, a
fibra no ponto x também pode ser escrita como a imagem inversa de π nesse ponto, π−1(x),
pois ao operarmos com π−1 em ambos os lados da equação (40) obtemos uma relação que
recupera a operação entre {x} e f (a qual indica a fibra em x) e a iguala a π−1(x).

Também é bastante pertinente o papel desempenhado pelo subconjunto aberto U utili-
zado para definir os fibrados locais. Ele é importante pois, associado a uma bijeção ϕ (isto é,
uma operação simultaneamente injetora e sobrejetora14), define a chamada "carta fibrada
local", dada pelo par (U, ϕ) - o qual indica a associação entre ϕ e o subconjunto U ⊂ M. A
bijeção ϕ é tal que, para uma dimensionalidade n grande o suficiente, vale a operação

ϕ : U × F → U′ × F′ ⊂ En, (41)

a qual expressa como ϕ atua: basicamente, trata-se de uma operação capaz de levar pontos
do fibrado até pontos correspondentes no espaço Euclidiano de ordem n, En. O objeto
U′ × F′, por sua vez, refere-se ao correspondente do fibrado em En; é, portanto, um
subconjunto desse espaço Euclidiano, de caráter plano.

A utilidade dessa carta fibrada reside no sistema de coordenadas que ela fornece pois, ao
defini-la, obtém-se consequentemente um Sistema Local de Coordenadas (LSC)15 em U × F.
Tendo em mente que na RG e no Teleparalelismo uma variedade é usada para representar o
espaço-tempo físico, como dito na seção anterior, é possível visualizar a construção desse
sistema de coordenadas ao observarmos que, na prática, o que ϕ faz é associar um ponto
do espaço-tempo (neste caso, da variedade M) a um ponto correspondente em um espaço
Euclidiano. Ou seja, para cada ponto do espaço físico há uma coordenada correspondente, a
qual pertence ao espaço Euclidiano em questão.

13Em Inglês utiliza-se o termo "bundle projection"para se referir ao mapa π.
14Ver (CARROLL, 2004) para mais detalhes a respeito de cada tipo de função/relação.
15Sigla em Inglês para "local system of coordinates".
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Consideremos o caso particular de uma esfera, S2, e um plano, E2: a cada ponto da
superfície bidimensional que forma a esfera teríamos um correspondente no plano em E2,
o qual poderia ser dado, por exemplo, por um par de coordenadas (x,y). O papel de ϕ

seria, neste caso específico, o de levar o ponto na superfície da variedade S2 - a esfera - até o
ponto no plano, atribuindo um sistema de coordenadas bidimensionais para cada ponto da
variedade (espaço-tempo, nas teorias da gravitação), os quais a princípio independem de
quaisquer sistemas de coordenadas que lhes atribuímos.

Assim, levando em conta todos os demais subconjuntos Ui ⊂ M, bem como suas respec-
tivas bijeções ϕi, tal que a equação (41) seja válida para cada par, obtém-se um conjunto de
cartas (Ui, ϕi). Trata-se de um procedimento análogo ao feito em um processo mais formal
de definição de variedades diferenciáveis; é ele o responsável por expressar a propriedade
de que, localmente, uma variedade se comporta como um espaço plano de dimensão n.

Podemos, ainda, associar mais um mais um objeto à estrutura descrita até então: supomos
um grupo de Lie, G, que atua transitivamente nos elementos de F (ver seções sobre grupos
de Lie e ação de grupos e transformações). Ou seja, os elementos da fibra F são passíveis
de transformações causadas pelos elementos de algum grupo de Lie G. Tal grupo, então, é
denominado "grupo de estrutura"do fibrado. Com ele surge a noção de "fibrados associados",
que são fibrados formados por outras fibras F - ou seja, com fibras típicas (modelos) distintas
daquelas de um dado espaço -, porém com o mesmo grupo G16.

Sob tais perspectivas, levando em consideração os espaços e objetos definidos até aqui, é
possível descrever o fibrado como um todo, o qual, em um panorama geral, é chamado de
"espaço completo". Este é denotado por

P = (M, F, G,π). (42)

Há, porém, além das estruturas que denotam o espaço completo P, um último objeto
relevante na construção de um fibrado vetorial (que se aplica, porém, a um fibrado qualquer):
a seção σ. De forma semelhante a como definimos a projeção π, que projetava pontos do
fibrado no espaço base (π : U × F → U), podemos definir também um mapa cuja ação é
levar pontos da variedade - mais especificamente, do subconjunto U ⊂ M - até o fibrado
U × F. Isto é, σ é tal que

σ : U → U × F. (43)

Mais especificamente, ∀p ∈ U, vale a propriedade

π(σ(p)) = p, (44)

a qual expressa que, se aplicarmos uma seção levando algum ponto p, em U, até seu
correspondente no fibrado, e logo em seguida aplicarmos a projeção π, recuperamos o
ponto p no espaço base U. Além disso, σ é C∞ (a derivada de σ, qualquer que seja a sua
ordem, é uma função contínua) e sua ação é de caráter local. A utilidade de σ reside no fato
de que, em geral, seções especificam os pontos no fibrado.

16Em fibrados associados, continua-se considerando fibras típicas; isto é, há uma cópia de uma mesma fibra
F em cada ponto da base. A diferença é que F é diferente em cada fibrado - em um fibrado associado troca-se
F, mas G é mantido.
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Um proeminente exemplo de fibrado vetorial é o fibrado de espaços tangentes, denotado
por TM. Neste caso, tem-se como fibra um espaço euclidiano de ordem m, Em, e o grupo
estrutural é o grupo linear GL(m,R). Sendo πT o mapa de projeção associado, o espaço
completo do fibrado de espaços tangentes é dado por

TM = (M,Em, GL(mR),πT). (45)

VI.2.3 Fibrados de Sistemas Lineares

Os fibrados de sistemas lineares, indicados por BM, são de especial importância para
nossos objetivos pois possuem certas características geométricas que não estão presentes em
outros tipos de fibrados, em geral. Há uma relação íntima entre pontos no fibrado e pontos
na base, de particular proximidade, que será explorada ao longo desta seção.

Uma primeira propriedade do fibrado de sistemas lineares é que este é um fibrado
principal - um fibrado no qual a fibra coincide com o grupo G. As demais propriedades
abordadas nas seções anteriores, todavia, continuam válidas. Assim, considerando cada
ponto b no fibrado, bem como cada ponto p, no espaço base M (uma variedade) a ele
correspondente, há um mapa de projeção π tal que p = π(b) ∈ M. Cada ponto b corresponde
a um sistema linear (um conjunto de vetores linearmente independentes) fixado em p - daí
o nome "fibrado de sistemas lineares". O grupo associado, por sua vez, é o grupo linear
GL(m,R).

Como dito anteriormente, os elementos de GL(m,R) atuam em BM. Desse modo, dado
um elemento b (sistema linear) do fibrado,

b = (b1,b2, ...,bm), (46)

um elemento a = aij ∈ GL(m,R) atua transformado-o em algum b′:

b′ = ba = (b′1,b′2, ...,b′m). (47)

Componente a componente, a ação de a em b exposta na equação (47) é dada por

b′i = aj
ibj = bjaj

i. (48)

Ao tratarmos as transformações nas equações (47) e (48), devemos ter em mente que
seus componentes são grandezas as quais podem ser representadas por matrizes. Cada
a ∈ GL(m,R) é, na verdade, uma matriz de ordem m × m (ver seção IV.3, sobre Grupos
Lineares), e por isso possui dois índices (aij) - um representando as linhas, e o outro
representando as colunas desse objeto. De forma análoga, cada elemento de b é uma
grandeza vetorial (afinal, estamos tratando fibrados de sistemas lineares), de modo que a
equação (47) pode ser vista como uma matriz transformando (sendo aplicada) a um vetor,
enquanto a equação (48) pode ser visualizada como cada elemento de b′ (um vetor b′i) sendo
obtido por intermédio da multiplicação de uma linha (ou coluna) de a por um vetor bj

17

17Ao lidar com grandezas tensoriais, é muito mais vantajoso considerar as relações algébricas entre os
índices de cada objeto, para realizar transformações, ao invés de levar em conta a forma matricial dos mesmos.
Entretanto, para fins didáticos, quando os tensores possuem poucos índices, a representação matricial pode
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(ainda não transformado).

Na base atrelada à carta ao redor do ponto π(b) = p ∈ M, formada pelo subconjunto U,
cada componente bi de b pode então ser escrito como

bi = bi
j ∂

∂xj ; (49)

no fibrado BM, ao redor de b, também é possível estabelecer uma carta, construída a partir
dos elementos {xi,bk

l} (uma vez que o fibrado é construído a partir de um produto entre a
base e a fibra em um dado ponto de M - neste caso, ressalta-se que a fibra corresponde ao
grupo de estrutura).

Para analisar as propriedades particulares já mencionadas, será utilizado de forma
auxiliar um espaço Euclidiano de dimensão m, Em, além da base M e do fibrado em si.
Em Em, consideremos a base canônica - aqui denotada por {Ki} - cujas componentes são
ortonormais. Isto é, cada componente Ki pode ser representada por uma matriz coluna cujo
j-ésimo elemento é dado por δij:

K1 =


1
0
0
...
0

 ; K2 =


0
1
0
...
0

 ; ... ; Km =


0
0
0
...
1

 . (50)

Assim, como o sistema b ∈ BM também é formado por vetores (ver equação (46)), pode
ser compreendido com um mapa (uma transformação) que leva da base canônica, {Kk}, até
o elemento {bk} de b, como indicado na figura (1). Ou seja, ao mesmo tempo que b é um
conjunto de vetores linearmente independentes em p (o que representa um ponto em BM),
ele também pode ser interpretado como um mapa que transforma os elementos da base
canônica nesses vetores linearmente independentes (na prática, b transforma uma série de
vetores em outros vetores), os quais, por sua uma vez, estão fixados à base e constituem,
assim, elementos no espaço tangente a p, TpM.

ser útil para facilitar a visualização das operações realizadas, em uma abordagem mais didática.
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Figura 1: Esquema ilustrativo de um fibrado de sistemas lineares. Imagem inspirada em modelo constante em
(ALDROVANDI; PEREIRA, 2016).

Tal propriedade expressa o seguinte comportamento:

b : Em → Tπ(b)M = TpM, (51)

ou, mais especificamente,

b(Kk) = bk. (52)

Nesse sentido, o mapa b coloca-se como uma transformação linear entre os espaços
vetoriais Em e Tπ(b)M; além disso, como sugere a equação (52), b é bijetora - o que, na
prática, significa que a cada elemento da base ortonormal {Kk}, b associa um único elemento
de {bk}. Na medida em que b também preserva as operações entre os elementos de cada
espaço, diz-se que b é um isomorfismo.

Em face disso, b é capaz de associar não somente vetores da base de Em (equação (50))
aos vetores de Tπ(b)M: um vetor X ∈ Tπ(b)M, por exemplo, pode ser expresso como a
transformação sob a ação de b - ou seja, como a imagem - de algum vetor X′ = x′iKi ∈ Em,
pois vale a relação

b(X′) = b(x′iKi) = x′ib(Ki) = x′ibi = X ∈ Tπ(b)M. (53)

Por esse motivo, quando um elemento do grupo GL(m,R) atua em {bk}, tem-se uma
consequente ação nos elementos de {Em}.

VI.2.4 Forma de Solda

Uma outra propriedade relevante dos fibrados lineares é a presença de um objeto
chamado "forma de solda", cuja ação está ilustrada na figura (1). Uma forma de solda,
indicada por θ, é definida justamente em termos de sua ação: ela leva elementos pertencentes
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a algum ponto do plano tangente ao fibrado BM, TbBM, até o espaço Em; isto é,

θ : TbBM → Em. (54)

Caso definamos, então, um operador π∗ que leve de pontos em TbBM, em geral, a pontos
em Tπ(b)M, podemos descrever a ação de θ como

θ := b−1 ◦ π∗. (55)

Trata-se de uma característica bastante especial pois θ é responsável, assim, por associar,
intimamente, os espaços tangentes à base e ao fibrado. Ao fazê-lo, permite a definição
de objetos e, consequentemente, a obtenção de certas propriedades matemáticas as quais
desempenham papéis de suma importância para a descrição teleparalela da gravitação.
Parte delas serão discutidas na seção a seguir.

VII. Tetradas

No Equivalente Teleparalelo à Relatividade Geral, utiliza-se como arcabouço geomé-
trico um fibrado. O espaço base desse fibrado é uma variedade 4-dimensional de caráter
Riemanniano, responsáveis por representar o espaço-tempo - isto é, o espaço físico no
qual ocorrem os fenômenos gravitacionais (bem como, naturalmente, os demais fenômenos
físicos). Denomina-se a base desse fibrado, então, "espaço externo"ou "espaço físico"; em sua
descrição, são usados índices gregos, da forma {µ,ν,ρ = 0,1,2,3}, os quais são chamados
"índices externos"(ALDROVANDI; PEREIRA, 2012).

A cada um dos pontos do espaço externo, associa-se um espaço tangente, o qual
corresponde às fibras no âmbito do arcabouço geométrico do fibrado, denominado "espaço
interno". Em sua descrição, são utilizados índices latinos, da forma {i,j,k = 0,1,2,3 }, os quais
recebem o nome de "índices internos"ou, ainda, de "índices algébricos".

Nesse contexto, assume papel fundamental objetos denominados "tetradas", aos quais
nos referimos brevemente na seção I I I. As tetradas, indicadas por ha

µ, indicam um campo
- denominado "campo de tetradas - o qual pode ser interpretado como um sistema de
referência anexado a algum observador no espaço-tempo. Isto é, tetradas são conjuntos de
vetores, munidos de propriedades de ortonormalidade, que descrevem o movimento de
algum observador movendo-se ao longo de dada linha de mundo no espaço-tempo; a partir
de suas componentes, é possível obter informações a respeito da velocidade e da aceleração
de sistemas de referência (SPANIOL, 2011) (D’INVERNO, 1998).

O papel de tais objetos na construção geométrica do Teleparalelismo, porém, vai além de
sua interpretação como sistema de referência, pois a partir das tetradas induz-se, no espaço,
uma métrica gµν, por intermédio de uma relação dada pela expressão

gµν = ηabha
µhb

ν. (56)

A métrica é um objeto de suma importância para a RG de Einstein pois é ela a responsável
não somente por definir a noção de distância no espaço-tempo, como também por determinar
qual geometria este assume. Assim, ao induzir uma métrica, as tetradas são as responsáveis
por relacionar os espaços externo e interno, conforme indica a equação (56). Isto é, na
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medida em que possuem índices internos e externos, é possível contraí-los com a métrica de
Minkowski ηab, relativa ao espaço tangente (interno), e obter a métrica Riemanniana gµν,
relativa ao espaço físico (externo) - situação descrita pela equação (56). O inverso dessa
mesma equação descreve a situação contrária: é possível contrair tetradas com a métrica gµν

e obter a métrica de Minkowski.
Dessarte, ha

µ é capaz de projetar um vetor Uµ do espaço-tempo no espaço tangente,

Ua = ha
µUµ, (57)

enquanto sua inverna, h µ
a , é capaz de trazer vetores Ua do espaço tangente ao espaço-tempo,

Uµ = h µ
a Ua, (58)

conforme indicado em (SPANIOL, 2011).
Tetradas são importantes pois, enquanto na RG, é a amétrica gµν

18 o ente fundamental
para a descrição da interação gravitacional, no Teleparalelismo são as tetradas os objetos
responsáveis por assumir esse papel.

VIII. Considerações Finais

Ao propor um material voltado para o estudo de teorias alternativas específicas - como
é o caso do presente trabalho -, consideramos pertinente a aquisição de noções a respeito
do desenvolvimento histórico das teorias voltadas para a descrição da Gravitação. Nesse
escopo, Newton foi responsável por desenvolver a Teoria da Gravitação Universal, a qual
demonstrou grande capacidade de previsão e de explicação para movimentos e estruturas
antes desconhecidas. Tal teoria, apesar disso, possui limitações - podemos citar, como
exemplo, a descrição do movimento (retrógrado) do planeta Mercúrio. Seguindo o panorama
que levou ao desenvolvimento da teoria teleparalela e das f (T), salienta-se como foi então
que, com o objetivo de apresentar uma teoria gravitacional que solucionasse tais limitações,
o físico alemão Albert Einsteins desenvolveu a Teoria da Relatividade Geral.

A teoria de Einstein foi capaz de expandir os horizontes da física ao descrever correta-
mente uma miríade de fenômenos não contemplados pelo formalismo newtoniano. Todavia,
a RG destoa dos formalismos utilizados na descrição das demais interações fundamentais,
na medida em que o Eletromagnetismo e as interações Nucleares Forte e Fraca são descritos
a partir de Teorias de Calibre, ou Teorias de Gauge. Tais teorias descrevem essas três
interações através de campos, enquanto a RG descreve a Gravitação por intermédio da
geometria espaço-temporal. Tal discrepância coloca-se, aparentemente, como um dos fatores
responsáveis por dificultar, ou até mesmo impedir, a unificação da Gravitação com as demais
interações fundamentais.

Com isso em mente, durante o século XX, diversos cientistas, inclusive Albert Einstein,
tentaram desenvolver teorias que contornassem essa situação. Dentre estas, surgiu a
teoria Teleparalela, ou o Teleparalelismo, que, como vimos, tem como objetivo descrever
a Gravitação como uma Teoria de Calibre. Com isso, esse formalismo visa não somente

18Ou as conexões de Levi-Civita. Ver (CARROLL, 2004) para uma discussão a respeito do papel da métrica
e das conexões como objetos fundamentais da descrição da gravitação.
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facilitar a unificação da gravitação com as demais interações fundamentais, como também
solucionar limitações que a própria Relatividade Geral apresenta.

Dado o interesse que tal tipo de teoria suscita, neste trabalho apresentamos algumas das
ferramentas que julgamos relevantes para a sua compreensão. Com isso, pretendemos que
as discussões realizadas possam servir como base inicial para a apreensão de assuntos que
constituem o cerne do Teleparalelismo Relativístico e, consequentemente, de teorias como
as f (T), que generalizam a teoria teleparela por intermédio de modificações na lagrangiana
da teoria (GOLOVNEV; GUZMÁN, 2021).

Naturalmente, não se propõe que o presente material esgote o assunto, ou mesmo que
sirva como fonte ou guia único para o estudo dos tópicos nele constantes (ou assuntos a
estes correlatos). Ressaltamos que se visa, com este artigo, a construção de uma base que
permita aos interessados no estudo do assunto uma aproximação mais amigável ao tema -
anseio instigado nos autores ao longo do processo de aprendizagem desses mesmos temas.

Sob tais perspectivas, foi elaborada uma exposição de alguns tópicos relevantes para
a construção de tal base teórica. Realizou-se, tanto quanto possível, um processo de
tranposição do conhecimento relativo ao ferramental matemático inerente à Teoria de Grupos,
às Teorias de Calibre, à geometria diferencial e às tetradas. Espera-se que, aos interessados,
seja possível aprofundar e refinar a formalização dos conceitos aqui trabalhados, bem como
expandi-los para tópicos além daqueles tratados - dada a vastidão do arcabouço teórico
relativo a esse campo de estudo.
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