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Resumo

Considerando o Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (teoria alternativa para a descrigio
da interagdo gravitacional) obtemos, por intermédio de uma revisdo dos temas constantes na
literatura da drea, as equagdes de campo para alguns modelos de buracos negros em regime cldssico.
E feita, inicialmente, uma comparacio entre a Relatividade de Einstein - a qual se utiliza de
geometria diferencial para descrever o espago-tempo - e seu equivalente teleparalelo - que, por
sua vez, modela a gravitagdo como uma teoria de calibre (Gauge). Discorre-se, entdo, sobre as
solugdes de Schwarzschild e Kerr para as equagoes de campo (bem como suas interpretagoes fisicas)
e obtém-se os objetos matemdticos necessdrios para a construgdo de seu equivalente teleparalelo
(como tetradas, conexdes e o tensor de torsdo, por exemplo). Infere-se como essas diferentes
maneiras de formular a Relatividade sdo equivalentes entre si, matematicamente consistentes e
trazem, cada uma, variadas interpretagdes para o funcionamento do espago-tempo, realizando tanto
quanto possivel uma transposicdo diddtica dos conceitos abordados nas publicagdes estudadas. As
diferentes faces dos buracos negros sio expostas, nessa perspectiva, na medida em que é possivel
descrevé-los por intermédio de diferentes formalismos.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Buraco negro de Schwarzschild. Buraco negro de Kerr.
Teorias alternativas. Teleparalelismo.

Abstract

In the context of the Teleparallel Equivalent of General Relativity (an alternative theory able
to describe gravity) we have obtained, through the review of subjects in the literature, the
field equations for some black hole models in a classical perspective. We first compare Einstein'’s
Relativity, wich uses differential geometry to describe the space-time, and its teleparallel equivalent,
wich molds gravitation as a Gauge Theory. We then discuss the Schwarzschild and Kerr solutions
for the field equations (and its physical interpretations) and obtain the mathematical tools required
for building up its teleparallel equivalent (such as tetrads, connections and the torsion tensor).
We conclude how these distinct ways of formulating Relativity are equivalent, mathematically
consistent and provides, each one on its own way, different intepretations for the space-time
behavior, while we make the didatic transposition of the subjects in the papers or books consulted.
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The black holes many faces are then shown as it is possible to describe then through different
formalisms.

Keywords: General Relativity. Schwarzschild black holes. Kerr black holes. Alternative
theories. Teleparallel gravity.

I. INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Geral (RG), tal como construida por Albert Einstein, descreve a
interagdo gravitacional - uma das quatro intera¢des fundamentais da natureza -, relacionando
a massa e a energia dos corpos com a geometria do espago-tempo. Schutz aponta, entdo,
como Einstein modela a gravitagdo usando espagos curvos (de cardter Riemanniano); os
efeitos gravitacionais passam a ser vistos como consequéncia da curvatura inerente a
geometria adotada, enquanto a trajetéria de particulas em queda livre se relaciona com
geodésicas na superficie de uma variedade (SCHUTZ, 2009).

Esse formalismo consegue descrever corretamente uma série de fendmenos, obtendo
ampla e sélida confirmacado experimental ao longo dos anos (dentro de certos dominios
de validade). Segundo Capozziello, porém, a Relatividade Geral de Einstein apresenta
algumas deficiéncias, tais como a presenca de singularidades, a auséncia (até entdo) de
uma teoria de gravitacdo quantica consistente e a necessidade de assumir, a nivel galatico e
extra-galatico, a existéncia de matéria escura e energia escura a fim de explicar os dados
obtidos experimentalmente sobre a dindmica césmica (CAPOZZIELLO; LAMBIASE, 2014;
CAlI, 2016).

Além disso, ha diferencas conceituais na forma como a RG e as demais interacoes funda-
mentais sdo construidas: enquanto a relatividade se edifica em interpretagdes geométricas ao
descrever a gravitagéo, como dito anteriormente, as forgas fraca, forte e 0 eletromagnetismo
sdo formulados como teorias de Gauge (ou de Calibre) (ALDROVANDI; PEREIRA, 2016).
Estas tltimas também possuem cardter geométrico em sua elaboragdo, pois consideram
certas estruturas, como fibrados e espagos internos, as quais é possivel associar conexdes e
derivadas covariantes, mas ndo necessariamente atribuem, quando aplicadas a gravitagdo, os
efeitos gravitacionais a mudanga da geometria do espaco em si (ALDROVANDI; PEREIRA,
2012). Uma tentativa de unificagdo passa a ser, entdo, inviabilizada devido aos alicerces
tedricos de cada modelo. Assim, suscita-se o questionamento: ndo seria possivel reconstruir
a relatividade de forma a superar esses percalcos?

E nesse contexto que surge o Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral, uma
teoria alternativa a RG que busca descrever a gravitagdo como uma teoria de Gauge. No
teleparalelismo, ndo mais a curvatura é a causa dos efeitos gravitacionais e a lagrangiana
teleparalela, diferentemente da lagrangiana de Einstein-Hilbert - a qual se constitui com o
escalar de Ricci -, passa a adotar um escalar obtido com contrag¢des do tensor de torsdo como
argumento (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012). S4o estabelecidos novos objetos matematicos
(tais como as tetradas) responsdveis por permitir a elabora¢do do novo formalismo e da
estrutura tedrica necessdria para sua sustenta¢do (como novas conexdes, o tensor de torsdo e
superpotenciais, por exemplo) (ANDRADE, 2000b).
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Ressalta-se, também, como a busca por teorias alternativas a Relatividade constituem
um campo bastante prolifico para a produgdo de novos modelos teéricos. Com uma base
histérica cujo desenvolvimento encontra sua génese em investigagdes realizadas pelo préprio
Einstein, partindo de teorias como a de Einstein-Cartan e passando por desenvolvimentos de
Hayashi décadas depois (como indicado por Aldrovandi e Pereira), muito vem sendo feito
na drea atualmente. Abrem-se possibilidades ndo somente para o estudo do teleparalelismo,
mas também de extensdes do mesmo, com as teorias f(T), nas quais sdo consideradas fun-
¢Oes ndo lineares da torsdo na lagrangiana, ou teorias dos tipos f(R), f(R,T), tensor-escalar,
dentre uma mirfade de outras possibilidades (CAI, 2016; CAPOZZIELLO; LAURENTIS,
2015).

Tais esfor¢os em estabelecer uma nova teoria ndo descartam, no entanto, o quao bem
sucedida a RG ja se mostrou em diversos testes no regime classico. Mostram-se como
proeminentes exemplos a corre¢do nos valores relativos ao avango do periélio de Merctrio
(D’INVERNO, 1992) - no dominio de nosso sistema solar - e as recentes detec¢des de ondas
gravitacionais pela iniciativa LIGO (ABBOTT, 2016). Todavia, essas evidéncias experimentais
nao excluem a possibilidade das extrapolacdes tedricas propostas pelas teorias alternativas.
Isto é, a RG pode ser uma teoria com dominio de validade restrito as situacoes aplicadas
atualmente, mas em situagdes nas quais vale a Mecanica Quantica, como no Big Bang e
em buracos negros - onde atuam campos de extrema intensidade - uma teoria mais ampla
pode ser necessdria. Visa-se justamente superar aparentes limita¢des (como as jé citadas) do
ferramental tedrico hoje existente.

Dessa forma, é possivel descrever fendmenos - e modelos - com os quais a RG ja vem ha
muito lidando sob a perspectiva do formalismo teleparalelo. Assim, dedicamo-nos a estudar
as solugdes para alguns modelos de buracos negros em regime classico nesse contexto.
Mais especificamente, sdo levadas em conta as solu¢des de Schwarzschild e de Kerr para as
equagdes de campo de Einstein, as quais adotam simetrias e descrevem, respectivamente,
buracos negros estéticos (singularidades sem informacdo dindmica atreladas ao seu compor-
tamento) e buracos negros em rotagao (D'INVERNO, 1992). Encontramos as equagdes de
campo teleparalelas e construimos os objetos matematicos necessarios para tal, verificando a
equivaléncia entre a RG e o teleparalelismo.

II. RELATIVIDADE GERAL E SEU EQUIVALENTE TELEPARALELO

Considerando os resultados ja obtidos pela RG, é possivel desenvolver um formalismo
alternativo capaz de recuperéa-los. Tal desenvolvimento - no escopo deste artigo - parte do
conceito de transformacdo de Gauge; é necessario, porém, levar em conta as nog¢des bdsicas
da relatividade de Einstein as quais visamos reproduzir.

II.1. Conceitos fundamentais da Relatividade Geral

Na Relatividade Geral, o espago-tempo é modelado como uma variedade diferencidvel
4-dimensional. As trajetdrias de particulas (isto é, suas linhas de mundo) movendo-se no
espaco passam, entdo, a ser identificadas com geodésicas. Nessa descricdo, é de grande
importancia o estabelecimento de uma métrica - o objeto matemaético responséavel por
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estabelecer distancias no espaco - a qual se concretiza sob a forma do tensor métrico g,y
com a relagao

ds? = guvdxtdx”, (1)

ds?, entdo, é o chamado "elemento de linha", intimamente ligado com as distancias
estabelecidas no espago tempo, e u =0,1,2,3 sdo indices tensoriais!.

Dessa forma, Suv Passa a ser o objeto fundamental para descrever a gravidade (CAI,
2016), e os demais objetos matematicos do formalismo de Einstein podem ser escritos em
funcio do tensor métrico?. Destacam-se, dentre eles, as conexdes de Levi-Civita e o tensor de
curvatura (ou de Riemann): as conexdes surgem como consequéncia do cardter "curvo'que
o espago-tempo assume, podendo ser encaradas como uma forma de manter as transfor-
magodes (operagdes de derivagdo) sofridas pelos demais objetos matematicos covariantes
(de forma que continue valendo a linearidade e a regra de Leibniz em sua aplicagao) -
dai o estabelecimento da "derivada covariante"; o tensor de curvatura, por sua vez, é o
responsavel por descrever a deformacdo espago-temporal. Contraindo sucessivamente o
tensor de Riemann com a métrica, obtém-se também o tensor de Ricci e o escalar de Ricci
de maneira que, com o auxilio dos objetos citados, conseguimos escrever o chamado "tensor
de Einstein", expressdo relacionada com as equagdes de campo da RG?.

A conexao de Levi-Civita, o tensor de curvatura, o tensor e o escalar de Ricci, bem
como o tensor de Einstein, sdo respectivamente dados por (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012;
D’INVERNO, 1992):

Io—'a;u/ = %gap(aygpv + 9vgou — p&uv) 2)
RP/\;W = 0,17, =, +1°, I, — fp;yvf"/\y 3)
Ry = Ry 4)

R= g’“’l%w 5)

G = R — 3310k, ©®)

em que grandezas sobrescritas por ‘o’ referem-se a RG.
Assim, é possivel obter a formulagdo geral das equagdes de campo de Einstein, as quais
assumem a seguinte forma quando escritas com indices contravariantes:

o 1

RVV . Eﬁgw/ _ 871G

C4

oM. 7)

Por se tratar de equagdes de movimento, da mesma forma que na Mecanica Cldssica
(ver (GOLDSTEIN, 2001)), essas equagdes podem ser obtidas a partir de uma lagrangiana.
A lagrangiana em questdo serd L = L + Lg; o termo L é a lagrangiana referente a matéria

10s diferentes tipos de indice, bem como suas relac¢des, serdo melhor explicitados mais adiante.
2Também é comum se referir ao tensor métrico como simplesmente "métrica".

3Para uma discussio mais detalhada a respeito da construgdo das conexdes e do tensor de curvatura, ver
(D’'INVERNO, 1992), (CARROLL, 2004) e (LANDAU; LIFSHITZ, 1980).
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(fonte) geradora do campo, incumbida de englobar quaisquer outros campos provenientes
de demais interag¢des, enquanto @*" é o tensor energia-momento, também relacionado a
fonte do campo. L denomina-se lagrangiana de Einstein-Hilbert, expressa por

4

° C °
L——167TG\/—gR. (8)

I1.2. O Teleparalelismo como uma teoria de Gauge para o grupo das trans-
lacoes

A fim de melhor compreender os aspectos tedricos da estrutura apresentada pelo
formalismo teleparalelo, sdo necessarias nogoes a respeito de transformagdes de Gauge e de
teorias de Gauge. Conhecer certos aspectos da teoria de grupos também se faz necessario.

I1.2.1 Transformacdes de Gauge e Teorias de Gauge

Trasformacoes de Gauge, de acordo com (RUBAKOYV, 2002) e (CAPOZZIELLO; LAU-
RENTIS, 2011), sdo transformagdes de campo cujos parametros dependem dos pontos x#
do espago-tempo de forma arbitrdria, em contraste com as transformagdes globais, cujos
parametros sdo constantes e ndo dependem, portanto, dos pontos em que sdo avaliadas.
Transformacdes de Gauge correspondem, assim, a transformagdes que levam de uma dada
configuracdo de campos a uma outra configuragdo de campos.

Ja uma teoria de Gauge (ou teoria de Calibre), levando ainda em conta a bibliografia
citada, € uma teoria que apresenta invariancia sob transformagdes de Gauge. Isto €, tanto os
observéveis quanto as equacdes de campo sdo invariantes sob a aplicagdo de transformagoes
de calibre. Fisicamente, a invariancia sob transformacgdes de Gauge estd ligada a caracteristica
de que diferentes configura¢des dos campos (estes ndo observéaveis) resultam nos mesmos
observéveis fisicos.

Como exemplo de teoria de Calibre pode ser citado o eletromagnetismo, frequentemente
apresentado como a forma mais simples de uma teoria com essas caracteristicas. Os campos
elétrico e magnético, bem como os potenciais da teoria eletromagnética, obedecem as defini-
¢Oes expostas anteriormente (RUBAKOYV, 2002), além de possuirem demais semelhangas
com teorias como o Teleparalelismo (este também uma teoria de calibre) que serdo abordadas
mais adiante.

I.2.2 Grupos e seus Geradores

Conforme abordado em (SCHWICHTENBERG, 2018), um grupo (G, o) é um conjunto G,
munido de uma dada operagéo o, que obedece a certos axiomas. Estes sdo: (1) a operagéo o
é “fechada"em G, entdo Vg1,92 € G,g1 0 g2 € G; (2) existe um elemento identidade e € G tal
que, se g € G, entdo goe =eo g = g; (3) para cada elemento g € G existe um elemento g~
de forma que go g ! = ¢ 1o g =e¢; (4) vale a associatividade entre os elementos do grupo
com respeito a operagao o.

Levando em conta essas defini¢des, a fim de exprimir o significado e o funcionamento de
um “gerador”, seguiremos prosseguimento andlogo ao desenvolvido em (SHANKAR, 1994).
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Considerando um dado grupo G, uma transformacdo T pertencente a G e que seja
préxima da identidade I pode ser escrita na forma

T(e) =T1+e¢]. )

e é algum parametro infinitesimal, enquanto | é o gerador. Podemos dizer que T'(¢) é
uma transformacgdo infinitesimal pois a transformagdo através dele obtida recai na agdo
do parametro ¢, reforcando o aspecto de que se trata de uma transformacdo préxima a
transformacao identidade.

Aplicando T(e) sucessivas vezes, obtém-se uma transformacao finita g(¢), da forma

gle) = 1+e))k,

com k o namero de aplica¢des da transformagdo T'(e) feitas.

Considerando algum N € R,N >> 1, podemos escrever T'(¢), de forma alternativa, como
uma expressao T(0), dada por T(8) =1+ £ J; sdo transformagdes infinitesimais aquelas para
as quais N — oo, caso em que o termo /N comporta-se como um parametro infinitesimal
(andlogo a ¢). # é um novo parametro em func¢do do qual serdo escritas as transformagdes
tinitas provenientes de sucessivas aplica¢des das transformacgdes infinitesimais.

Considerando portanto N aplicagdes e tomando o limite de N — oo, obtemos as seguintes
igualdades:

. o \Y 4
g(@)—l\%gr;o(l—i—ﬁf) =e’. (10)

Dai o nome "gerador": | "gera"as transformagoes finitas na medida em que, quando
colocado na exponencial juntamente com o parametro 0, recupera como resultado uma dada
transformacao.

No escopo do Teleparalelismo, é de grande importancia o gerador do grupo das trans-
lagdes, o qual é dado por | = P, = %. Podemos verificar essa equivaléncia da seguinte
maneira: consideremos uma transformacdo de translac¢do g¢(a) cuja agdo em ¥(x,t), na
coordenada particular x* = x, fornece g(a)y(x,t) = P(x + a,t). Isto é, a aplicagdo da
transformacdo desloca a fun¢do por um pardmetro espacial a. Como g(a) = e“%, usando
expansdo em série de poténcia temos

2 32
T (x,t) = (1 + a% + %% + ) (1), (11)

Realizando expansdo em série de poténcias de ¥(x + &, t), vemos que

2 2
Plx+a) = (a8 + alpéi’t)a 49 lgi’;’t) % +
_ (4 0 a? 9? ;
- ( +lx8x + 2 92 + ) Plxt).

(12)

Como a equacgdo (11) coincide com a equacdo (12), vemos que de fato e”%lp(x,t) =
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P(x + a) e que, consequentemente, o gerador para o grupo das translagdes é P,.

I1.2.3 O Teleparalelismo Relativistico

De acordo com (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012), o Teleparalelismo, por sua vez, consi-
dera o espago-tempo (chamado espago externo) - neste caso, um espago de carater riemanni-
ano - como a base de um fibrado em cujos pontos sdo fixados espagos tangentes (chamados
espagos internos), que correspondem as fibras da configuracdo. A relacdo entre esses espagos
é feita por intermédio de tetradas h,", h” u, atuando sobre a métrica de Minkowski 77,:

Suv = Wabhayhbv- (13)

Tais tetradas sdo a principio sistemas de coordenadas (campos vetoriais) inerentes a
particula que percorre dada trajetéria no espaco-tempo. Assim, como possuem tanto indices
da forma {a,b,c,.. =0,1,2,3} (indices internos) e da forma {u,v,p =0,1,2,3} (indices
externos), é possivel contrai-las com uma dada métrica e obter a métrica correspondente no
outro espaco (seja ele o espago interno ou o espago externo, bastando considerar a relagdo
inversa da equacéo (13) e que h",h," = &}, h"yhy! = &7). Ou seja, da mesma forma que é
possivel manipular indices tensoriais internos utilizando a métrica 7,,, também é possivel
fazé-lo com indices tensoriais externos usando gyy.

Desse modo, com o campo de tetradas definido, o Teleparalelismo corresponde a uma
teoria de Gauge para o grupo das translagdes (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012). Isto é, na
gravitacdo teleparalela uma transformagdo de Gauge corresponde a uma translagdo na fibra
(espaco tangente ao ponto x* da base) em que é feita a adigdo de um paradmetro ¢ = e(x#),
expressa por

X' =x" + ¢, (14)
enquanto os geradores das translagdes infinitesimais serdo

0
Devido ao cardter das transformacgdes de calibre, uma transformacgdo infinitesimal pode

entdo ser escrita como

ox" = e’ Pyx”; (16)

se considerarmos, porém, ao invés de uma variac¢do infinitesimal nas coordenadas, uma
transformacao de alguma fonte (x”(x*)) geradora do campo, notamos que sua derivada
ordindria ndo é covariante (pois € ndo é constante):

0(0utp) = €"0,(0u1p) + (9,,€")0ap. (17)

Assim, para recuperar a covariancia, introduz-se o potencial de Gauge A, = A", P;, o
qual faz parte da dlgebra de Lie do grupo das translagdes. Desse modo, defini-se a derivada
covariante abaixo, a qual é covariante sobre transformacdes infinitesimais e é da forma
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hutp = 0y + A"4dap. (18)

Reescrevendo a equagdo (18) como k¢ = h*,d,9, encontramos a expressao do campo
das tetradas,

Wy = 3,x" 4 A, (19)

Além disso, tratando-se de uma transformacdo de Gauge, o formalismo exposto até
entdo apresenta a propriedade de que o tensor intensidade de campo F?,, pode ser obtido
com o comutador da derivada covariante 1, (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012). Logo, da
equagdo (18), temos que

[hy,hy] — Fa]/u/Pa (20)

e F“W é, portanto, o tensor intensidade de campo para o campo de Gauge gerado; ao
expandir essa operacdo, por inspecdo, esse termo pode entdo ser reconhecido como a
expressdo geral para a torgdo, T“W, conforme indicado por Andrade e Pereira (ANDRADE;
PEREIRA, 1997a). Ou seja, ha uma correspondéncia entre o tensor intensidade de campo
e a torcdo, uma grandeza relativa a geometria do espago-tempo. Assim, de acordo com
Andrade e Pereira, a tor¢ado é identificada como:

TPy = hoP Ty = haPd, % — hafd,h%y = TPy, — TP, # 0. (21)

Grandezas sobrescritas por ‘e’ referem-se a grandezas em diferentes formalismos - ndo
necessariamente no escopo e sob as defini¢des da RG -, sendo usadas para indicar os objetos
da Gravitagdo Teleparalela ou, até mesmo, em formalismos mais gerais. Ie uv, por exemplo,
é a chamada conexdo de Weitzenbock, e pode ser expressa por

P = hafOuh0,,. (22)

Trata-se da conexdo teleparalela a qual pode, num contexto mais amplo, ser identificada
como um caso particular da conexdo de Cartan, que assume forma semelhante (ANDRADE;
PEREIRA, 1997D).

Neste ponto, é interessante notar outro paralelo que pode ser tracado entre a teoria
eletromagnética e o teleparalelismo, na medida em que ambas sdo teorias de Gauge. No
eletromagnetismo também surge um tensor intensidade de campo e, assim como na equagao
(20), ele depende de potenciais A, (uma vez que h”, depende desses potenciais, como
mostra a equagdo (19)), podendo ser expresso na forma (RUBAKOV, 2002; GRIFFITHS,
2013)

Fuy = 0, Ay — 9y Ay (23)

Vemos, porém, que tanto a intensidade de campo quanto o potencial eletromagnéticos
ndo possuem indice interno. Ou seja, em comparagdo com o equivalente teleparalelo, o
eletromagnetismo coloca-se como um caso mais restrito de uma teoria de Gauge. Evidencia-
se, assim, uma semelhanca estrutural entre o teleparalelismo e a teoria eletromagnética.
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Salientamos somente que a equagdo (23) diz respeito ao eletromagnetismo, a despeito da
convencgdo usada para os potenciais.

Como a conexdo de Weitzenbock, por sua vez, ndo é simétrica em seu ultimo par de
indices, a equagdo (21) indica uma tor¢do ndo nula, diferentemente da RG, em que IOWW
(equacdo (2)) é simétrica no ultimo par de indices e resulta numa tor¢do identicamente nula,

’Io—‘p’/ﬂ/ - fpyy - fpyv — 0. (24)
Vale ressaltar, também, que as equagdes (19), (21) e (22) assumem as formas mostradas

devido ao referencial adotado - o referencial inercial das tetradas. Em casos mais gerais,

surgem nessas expressdes a conexdo de spin, identificada por A%, e que representa os
efeitos de uma transformacgdo de referenciais. Para a conexdo de Cartan (ver a equagdo (22))

na base tetrada (nosso sistema de referencial), porém, ela é nula. Ou seja, A%, = 0.

A vista disso, grandezas dependentes somente da conexdo de spin também serdo nulas
(uma vez que esta o é devido ao referencial adotado). E esse o caso da curvatura, cuja
expressao se dd em termos da conexdo de Lorentz/spin. Considerando, entdo, que a

curvatura pode ser escrita em func¢do, unicamente, da conexao A”by e de suas derivadas por
meio de uma fungdo da forma

Rabyv = f(AabwavAaby)r (25)

aferimos que, no Teleparalelismo, a curvatura é nula. Ou seja, enquanto a RG é uma teoria
na qual ha curvatura e a torgdo é identicamente nula, no formalismo teleparalelo ocorre o
contrdrio: a gravitacdo é representada pela tor¢do, e a curvatura é igual a zero.

Isto posto, é possivel relacionar a conexdo de Weitzenbdck com a conexdo de Levi-Civita
por intermédio da relagdo

fpyv = Io—'pyv + Kp;n// (26)

em que K¢, é o tensor de contorgdo, dado por

. 1 . . .
prv = i(Tﬂpv + Tvpy - prv)- (27)

II.3. A lagrangiana teleparalela e suas equagdes de campo

De acordo com (ANDRADE; PEREIRA, 1997a), a lagrangiana para campos de Gauge
para o grupo das translagdes (caso do Teleparalelismo), assume a forma

ket 1

- 167G |4

Tﬂyv TbengNapr , (28)

em que T”W é a intensidade do campo e, como identificamos anteriormente, no caso da
gravidade teleparalela, coincide com a tor¢do. Além disso, Ny,"" = 1,,¢"° = 115h"h. Como
temos a presenca de tetradas, os indicies internos (algébricos) e externos (de espago tempo)
podem ser transformados um no outro. B necessario, dessarte, incluir todas permutagoOes
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ciclicas possiveis dos indices 4, b e c na equacdo de N,;,'f . Realizando tais permutacdes e
substituindo na equacao (28), obtemos (ANDRADE; PEREIRA, 1997a)

r het ra b uf 1, cp 1 01, v vy P
L= RT w1 08 th h 1 + Eha hy” —ha"hy,
he*t 1. . 1. . . .

Essa é a lagrangiana teleparalela; ou seja, as equag¢des de campo de particulas, no
referencial inercial das tetradas, sob o formalismo teleparalelo, podem ser obtidas a partir
da equagdo (29).

Usando as defini¢des da curvatura com a conexdo de Weitzenbock (a qual é nula) e a
equacgdo (26), é possivel encontrar a relagdo entre Lea lagrangiana de Einstein-Hilbert:

. ° 4 .
L=L—ay(ChTVVV). (30)

81G
Isto é, a despeito de um termo de divergéncia, a lagrangiana teleparalela é equivalente a
lagrangiana da RG (Einstein-Hilbert).

Considerando, entdo, uma lagrangiana da forma L = L+ Ls, e usando leis de conservagao
(teoria de Noether), escrevemos o equivalente teleparalelo das equagdes de campo na equagao
(7) (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012):

3¢ (hSsP7) — khj,P = kh®,", (31)

em que k =81G/ ct, S.ap‘f é chamado superpotencial e jaP é a corrente de Gauge, dados
respectivamente por

S.ap(f - Kpaa - haUTHPB + hap TGUG/ (32)
S AP nt .
]a - Eha SC T Vi - 7L (33)

Usando a identidade na equagdo (26) é possivel, também, relacionar a equacdo de campo
em (31) com grandezas da RG, ao mostrar como o membro esquerdo da equagéo teleparalela
obedece a relagdo

90 (hS47) — k(h],P) = h(R,P — 1/2h, R). (34)

[I. ArcumAs SOLUCOES PARA BURACOS NEGROS EM REGIME CLASSICO

Devido a nao linearidade das equagdes de campo deduzidas por Einstein (equagdo
(7)), encontrar solugdes exatas que as satisfagam torna-se um trabalho bastante dificil
(D’'INVERNO, 1992). Um caminho para encontrar solu¢des de forma analitica (ndo numérica)
passa a ser, portanto, adotar simetrias inerentes aos problemas considerados. E nesse
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contexto que se encontram os modelos de Schwarzschild e de Kerr para buracos negros na
perspectiva cldssica, que sdo solugdes para as equagdes (7) e se edificam sobre a suposi¢ao
de simetrias a respeito da constituicio da métrica.

III.1. A Solugédo de Schwarzschild

A solucdo de Shwarzschild para as equagdes de campo de Einstein descreve, do ponto de
vista de uma interpretagdo fisica, um buraco negro estatico; isto €, uma singularidade sem
qualquer varidvel dindmica atrelada ao seu comportamento. Tal solu¢do surge, conforme
dito anteriormente, como fruto da adogdo de simetrias a respeito da métrica considerada -
neste caso, a simetria mais simples possivel, a esférica.

Assim, foi sob as condi¢bes de uma simetria esférica e de uma métrica estaciondria e
estatica que, pouco tempo ap0s a publicacdo dos trabalhos que traziam as equacdes de
campo de Einstein, Schwarzschild conseguiu deduzir sua solu¢gdo (SCHWARZSCHILD,
1916)%.

Seguindo, entdo, o procedimento exposto em (D’INVERNO, 1992) para a dedugdo dessa
solugdo, podemos considerar, antes de assumir as particularidades impostas a solugao de
Schwarzschild, uma solugdo geral em coordenadas esféricas,

(x*) = (xo,xl,xz,x3) = (t,7,0,¢). (35)

Como queremos uma solugdo de carater esférico, assumimos que transformacgdes nas
coordenadas 6 e ¢, do tipo 0 — T — 6, ¢ — —¢, deixam a métrica invariante. Nao aparecerdo,
portanto, termos cruzados d0d¢$ no elemento de linha, que serd dado por

ds? =A(t,r)dt> — 2B(t,r)dtdr — C(t,r)dr*+

— D(t,7)(d6* + sin®8d¢?), (36)
na qual A, B, C e D sdo fungdes de r e t; ndo dependem de 6 e ¢ pois, como discutido, ha
invaridncia ao longo dessas coordenadas (e dependem de ¢ pois aqui tratamos do caso geral,
sem levar em consideracdo, ainda, o cardter estatico que a solucdo deverd ter).

Ja os termos com dr? e d6? + sin?0d¢? sdo oriundos do elemento de linha de uma
superficie esférica bidimensional, quando consideradas somente as componentes espaciais.
Ou seja, de fato a equacdo (36) descreve uma simetria esférica na medida em que leva em
conta todos os termos possiveis, tanto temporais quanto espaciais, que poderiam aparecer
na expressdo de acordo com os limites impostos pela hipétese de simetria esférica.

Realizando mudangas de coordenadas convenientes e reescrevendo os coeficientes de
cada termo diferencial®, é possivel reduzir o elemento de linha a forma

ds? = ePdt? — eldr? — r?(d6? + sin? 0d¢?), (37)

%A tradugdo para o Inglés do artigo original, publicado em Alemao, pode ser encontrada em (SCHWARZS-
CHILD, 1999).
S A realizagdo dessas operacdes, passo a passo, podem ser conferidas em (D'INVERNO, 1992).
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em que p = p(t,r) e q=q(t,r)°.

Para determinar os valores dos coeficientes p e g usamos as equagdes de campo de
Einstein (no véacuo) - ponto a partir do qual as consideragdes especificas do modelo de
Schwarzschild passam a ser levados em conta. Assim, por inspe¢do percebemos que ao
elemento de linha na equacdo (37) se associa a métrica covariante

Suv = diag(ef, —ef, —72, —r?sin? 0). (38)

De posse da métrica acima, podemos entdo usar a equacdo (6), juntamente com as
defini¢cdes de conexdo, tensor de curvatura e escalar de Ricci, para calcular o tensor de
Einstein. Ao fazé-lo, nota-se que suas componentes nao nulas Go°, Go', G' e G2 levam a
trés equagdes independentes,

——==0; (39)

Nessa tltima expressdo, pontos representam a derivagdo em relagdo ao tempo, enquanto
linhas representam derivadas sobre o raio.

Resolvendo essas equagdes, encontramos os valores de e” e ¢ e, consequentemente,
chegamos a Solugdo de Schwarzschild nas coordenadas (t,7, 9,47)7, resultando em

-1
ds® = (1 — 27m> dt* — <1 — 27’”) dr? — r*(d6? + sin®0d¢?); (40)
aqui, m = GM (ou m = GMc~?, em unidades ndo relativisticas) é a chamada massa geomé-
trica.

Ou seja, deixamos de ter a forma mais geral possivel para um elemento de linha com
simetria esférica, como na equagédo (37), e obtivemos a solucdo esférica mais geral possivel
para as equagdes de campo de Einstein. Isso é verdade pois determinamos os valores das
varidveis p e q por intermédio do tensor de Einstein (o qual estd intimamente ligado com as
equagOes de campo no vacuo, uma vez que G,y = 0 é um caso particular da equagao (7)).

Nota-se a existéncia de uma indeterminacdo em

r=2m. (41)

Trata-se da tnica singularidade intrinseca - ndo removivel com mudancas de coordenadas
- da solucdo na equagéo (40) de forma que r = 2m é chamado ‘Raio de Schwarzschild’. E
o ponto no qual o cardter das componentes ggp e g11 se invertem, passando de tipo-tempo

®Por convencdo, a notagao das coordenadas utilizadas foi mantida: nao escrevemos t, #/, ... ap6s as
mudangas de coordenadas.

"Mais uma vez, a notacdo das varidveis foi mantida a mesma, por convencéo, a despeito de quaisquer
redefini¢des das coordenadas.
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para tipo-espaco, e vice-versa. Por esse motivo os cones de luz curvam-se, no diagrama
espago-temporal, para o interior da singularidade, ndo havendo mais "futuro” possivel para
a particula que ultrapasse esse ponto além daquele voltado para a singularidade. E a
superficie onde ha o ponto de 'ndo-retorno” da particula.

Uma forma alternativa de escrever a solugdo de Schwarzschild é tentar aproximaé-la, tanto
quanto possivel, de um espago euclidiano tridimensional. Para isso, usamos coordenadas
X" de caréter esférico, estético e isotrépico. Com esse objetivo escrevemos (D'INVERNO,
1992) (PEREIRA, 2001)

ds? = g,y dX" dX" = C(p)dt* — D(p)(dp? + p*d0?);

(42)
dQ) = d6* + sin®0d¢?,

que é a "solugdo de Schwarzschild em coordenadas isotrépicas". p é a varidvel ligada a
coordenada radial de X*'; C(p) e D(p) sdo os coeficientes que acompanham os diferenciais
e possibilitam uma aproximagdo, em forma, da expressdo do elemento de linha com um
espago euclidiano. Essa aproximacdo se evidencia ao escrever os termos que acompanham
D(p) nas coordenadas X*', caso em que obtemos a expressido ds? = C(p)dt? — D(p)[(dX )2 +
(dX%)% 4 (dx)2].

Nas coordenadas de carater esférico X/ as componentes espaciais sio tais que

X! = psinf cos ¢;
x? = psin@sin¢; (43)
X% = pcosb.

No entanto, as coordenadas em (35), frequentemente chamadas de "coordenadas de
Schwarzschild", também possuem uma singularidade em r = 2m. Para um observador
externo, uma particula caindo em diregdo ao buraco negro parece levar uma quantidade
infinita de tempo para atingir a superficie delimitada pela raio de Schwarzschild. Suas linhas
de mundo radiais, isto é, a trajetéria que a particula descreve, possuem comportamento
assintotico.

Mas esse evento ndo é percebido no referencial da particula, o qual leva em conta o
tempo préprio e ndo a coordenada t de um observador externo. Ou seja, no referencial da
particula, ela consegue atingir r = 2m e r = 0 em um tempo finito. Assim, é possivel realizar
uma mudanga na coordenada temporal para corrigir esse comportamento, que é fruto de
uma limitagdo das coordenadas adotadas, e ndo um reflexo concreto do real comportamento
tisico do evento.

Fazendo t — f (ver (D'INVERNO, 1992)), conseguimos contornar a singularidade e
estender a solugdo de 2m < r < oo para 0 < r < 2m. Reescrevendo o elemento de linha na
equacdo (40) com essa nova coordenada, encontramos a chamada "Forma de Eddington Fin-
kelstein"da solugdo de Schwarzschild. Contudo, se usarmos v = f 4 r (chamado pardmetro
temporal avangado) no lugar de simplesmente f, é possivel escrever o elemento de linha
resultante de maneira mais simples.

Obtemos, assim, a solu¢do de Schwarzschild em "coordenadas avangadas de Eddington-
Finkelstein", (v =f+7,r,0,¢):
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ds? = <1 — 27771) dv? — 2dvdr — 1*(d6* 4 sin? 0d¢?). (44)

III.2.  Buracos Negros em Rotagdo e a Solugdo de Kerr

A solugdo de Kerr, por sua vez, agrega cardter dindmico ao comportamento da fonte do
campo por ela descrito. Sob a perspectiva da interpretacdo fisica, refere-se a um buraco
negro com rotagdo constante - modelo que s6 foi possivel ap6s a elaboragdo da solugédo, por
Kerr, quase cinco décadas apds a dedugdo da Solugdo de Schwarzschild (KERR, 1963).

E possivel deduzir tal equagao utilizando o método de Newman Janis - também chamado
de algoritmo de Newman Janis -, o qual usa complexificagdo de coordenadas a fim de chegar
até a solugdo encontrada por Kerr (D’INVERNO, 1992; NEWMAN; JANIS, 1965; DRAKE;
SZEKERES, 1998).

Dessa forma notamos, entdo, que é possivel recuperar os coeficientes ndo nulos da
métrica da equacdo (44) na forma

g =1 + IVnt — mtm" — m"m (45)
se usarmos as tetradas (D'INVERNO, 1992, CANONICO, 2012)

1" =(0,1,0,0) =4 ;
nt = (-1,-1/2(1—2m/r),0,0) = =65 —1/2(1 —2m/r)d} ;

1 i 1 i
w_ _ 1z A (46)
SN (0'0'1’ sine> "2 (‘52 i sin6‘53) ’
1 —i 1 i
gl — 1 —— | =——_ 5P‘ _ 514
RN (0’0’ ’sin9) rﬁ( > sinf 3) ’

com m# o complexo conjugado de m*. Se permitirmos que r assuma valores complexos
(artificio que faz parte do método de Newman-Janis) as tetradas acima podem ser reescritas

como
"=l
n”:—ég—l/Z{l—m<%+%)}(5{‘;
1 i (47)
e By
m 3 ((52+sin953> ;

Ao fazer, entdo, as mudancas de coordenadas v — v/ = v +iacosf, r — ' = r +iacos0,
0 —6"e ¢— ¢, sdo obtidas componentes I'*, n'*, m'* e m't que correspondem a solugao
de Kerr quando aplicadas numa relag¢do na forma da equagédo (45) (quando fazemos ¢’ =
U'n'V +1"n'" — m'Mm'V — m'Vm'*). Com isso, obtemos a solucdo de Kerr em coordenadas
avancadas de Eddington-Finkelstein:
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ds? = (1 — %) dv* — 2dvdr + %(2&1 sin?0)dvd@ + 2asin® 0drdp — p*do*+ (48)

— ((72 + a%)sin? + %(a2 sin40)) dg?;

p2 = 1% + a®cos? 6. (49)

Reitera-se que, mais uma vez, foi mantida a notagdo (v,1, 9,43) por convengao e que
¢ =—¢' = —¢. Além disso, aparece o parametro temporal v pois, na dedugdo do elemento de
linha na equacgdo (48), partimos da solu¢do de Schwarzschild em coordenadas de Eddington-
Finkelstein (equacao (44)).

Para recuperar, entdo, as coordenadas esféricas, é necessdria uma mudanca de coordena-
das da forma (v,7,6,¢) — (t,7,0,¢). Para isso, sdo feitas as transformagdes

dv:df+dr:dt+%dn

4§ = dgp + ~dr; (50)
A =1* —2mr + a?.

Obtemos, entdo, a chamada solucdo de Kerr na forma de Boyer-Lindquist:

) 2
ds* = F%(dt —asin®0 d¢)? — 51;2 6 [(r* + a?)d¢ — adt]* — %drz — p*de>. (51)

O coeficiente a, introduzido durante a utilizacdo do método de Newman-Janis e até entdo
uma constante qualquer, esté relacionado com a velocidade angular da fonte - ou seja, do
buraco negro em rotagdo. Mais especificamente, a pode ser identificado como o momento
angular por unidade de massa (CARROLL, 2004; MISNER, 1973). Até o ponto em que
consideramos o conjunto de tetradas na equagdo (47), tratdvamos de transformagdes ainda
relativas a solu¢do de Schwarzschild. J4 a partir da equacdo (48), passamos a nos referir a
um corpo que gira, uma vez que foi introduzido a. Nota-se como o caso de Schwarzschild é
recuperado quando a = 0, indicativo de uma rotagdo nula (se a fonte ndo gira, volta a valer
a solucao de Schwarzschild).

Além disso, a equagdo (51) é estaciondria e axialmente simétrica. A tinica singularidade
intrinseca do modelo, que ocorre quando p = 0, implica em uma uma singularidade em
formato de anel com raio 2 no plano equatorial z = 0 - uma consequéncia matemaética de p
ser nulo - e m continua a ser identificado como a massa geométrica, assim como o era na
equagdo de Schwarzschild da qual partimos (D'INVERNO, 1992).

IV. DiNAmicA DOS Buracos NEGROS NO CONTEXTO TELEPARALELO

Com o ferrametal desenvolvido até aqui - o formalismo teleparalelo - podemos, entdo,
tentar achar o equivalente alternativo as equagdes de campo para os buracos negros de
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Schwarzschild e de Kerr. Para tal é necessdrio, primeiramente, encontrar a forma que
assumem as tetradas em cada modelo. Com elas serd possivel calcular as conexdes e,
consequentemente, as componentes ndo nulas da tor¢do. Assim, teremos os ingredientes
necessarios para construir as equagdes de campo.

IV.1. Modelo de Schwarzschild

No caso de Schwarzschild, considera-se inicialmente a forma isotrépica da solugdo
(equagdo (42)), em que aparecem os coeficientes C(p) e D(p). Segundo Hayashi, em
um sistema estético isotrépico como o x# adotado, podemos assumir, sem perda de
generalidade, que as tetradas sdo diagonais (HAYASHI; SHIRAFUJI, 1979). Assim, levando
em conta as equagdes (42) e (13), inferimos que as tetradas serdo dadas por

(52)

E possivel ver como a tetrada acima obedece as condicdes necessarias ao notar que,
usando a forma matricial, se contrairmos h,/ por ela mesma e pela matriz da métrica
de Minkowski Ny, TeCuperamos a métrica Sulv! do elemento de linha de Schwarzschild -
procedimento descrito pela equagdo (13). Ja a forma diagonal é permitida pois ndo ha perda
de generalidade em adota-la, como apontado por Hayashi. A matriz inversa ha pode ser
obtida invertendo cada um dos elementos de i/, por se tratar de uma matriz diagonal.

Além disso, nas coordenadas de Schwarzschild (indicadas na equagdo (35)), vemos que o
elemento de linha na equacdo (40) é da forma

ds* = goodt® + gu1dr® — r*d6* — r*sin?0d¢?, (53)

enquanto goo e g11 sdo componentes da métrica de Schwarzschild, a qual pode ser obtida
diretamente a partir do elemento de linha na equacao (40).

Assim, comparando termo a termo os elementos de linha da solugdo de Schwarzschild
em coordenadas esféricas (equagdo (53)) e em coordenadas isotrépicas (equacdo (42)),
encontramos a correspondéncia entre as componentes das coordenadas X" e as coordenadas
esféricas (PEREIRA, 2001),

C(p)dt? = goodt* = C(p) = goo; (54)
—D(p)p?(d6?* + sin?d¢?) = —1?(d6* + sin?0d¢p?) = p+\/D(p) =1 (55)
J _
_ 2 _ 2_ 90 _ 811
D(p)dp” = gndr® = -~ Do)’ (56)

Como x* = (t,1,0,¢) e XH = (X9, x1,X2%,X3) = (t,psinfcos¢,psinfsing,pcosf) é possi-
vel, dessarte, usar a transformagdo geral de coordenadas
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/

0XY
oxH

para encontrar a tetrada 1", no sistema de coordenados esférico. Ou seja, estamos levando a

W, = h, (57)

. . s . ! 4 .
tetrada h“,/, escrita em termos das coordenadas isotrépicas X", até a tetrada h”y, escrita em
termos das coordenadas esféricas x*. A operagdo de mudanca de coordenadas é feita termo
a termo. Por exemplo, paraa =1 e y =3, temos

oxY oxV ox? | ox¥
1 = - 1 / _ 1 !/ I /
h3_8¢h0+a¢h1+a¢h2+a¢h3 -
= op mrgz)cosq))hl » = —rsinfsing.

Consequentemente, se definirmos oo = /00 € Y11 = \/—&11, as tetradas 1, e h," no
sistema x* serdo

Y00 0 0 0
ho— 0 711sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing | (59)
= | 0 ~q1sinfsing rcosfsing rsinfcos¢p |’
0 Y11 cosf —rsinf 0
Yoo 0 0 0
-1 o3 -1 . . -1 .-
Bt = (1)1 = 0 711 'sinfcos¢ r 'cosfcos¢p —(rsind) " sing (60)

0 911 !sinfsing r lcosfsing (rsinf) cos¢
0 Y11 L cos@ —r~1lsin@ 0

Com as expressOes para as componentes das tetradas, é possivel usar a equagdo (22)
a fim de encontrar as componentes ndo nulas da conexdo de Weitzenbock para o caso de
Schwarzschild, uma vez que esta é definida como uma contracdo das tetradas e de suas

derivadas. Por exemplo, para I'’y; temos

100 = 1,00, h% =

200 = Or 200)- (61)

1
N

Ao todo, as conexdes nao nulas sao:

% = 0,[In\/300); 12, =T%;= —rgn;

. . . 1
1 = 9[In\/=gu]; Iy =T%; = = (62)
. r .
1_‘122 = — ) F233 = —sinfcosb;
v =811
1;133 = 1.—‘122(51119)2} f323 = F332 = cot®.
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Seguem diretamente das conexdes ndo nulas e da equacdo (21), assim como em (PEREIRA,
2001), os termos nao nulos de tor¢ao oriundos de uma subtracdo de conexdes com os tltimos
dois indices permutados:

0 = —3,[In \/Z00; 700 = 3 [In/goo);
. 1— /o7 . 1— o
T?y = _(=vEEn) p gll); T = 1= v=eu) p 811); (63)
o, (1—v=gu) 7o (1—v=gu)
31 — r 7 13 — —1’ .

As conexdes na equacdo (62) evidenciam como a conexdo de Weitzenbock ndo é simétrica
no ultimo par de indices, sendo permitida a existéncia de termos de tor¢do diferentes de
zero. Estes, por sua vez, indicam na equagdo (63) como, de fato, a tor¢do é antissimétrica em
seu ultimo par de indices.

Por conseguinte, de posse das expressdes dos objetos matematicos calculados até en-
tdo (tetradas, conexdes e tor¢do) e conhecendo as componentes ndo nulas da métrica de
Schwarzschild (equagdes (40) e (53)), conseguimos calcular o equivalente teleparalelo as

equacgoes de campo de Einstein (equagdo (31)). Isso é possivel pois tanto E.},ZP‘T (equacdo (32))
e J.° (equagdo (33)) sdo dados em funcdo dos objetos mateméticos citados.

Usando as tetradas encontradas nas equagdes (59) e (60), nds calculamos, por intermédio
da equacgdo (29), a expressdo da lagrangiana para a Solucdo de Schwarzschild no contexto

teleparalelo, a qual é um dos constituintes do termo J,°:

. C4h . . . . . .
L :%goo(ToloTzu + 0101013 + T?12T013)
64)
cth 1-+/- 1-v=gu]’ (
~8rGS (zfgnafﬂnvm] " {—gn} |

Ademais, ressalta-se que, como estamos tratando de solug¢des no vécuo - isto é, caso
em que na RG o tensor de Einstein (ver equacgdo (6)) é nulo e, consequentemente, o tensor
energia-momento também o é -, ndo ha campos referentes a matéria. Por conseguinte,
também trataremos de solucdes para regides no espaco onde ndo ha matéria e as linhas de
campo manifestam-se no vacuo. E suficiente, portanto, considerar equacdes de campo na
forma ag(hS.aW) —kh faP =0, com o segundo membro da equacdo igual a zero - membro
com o tensor energia-momento, aqui igual a zero.

Nota-se que ha somente um indice repetido - chamado indice mudo - na expressdo da
equacgdo de campo descrita acima, designado por ¢. Pela convengdo de Einstein, havera
soma com respeito a esse indice em cada uma das equagdes de campo possiveis. Os demais
indices, a e p - chamados indices livres -, podem assumir qualquer valor dentro de suas
defini¢des, resultando em 16 diferentes possiveis equagdes de campo cuja férmula geral é
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90(hSa0) + 91 (hSafY) + 92 (hSa 2) + 95(hS.3) — khj,P = 0. (65)

a e p podem ter os valores a = (0,1,2,3), p = (0,1,2,3). Nocasoem quea=0e p=0,
por exemplo, nés calculamos a seguinte equagdo de campo teleparalela:

. 1.
o:(Inh) + 9,(In/300) + 9, (InT?,) = 5Tzu,- (66)

substituindo as componentes da torgdo, indicadas na equagédo (63), podemos expressar a
equagdo de campo (66) da seguinte maneira (com os elementos da métrica deduzidos a
partir do elemento de linha na equagao (40)):

3,(Ink) + 3, (In \/go5) + 9 [m (ﬂ)] _1=veeu 67)

r 2r

IV.2. Modelo de Kerr

Analogamente ao caso de Schwarzschild, é possivel escrever o equivalente teleparalelo
as equagdes de campo para a solugdo de Kerr, bem como encontrar as conexdes ndo nulas e
as componentes ndo nulas da tor¢do. Aqui, exploramos a obtencdo destes tiltimos objetos
matematicos.

A tetrada que recupera a equagdo (51) é, segundo (PEREIRA, 2001) e (ALDROVANDI;
PEREIRA, 2012), dada pela matriz

Y00 0 0 n
po= 0 i1sinfcos¢p 7y cosbcos¢p —ksing 68)
=1 0 ~1sinfsing 7apcosfsing kcos¢ |’
0 Y11 cosf —Y22sinf 0
cuja inversa h," é
Yoo 0 0 0
—kg®sing ’yl_ll sinfcos ¢ 72_21 cosfcosp —k lsing

ht = (69)

kg®cosp i 'sinbsing 7, cosfsing klcos¢
0 71_11 cos?@ —72_21 sinf 0

Nas equacdes (68) e (69), k* = 11> — gz3 e 17 = 52, com 00 = /00 € Vi = /~&iisi €
{1,2,3}. Ressalta-se que, tratando-se da solugdo de Kerr, os elementos g, e g referem-se,
naturalmente, a métrica do elemento de linha na equacéo (51).

E possivel verificar que as tetradas nas equagdes (68) e (60) de fato recuperam a métrica
de Kerr com o auxilio da equagdo (13) e da relagdo h*,h," = d; (ambas satisfeitas neste caso).

Repetindo o procedimento da secdo anterior, a equagdo (22) fornece as seguintes conexdes
nao nulas:
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1001 = 9, [In\/300);

fozg = kgOS'yzz cos0;

Iy =9, [In+/—g11);
I = 9g[In vV —811l;
. ksin®
gy = ———;

Y11
%) = d,[In\/—g2];
. kcos9
%5 = — ;

Y22
. cost
I —rmk ;

f332 = 89 [ln k] .

f013 = kg03’)’11 sinG;

. or 1
[0, = () +20,(k)g%;

Yoo @ 2
. () 1, .2 03
103 = 02 4 Z94(k ;
32 700 5 o(k7)g
Iy = —E;
T11
2, = m; (70)
Y22
2y = dg[In\/—gnl;
. sinf
%3 = _711k ;

f331 = ar [ln k],

As componentes ndo nulas da tor¢do correspondentes sdo, consequentemente (mais uma

vez, foi usada a equagdo (21)):

701 = —3,[In\/300);
7010 = 3,[In \/g00);

o a .
T3 = % + kg% (0, (k) — y115in6);

. 3, .
70, = o) kg% (9y (k) — y115in6);

Y00

. d
T = %(1) + kg (99 (k) — y22c0s6);

Yoo

. )
T3 = _9(n) _ kg% (3 (k) — y2cos6);

Yoo

T'1, = —9[In v —81l;

T 5 = dp[In/—g11);
T 12 =0, [In\/—gm] — m;
Y22
2 T11
T 21 = —0y[In/—g00] + —;
Y22
. 1
T35 = E(ar(k) — 7118in0); (71)
‘3 1 .
T°31 = E(fyn sinf — 9,(k));
s 1
T°y3 = E(ag(k) — Y2 c0s6);
s 1
T 32 = E(’)’ZZCOSQ — ae(k))

Vale pontuar que algumas das conexdes calculadas na equagédo (70) apresentaram dis-
crepancias em relagdo aos resultados expostos pela referéncia consultada (PEREIRA, 2001).

Mais especificamente, houve discordancia entre alguns sinais das conexdes [0y, T03, e T05;.
Consequentemente, quatro das componentes da tor¢do na equacgdo (71) (T%3, T3, T3

e T%;) também diferiram das expressdes presentes na referéncia citada. Dessa forma, os
possiveis motivos dessas discrepancias ainda sdo objeto de investigacdo, instigando possiveis

discussdes futuras.
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V. CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho descrevemos um formalismo - o Equivalente Teleparalelo da
Relatividade Geral - responsavel por modelar a interacdo gravitacional como uma teoria de
calibre. Nesse sentido, demonstramos como é possivel elaborar uma teoria alternativa a RG
capaz de descrever corretamente a dindmica dos eventos fisicos considerados (no caso os
modelos de buracos negros de Schwarzschild e Kerr) e recuperar resultados andlogos aos ja
obtidos pela relatividade de Einstein (quando considerado o dominio da Fisica Cléssica).

Nessa perspectiva, ao estabelecer a identidade (26) foram obtidas, consequentemente,
uma série de equivaléncias entre essas diferentes teorias. Foi mostrado, por exemplo, como a
lagrangiana de Einstein-Hilbert e a lagrangiana teleparalela diferem somente por termos de
divergéncia; dessa correspondéncia seguiu, por sua vez, a intima relacdo entre as equagdes
de campo teleparelas (também frutos da utilizagdo da equagdo (26)) e as grandezas da RG,
materializada na equacgéo (34).

Sob tais consideragdes, obtivemos o equivalente das equagdes de campo para a solugdo
de Schwarzschild (a exemplo da equacéo (67)), bem como os objetos matematicos necessérios
para tal. Isso possibilitou a visualizagdo, de maneira mais concreta, de alguns aspectos
ja previstos pela teoria desenvolvida anteriormente. Da equagdo (67) é evidente, por
exemplo, uma caracteristica inerente a solu¢do de Schwazrschild também na RG: nota-se
que a indeterminagédo (singularidade) em r = 0 persiste, uma vez que o limite da equacao
alternativa encontrada quando r — 0 é indeterminado.

Outro ponto cuja visualizagdo foi concretizada devido a realizagdo desses célculos foi a
percepcdo de como, ao considerar a gravitagdo como uma teoria de Gauge para o grupo das
translagdes, ndo mais a métrica g, € a responsével por atuar como bloco fundamental de
construcdo da teoria. Utilizando tetradas (equagdo (19)) inferimos como estas, juntamente
com as conexdes de Cartan (equagdo (22)) passam a ser os ingredientes com os quais
podemos definir os demais objetos matemadticos: componentes da tor¢do, superpotenciais,
a lagrangiana do sistema fisico em questdo, as proprias equagdes de campo, etc. (como
indicado em (CAI, 2016)).

Nao se deve, porém, pensar que o escopo das aplica¢des e elaboragdes do formalismo
teleparalelo se restrinja a reescrever as equagdes de campo desses modelos. E possivel
utilizar o formalismo desenvolvido para a descricdo de demais modelos tedricos (ndo
necessariamente de buracos negros), a exemplo do equivalente teleparalelo da Teoria de
Kaluza Klein ou da construgdo do gravitomagnetismo (ver (ANDRADE, 2000a) e (SPANIOL;
ANDRADE, 2009) para maiores detalhes).

Além disso, a propriedade do Equivalente Teleparalelo de recuperar as bem sucedidas
previsdes ja corroboradas pela RG é somente parte do grande potencial das teorias alter-
nativas. Visa-se justamente, ao considerar esse tipo de teoria, buscar alguma descrigdo
tedrica mais ampla capaz de superar as aparentes limitagdes da teoria da Relatividade Geral
(como jé citado anteriormente) a fim de melhor descrever eventos cosmoldgicos ou dreas da
gravitacdo em si.

Nesse contexto tem-se, portanto, uma série de teorias que vao além da proposta tedrica
exposta no presente trabalho. As teorias f(T), por exemplo, consideram uma fung¢do nédo
linear do escalar T na lagrangiana; de forma andloga, teorias f(R) levam em consideragédo
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fungdes ndo lineares do escalar de Ricci R. Com escopo mais geral ainda hd, também, as
chamadas teorias f(R,T); estas, diferentemente da RG e do teleparalelismo - quando os
efeitos gravitacionais sdo frutos, tinica e respectivamente, da curvatura do espago-tempo e
da torcao - levam em conta ambas grandezas em sua formaliza¢do. Dessarte, segue com
ampla extensdo a lista de teorias alternativas a RG investigadas atualmente (como descrito
em (CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2015)) que resultam na mesma dindmica, porém com
novas interpretac¢des e ganhos do ponto de vista formal.

Outrossim, por mais que exista uma correspondéncia entre o teleparalelismo e a RG
em regime classico, ressalta-se como essas teorias divergem quando considerados certos
dominios de validade: casos em que vale a Fisica Quantica (como no Big Bang), situacdes em
que ha campos extremos (singularidades de buracos negros) ou mesmo aproximagdes em
regime semicldssico. Justamente ai reside parte da motivacdo em estudar teorias alternativas,
pois ha certa liberdade de alterar as bases tedricas ao tentar descrever os fendmenos
observados.

Por razdes como essas, em certas teorias mais gerais, quando sdo levadas em conta
a torgdo e a curvatura do espago-tempo, supde-se que a tor¢do pode ser acoplada aos
spins referente a rotacdo da matéria. Ou seja, ha previsdes tedricas de que a torgao,
além da curvatura, produziria efeitos gravitacionais observaveis no comportamento de
corpos massivos - porém em baixa intensidade (HEHL, 1976). Por se tratar de um efeito
bastante pequeno, ainda ndo foi observado experimentalmente; com o avanco da astrofisica
observacional e a obtenc¢do de medidas cada vez mais precisas, entretanto, abrem-se novas
possibilidades para a eventual detecgdo de fendmenos como esse.

Vemos, entdo, como o campo de teorias alternativas mostra-se uma drea bastante prolifica
para possiveis avangos na compreensao do universo - em especial, da interacdo gravitacional
e de suas consequéncias. Sua aplicagdo aos modelos mais simples de buracos negros nos
permite perceber aparentes vantagens em adota-las - como a proximidade com as outras
interagdes fundamentais (também formuladas como teorias de Gauge). Os buracos negros
apresentam-se, desse modo, com diferentes faces - como dangarinos num baile de mascaras
cosmolégico - na medida em que podem ser descritos sob a perspectiva de diferentes
formalismos.

As fronteiras da gravitacdo estendem-se, porém, muito além de simplesmente obter
resultados ja verificados usando novas teorias (como exposto ao longo do texto). Dessa
forma, se admirar as diferentes faces dos buracos negros no baile césmico é uma maneira
de obter um vislumbre de como cada fendmeno fisico pode ser compreendido a partir de
diferentes perspectivas, estudar as demais teorias alternativas, em contextos mais amplos,
coloca-se como uma tentativa de aprender e admirar os passos da danga césmica que é a
evolucdo do universo e o funcionamento da gravitacdo em si.
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