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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma teoria de gravitagdo cujo formalismo seja
andlogo aos das demais interagoes fundamentais, as quais sdo descritas por teorias de gauge,
ou teorias de calibre. A teoria apresentada é também andloga a relatividade geral em niveis
cldssicos. Define-se, inicialmente, as teorias de gauge. O eletromagnetismo é apresentado como
um exemplo dessa classe de teorias. Define-se as lagrangianas de Dirac e Maxwell, e por meio
do requisito de que elas sejam invariantes por transformagdes de gauge locais, um termo de
acoplamento é acrescentado a soma das lagrangianas, levando a obtengdo da lagrangiana correta
para a eletrodindmica quantica. Em sequida, as equagdes associadas a teoria de Yang-Mills, uma
teoria de gauge para grupos especiais unitdrios de ordem n, sio entdo apresentadas. Apds isso,
sdo apresentados os fundamentos do teleparalelismo, e essa teoria é entdo descrita como uma
teoria de gauge para o grupo de translagdo, sendo os potenciais de gauge do modelo associados d
gravitagdo. O papel das tetradas e da tor¢do na descri¢do da gravitagdo é entdo discutida, bem
como seus significados geométricos. A lagrangiana do teleparalelismo, quadrdtica na torgdo,
é entdo apresentada, e duas aplicagbes sido desenvolvidas: uma particula sob a agdo de um
campo gravitacional e a questdo da densidade de energia-momento do campo gravitacional sio
apresentadas sob o ponto de vista da gravitagdo teleparalela. Conclui-se que o teleparalelismo,
além de abranger os fendmenos cldssicos jd tratados pela relatividade geral, vai além e propicia
novas descrigdes, como a definigdo de um tensor de energia-momento de espago-tempo e de gauge
verdadeiro para o campo gravitacional.

Palavras-chave: Teleparalelismo. Gauge. Yang-Mills. Unificagdo.

Abstract

The objective of the present work is to present a theory o gravitation whose formalism is analogous
to the other fundamental interactions, which are described by gauge theories. The theory presented
is also analogous to general relativity in classical levels. Initially, gauge theories are defined.
Electromagnetism is presented as an example of this class of theories. The Dirac and Maxwell
lagrangians are defined, and making then invariant by local gauge transformations leads to
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the sum of a coupling term, which leads to the obtaining of the correct lagrangian for the
quantum electrodynamics. Then, the equations associated to the Yang-Mills theory, a gauge
theory for special unitary groups of order n, are then presented. After this, the fundamentals
of teleparallelism are discussed, which is presented as a gauge theory for the translation group,
with the gauge potentials of the model being associated to gravitation. The role of the tetrads and
torsion in the description of gravitation is discussed, as well as their geometrical meanings. The
teleparallel lagrangian, quadratic in torsion, is then presented, and two applications are explained:
a particle under the action of a gravitational field and the question of the energy-momentum
density of the gravitational field are presented from the point of view of teleparallel gravity. It
follows that teleparallelism, in addition to covering the classical phenomena already treated by
general relativity, goes beyond and provides new descriptions, as the definition of a real spacetime
and gauge energy-momentum tensor for the gravitational field.

Keywords: Teleparallelism. Gauge. Yang-Mills. Unification.

I. INTRODUCAO

Até o século XX, ainda eram predominantes as ideias de espago e tempo absolutos e
indeformaéveis advindas da mecédnica newtoniana. Varios cientistas e matematicos, como
James Clerk Maxwell, Hendrik Lorentz, Hermann Minkowski, Bernhard Riemann, dentre
intmeros outros, introduziram, ao longo do século XIX e inicio do século XX, os questio-
namentos e ferramentas necessdrias para uma superagao dessas ideias, rumo a uma teoria
de maior abrangéncia e dominio de validade. Todo esse processo culminou, em 1915, na
publicagdo da teoria da relatividade geral por Albert Einstein, a qual motivou diversas
pesquisas, e foi estudada e explorada por vérios cientistas ao longo das décadas seguintes.

Ao longo de toda a histéria da fisica também é muito presente a ideia de unificagao.
Newton, por exemplo, conseguiu relacionar a gravitagdo na terra com o movimento dos
corpos celestes. Outro exemplo de unificacdo refere-se aos fendmenos 6ticos, cujas leis
comecaram a ser obtidas j& no século XVII, porém s6 foram associados ao eletromagnetismo
no século XIX.

No entanto, os anseios em unificar a relatividade geral com as demais interag¢des fisicas
levou a identificagdo de diversos problemas. Como exemplos, temos o fato de a teoria
da relatividade geral ser ndo renormalizavel, e também o fato de que o espaco-tempo na
relatividade geral estd intimamente ligado a dindmica das distribui¢des de massa e energia,
0 que ndo ocorre nas demais intera¢des, onde o espago-tempo aparece como um “plano
de fundo” sobre a qual a dindmica dos objetos é determinada (BOSSO, 2017) (BURGESS,
2003). Esses problemas levaram diversos cientistas a buscar uma teoria de gravitagdo que
englobasse os resultados bem sucedidos da relatividade geral, mas que também apontasse
para uma possivel compatibilizagdo com as demais teorias.

Nesse contexto, Hermann Weyl fez uma tentativa, em 1918, de unificar a relatividade
geral e o eletromagnetismo (PEREIRA; ALDROVANDI, 2010, p. i). Embora ndo tenha
sido bem sucedido, ele introduziu os conceitos de transformacado de gauge e invariancia
de gauge. A introdugdo desses conceitos no contexto das teorias de gravitacdo foi muito
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importante, dado que as demais teorias fisicas “fundamentais”, como o eletromagnetismo e,
posteriormente, a eletrodindmica quantica e o modelo padréo, sdo teorias de gauge. Essas
teorias também sdo chamadas de teorias de calibre. No presente trabalho, a denominacdo
mais utilizada serd teorias de gauge.

Einstein também fez uma tentativa nesse sentido cerca de dez anos depois. A ideia era
definir um sistema de coordenadas local a partir de quatro vetores ortogonais (tetradas),
de modo que o conceito de “paralelismo distante” pudesse ser definido. Vetores com
coordenadas locais iguais seriam ditos paralelos (UNZICKER; CASE, 2005, p. 1-3). Surge,
entdo, o conceito de teleparalelismo. As tetradas tém 16 componentes, enquanto que o campo
gravitacional, representado pela métrica do espago tempo, tem apenas dez componentes. A
ideia é que esses seis graus de liberdade a mais pudessem estar relacionados com as seis
componentes do campo eletromagnético. Essa tentativa, no entanto, falhou, pois os graus
de liberdade a mais eram eliminados pela invaridncia de Lorentz local da teoria (PEREIRA;
ALDROVANDI, 2010, p. i).

Essas duas tentativas, no entanto, abriram portas para o desenvolvimento da gravi-
tacdo teleparalela como uma teoria de gauge para a gravitagdo. Ao longo das décadas
seguintes, outros cientistas, como Magller, Pellegrini e Plebanski, Hayashi e Nakano (AN-
DRADE; PEREIRA, 1997a), Maluf, Rocha-Neto e Ulhoa (MALUF; ROCHA-NETO; ULHOA,
2015) (MALUF; ROCHA-NETO, 2001), voltaram a estudar essas ideias, e diversas novas
contribui¢des foram realizadas, culminando na gravitagdo teleparalela atual. Essa teoria
alternativa, apesar de equivalente a relatividade geral, exibe um formalismo andlogo a teoria
de Yang-Mills, que é utilizada para descrever as demais interagdes fundamentais. Além
disso, ela aponta para a solugdo de alguns problemas da relatividade geral, como a questdo
da defini¢do da densidade de energia-momento do campo gravitacional.

Houve, além das tentativas descritas acima, diversas outras, como a teoria de Kaluza-
Klein (KALUZA, 1921), que estendeu a relatividade geral para um espago-tempo de cinco
dimensdes, com foco em unificar a gravitacdo e o eletromagnetismo. Outros exemplos sdo a
teoria de supercordas (SCHWARZ; SEIBERG, 1998), a teoria M (DUFF, 1996) e a teoria de
gravitagdo em loop (ROVELLI, 1997).

Nesse trabalho, serdo apresentados os conceitos associados as teorias de gauge, utilizando
o exemplo do eletromagnetismo, bem como o caso geral da teoria de Yang-Mills. Em
seguida, o teleparalelismo serd apresentado como uma teoria de gauge para a gravitagdo e
serdo discutidas duas aplica¢des nesse contexto, o de uma particula massiva em um campo
gravitacional e o da densidade de energia-momento desse campo. Essas aplica¢des visam
demonstrar tanto a capacidade do teleparalelismo de tratar os fendmenos ja resolvidos no
contexto a relatividade geral, quanto a de ir além e apresentar novas descrigdes fisicas.

II. UmMm PANORAMA GERAL DAS TEORIAS DE (GAUGE

Na fisica, uma teoria de gauge, ou teoria de calibre, é uma teoria de campo cuja Lagran-
giana é invariante sob um grupo continuo de transformagdes locais. Esse é um grupo de
Lie, e a cada gerador do grupo estd associado um campo vetorial, o campo de calibre, que é
incluido na Lagrangiana para que esta permanega invariante sob transformagdes locais do
grupo (BATTERMAN, 2013, p. 395).
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O nome “calibre” vem de um fato histérico. Hermann Weyl buscava, no inicio do
século XX, obter o eletromagnetismo a partir de uma simetria do espago-tempo, que seria
relacionada a invariancia local sob mudangas da escala de comprimento. Apesar de ter
falhado em sua tentativa, algum tempo depois ele conseguiu encontrar a simetria correta
para derivar o eletromagnetismo, porém o nome permaneceu (SCHWICHTENBERG, 2018,
p.- 133).

As teorias de gauge que descrevem as interacOes eletromagnética, eletrofraca e forte
estdo associadas com transformagdes que ocorrem em espagos “internos”, que ndo tem
relacdo direta com o espago-tempo. Em cada ponto do espago-tempo, tem-se diferentes
transformagdes no espago interno (PEREIRA; ALDROVANDI, 2013, p. 25).

A estrutura matemadtica que engloba os aspectos geométricos desse tipo de teoria é
chamada de fiber bundle(“maco de fibras”). Para se ter uma nogdo do que seria um fiber
bundle, sera utilizado o exemplo de um elétron percorrendo um caminho ao longo do espaco.
Na mecanica quantica, aparecem fatores de fase nas solu¢des da equagdo de Schrodinger,
do tipo ¢?(¥), onde 6(¥,t) é uma determinada funcdo do tempo e espaco. Elas sao ntiimeros
complexos de médulo unitdrio. Podemos, entdo, encara-las como pontos em um circulo
unitario.

A funcdo de onda associada a um elétron pode ser escrita como

V(%) = [F(X,t)[PFH), (1)

ou seja, ela possui uma determinada fase para cada ponto ¥ e para cada instante t. Cada
uma dessas fases pode ser representada como um ponto no circulo unitario (JAKOB, 2018).

Assim, conforme o elétron se move no espago, ele também percorre uma trajetéria em
seu “espaco interno”, associado a sua fase. Pode-se pensar em “grudar”, em cada ponto do
espago, uma copia do circulo unitdrio, e em cada um desses pontos “marcar”, nesse circulo,
o ponto correspondente a fase do elétron. Isso é ilustrado na figura a seguir:

CiGD

Q000U

(X, 1)

Figura 1: Representagdo de um elétron se movendo pelo espaco. Ao se mover, ele também muda a sua fase.
(JAKOB, 2018)

Representando esses circulos por linhas, como pontos iniciais e finais identificados,
tem-se a estrutura pictérica de um “fibrado”. Nessa figura, a parte inferior é o espago onde
o elétron efetivamente se move, e a parte superior é o espago interno, que é o que se chama
de fiber bundle.

A ferramenta que permite dizer qual a trajetéria seguida no espago interno é chamada
de conexdo, e na fisica ela corresponde a um campo de calibre (JAKOB, 2018).
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III. O ELETROMAGNETISMO COMO UM EXEMPLO

A lagrangiana de Dirac, da qual se obtém as equagdes de movimento para particu-

las e campos de spin 3 (um exemplo é o elétron), pode ser escrita da seguinte forma

(SCHWICHTENBERG, 2018, p. 27)
Lpirac = —m¥Y + ¥y, 0"Y =¥ (iy,0" —m)¥, (2)

onde m ¢é a massa, ¥ € um espinor de Dirac, 7y, ¢ uma matriz dada por

0 7
= # 3
onde 0y, sdo as matrizes de Pauli,
0o =00 = Lrx2, (4)
sendo I, a identidade, e
0_'i = —0j. (5)
As matrizes com indices superiores podem ser obtidas a partir da métrica de Minkowiski,
Nuv,
Yu = 77yV'YVr (6)
tendo em mente que
w0’ = 0y (7)

Por tltimo, os ¥ estdo associados com os ¥ por

¥

(¥)* 0. )
A equagdo permanece a mesma se o campo for transformado como
Y =iy, 9)

onde 2 é um ntmero real qualquer. Isso pode ser facilmente verificado substituindo-se ¥
por e"Y e ¥ por Ye " na lagrangiana, pois

P =9 = () Ty = Fe 7. (10)

Todos os ntimeros complexos de médulo unitério podem ser escritos na forma e’ e
formam o grupo chamado U(1) (“U” vem de unitdrio). Assim, podemos dizer que a
lagrangiana é invariante sob a agdo desse grupo. O tipo de transformacao exibida acima é
chamada de transformacéo global, pois o termo ¢/* é o mesmo, independente da posicio
no espago-tempo, ou seja, o campo é multiplicado em cada ponto pelo mesmo fator. Mas a
escolha desse fator em um ponto ndo deveria, a priori, determina-lo nos demais pontos.

Pode-se verificar, entdo, se a lagrangiana permanece invariante mesmo que a transforma-
cdo seja local. Para isso, o fator e passard a depender do ponto, ou seja, ¢*(¥). Se agora for
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feita a substitui¢io ¥ por ¢¥)¥ e ¥ por ¥e~ (%), a lagrangiana transformada fica

! —mYY + i‘Ifr)/yal“}’ + iz(ayﬂ(x))qj')’y‘{f # LDiracs (11)

Dirac —

ou seja, a lagrangiana ndo é mais invariante sob uma agéo local do grupo U(1).
Considere agora a lagrangiana de Proca, da qual se obtém a equagdo de movimento para
particulas e campos massivos de spin 1. Ela é dada por (SCHWICHTENBERG, 2018, p. 129)

Lproca = M AY0, Ay — I AYD A, + m*AM A, (12)

onde m é a massa e A¥ é um determinado campo vetorial.
Para particulas de massa nula, como o féton, a lagrangiana fica

Ltaxwell = 0F A", Ay — " A", Ay. (13)

Essa é justamente a lagrangiana da qual se obtém a equacdo inomogénea de Maxwell (sem
termo de correntes elétricas). Ela pode ser escrita na forma convencional fazendo a seguinte
identificacdo
FP =07AF — P A, (14)
onde F7P é o tensor eletromagnético.
Essa lagrangiana possui uma simetria local, dada por

onde a(x) é uma fungao arbitraria.

Agora, se as duas lagrangianas, a de Dirac e a de Maxwell, forem somadas, e se for
imposta a simetria local pelo grupo U(1), por meio da adi¢do do termo A, ¥y*¥, cuja
transformagéo é dada por!

A EAY — (Ay+9,a(x))¥Y'Y = AYY'Y + 9pa(x) MY, (16)
obtém-se justamente a lagrangiana da eletrodindmica quantica,
_ - 1
EDiraC+Termo Extra+Maxwell — —m¥Y + ZT’Y]JD’“F - E(ayAvayAv - aHAVaVAy)' (17)

Ou seja, o fato de impor-se que uma simetria interna, sem relacio com o espago-tempo,
seja invariante localmente com relagdo a um certo grupo de simetria leva justamente a
lagrangiana que descreve a fisica que se esperava do sistema.

IV. TeORIA DE YANG-MILLS

As equacgdes de Maxwell homogéneas e ndo homogéneas podem ser obtidas a partir de
uma teoria de gauge referente a uma simetria local do grupo U(1). Ao se utilizar diferentes

Veja que o termo extra nessa transformagao cancela justamente o termo extra que surge na transformagao
local da equacéo de Dirac.
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grupos de simetria, outras estruturas sdo obtidas, as quais descrevem as demais interagdes,
exceto a gravitagao.

A generalizagdo dessas estruturas é uma teoria de gauge que engloba os grupos especiais
unitarios de ordem n, denominada teoria de Yang-Mills. Por meio dessa, é possivel descrever
trés das intera¢des fundamentais: a interacao forte, fraca e o eletromagnetismo. A ideia a
seguir é apenas apresentar a forma das equacdes dessa teoria, sem um aprofundamento em
seus significados, e verificar que o eletromagnetismo pode ser obtido a partir dessa teoria
mais geral.

Antes de apresentar a lagrangiana dessa teoria, serdo apresentadas algumas definigdes.
Primeiramente, considerando-se um campo Y associado a uma certa representagdo de um
grupo, pode-se escrever os elementos do grupo como

U(x) = [exp[e® (x)T5]], (18)

onde Tp sdo os geradores do grupo nessa dada representacio e €®(x) os parametros de
transformacdo. Uma transformacdo de gauge que tenha esse grupo como seu grupo de
simetria, realizada sobre o campo ¥, pode ser escrita como

Y/ (x) = exple® (x)T]¥ (x). (19)

A transformagdo infinitesimal correspondente, obtida para parametros infinitesimais, pode
ser escrita como
oY = B (x)Tp¥ (x). (20)

Os geradores Tp satisfazem a relacdo de comutagdo

[TB/ TC] = fABC TA/ (21)

onde f4,- sdo as constantes de estrutura da élgebra de Lie do grupo. A representa-
cdo adjunta?, cujos geradores sdo representados por [z, é dada por matrizes n x n com
componentes

(J)c = fpc- (22)

Pode-se definir o campo bosonico de gauge(PEREIRA; ALDROVANDI, 2013, p. 27) como
sendo uma 1-forma assumindo valores na algebra de Lie do grupo de gauge,

A=TcAC, dx". (23)

Em termos fisicos, esse campo é responsavel por mediar as intera¢des fundamentais.
Por meio da defini¢do geral de derivada covariante de gauge (PEREIRA; ALDROVANDI,
1995),
3 (x)
HoeB(x)’

D, ¥(x) =9,%(x) — AP (24)

ZPodemos buscar representacdes de um grupo em qualquer tipo de espago vetorial, mas existe um espago
vetorial tnico que vem automaticamente com cada grupo - esse espago é sua algebra de Lie. A representagao
adjunta de um grupo de Lie é uma maneira de representar os elementos do grupo como transformacdes
lineares da élgebra de Lie do grupo.
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e da relacdo 20, é possivel obter a derivada covariante do campo ¥, dada por
D, ¥ (x) =0,¥(x) — A", Tp¥(x), (25)

onde a 1-forma A, assume valores na representacdo apropriada do grupo para o campo Y.

A derivada covariante do campo bosonico, que pertence a representacdo adjunta do
grupo de gauge, é a sua 2-forma de curvatura,

1
F=3 JaFA, dxt A dx?, (26)
cujas componentes sdo definidas por
FA, =0, A%, —0, A% + fpc AP A, (27)

Essas componentes também podem ser obtidas por meio do comutador da derivada covari-
ante3,
Dy, Dy] = JaF - (28)

Da defini¢do dessas componentes, segue a identidade de Bianchi,
A A A
DoF*,, + DyF*,, + DyF*%,, =0. (29)

Finalmente, as equac¢des dinamicas seguem da lagrangiana

1
L= _Z’)/ABFA}H/ FBVV/ (30)

onde y4p é a métrica de Cartan-Killing, definida por

va8 = f ap s (31)

A partir dessa lagrangiana, e somando-se um termo de fonte na mesma, obtido a partir
da lagrangiana para o campo ¥ livre e pelo principio de acoplamento minimo (substituir
derivadas ordindrias por covariantes), é possivel obter as equacdes de Yang-Mills,

ayPA‘uV +fABC ABVFC;M/ — ]Av’ (32)
onde or
Av _ s

= (3

é a corrente de fonte (£ refere-se ao termo de fonte na lagrangiana).
No caso do eletromagnetismo, tem-se um grupo abeliano*, o grupo U(1). Assim,

3H4 um detalhe envolvendo a definigio das relagdes de comutagio dos geradores e a definicio de derivada
covariante, que muda o sinal do termo f“; nessa relagdo de comutagdo das derivadas covariantes. A forma
apresentada aqui para esse comutador é uma forma geral, e o sinal pode variar dependendo da convencao
adotada.

4Um grupo abeliano é um grupo cujos elementos comutam.
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os coeficientes de estrutura sdo nulos, de forma que as equagdes 29 e 32 recuperam,
respectivamente, as equagdes homogeénea e ndo homogénea de Maxwell.

Uma teoria de gauge para um grupo ndo abeliano implica na interacdo do campo de
gauge consigo mesmo. Isso pode ser visto no termo a esquerda na equagdo 32, envolvendo
os coeficientes f4;-. Esse termo define a chamada auto-corrente,

]'Al/ — _fABC ABHFCW/, (34)

que é a corrente carregada pelos préprios campos de gauge. No caso abeliano do eletromag-
netismo, o fé6ton ndo possui carga eletromagnética, e, portanto, ndo interage consigo mesmo.
No entanto, os gltions na cromodindmica, por exemplo, associada a um grupo ndo abeliano,
interagem entre si.

V. TELEPARALELISMO - D1sCUSSOES PRELIMINARES

O espago-tempo é uma variedade diferencidvel, e em cada ponto é possivel definir um
espaco tangente, que engloba todos os vetores que podem ser associados ao ponto. E
importante ressaltar que a variedade carrega automaticamente consigo os espagos tangentes,
a partir do momento em que é definida.

No contexto da gravitacdo teleparalela, o espago tangente é um espaco quadridimensional
de Minkowski associado a um ponto. Intuitivamente, é muito comum, nesse momento,
imaginar a origem desse espaco grudada no ponto. Porém, para entender o teleparalelismo,
¢ importante que isso ndo seja tomado a risca. O melhor é imagina-lo como um espago
“independente”®, onde é possivel realizar todas as operagdes comumente feitas em um
espaco de Minkowski, como translagdes, rota¢des e boosts.

Como o espago tangente estd intimamente ligado ao ponto onde é definido, ha uma
correspondéncia entre as bases escolhidas nesse espaco, denominadas tetradas, e as bases
“anexadas” ao ponto no espacgo tempo, que aqui serdo tomadas como sendo as bases
coordenadas. Para explicitar isso na notagdo matematica, quando estiver se tratando dos
elementos® escritos em termos da base geral escolhida para o espago tangente’, os indices
usados serdo latinos (a,b,c...), enquanto que os indices gregos (y,v,A...) serdo reservados
para os elementos escritos em termos da base “anexada” ao espago tempo.

No teleparalelismo, o espago-tempo de Riemann, que possui curvatura apenas, é substi-
tuido pelo espaco-tempo de Weitzenbock, que possui apenas torgdo. Isso faz surgir duas
estruturas geométricas com formalismos distintos. Por outro lado, ambas as estruturas
podem ser usadas para descrever a gravitacdo, devido a universalidade dessa. Vale ressaltar,
no entanto, que apenas uma das estruturas é suficiente para realizar tal descri¢do. Além

5Ele estd intimamente ligado ao ponto onde é definido, mas agora ha uma liberdade na escolha de sua
origem.

6“Elementos” aqui é usado ndo apenas para quadrivetores, mas também para outros objetos construidos a
partir das bases, como tensores.

7Em alguns momentos pode ser usada também a expressdo “espago interno” para denominar o espaco
tangente, em analogia com as teorias de calibre (0 mesmo que teoria de Gauge) para as intera¢des fundamentais.
E uma analogia no sentido em que o teleparalelismo ndo é uma teoria de calibre convencional, pois o “espaco
interno” aqui néo é independente do espago-tempo.
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disso, o teleparalelismo é, a0 menos macroscopicamente, equivalente a relatividade geral,
no sentido em que os resultados experimentais esperados sdo idénticos.

O teleparalelismo é atualmente estudado a partir dos formalismos lagrangiano e hamil-
toniano (MALUF; ROCHA-NETO, 2001). Ambas as formas de aborda-lo tém apresentado
avangos consideraveis na descricdo de fendmenos ndo explicados no contexto da relatividade
geral. Neste trabalho, porém, serd utilizado apenas o formalismo lagrangiano.

A seguir, essa teoria de gravitagdo sera discutida a partir do ponto de vista de uma teoria
de gauge ® para o grupo de translacio.

VI. A Teoria DE Gauge PARA 0 GRUPO DE TRANSLAGAO

Nesse primeiro momento, serd assumido que o espago-tempo é um espaco de Minkowski.
Em cada ponto desse espago, tem-se um espago tangente. As bases coordenadas desses
espacos podem ser relacionadas da seguinte forma’

onde x” e x# sdo as coordenadas nesses espagos.

Uma translagao local na fibra, que é a transformacao de gauge de interesse, pode ser

expressa como
X' =x" 4 a%(x"), (36)

onde a%(x") sdo os parametros da transformagdo. Essa transformacdo também pode ser
escrita com x' = Ux, onde U é um elemento do grupo de translagdo. Assim, pode-se
representar uma transformacdo infinitesimal como

U=1+da"P, (37)

onde Jda” sdo os parametros de transformacdo e P, = d, sdo os geradores de translacdes
infinitesimais. Eles satisfazem a relacao de comutacédo

[P, Py] = 0. (38)
A transformacdo 36 pode ser entdo escrita, em sua versdo infinitesimal, como

ox" = 6abPyx"®. (39)

Agora, considere um campo de fonte, denominado ®(x*). A transformacdo de gauge
para esse campo pode ser escrita como

O (x#*) = UD(x"), (40)

8 Apenas para lembrar: teoria de gauge é o mesmo que teoria de calibre.
9 Aqui, indices latinos referem-se ao espago tangente, e indices gregos ao espago-tempo.
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e a transformacdo infinitesimal desse campo fica
5D = 6a"P,P. (41)

Perceba que essa mudancga 6® no campo é feita localmente, ou seja, no mesmo ponto x*.
Veja também que, por causa da relagdo 35, os geradores P, podem agir em qualquer campo
de fonte por meio de seus argumentos x*.

Para poder-se definir a derivada covariante de gauge, é necessario introduzir os potenciais
de gauge B, do modelo, dados pela equagéo a seguir

B, = B”y P, (42)

onde B”, sdo as componentes ao longo dos geradores P;.

A definicdo geral de derivada covariante de gauge, dada pela equagdo 24, pode ser escrita,
para os potenciais B, e parametros da”, da seguinte forma

o

—2

D]l = a]l +c Baﬂé?’ (43)
onde o inverso ao quadrado da velocidade da luz, ¢c~2, é introduzido apenas por razdes

dimensionais. Utilizando-se essa defini¢do e a relagdo 41, pode-se escrever
Dy ® = 9,® + ¢ B, P, ®. (44)

Como os geradores P, sdo definidos em termos de derivadas que agem sobre o campo
por meio de seus argumentos, como ja mencionado acima, todo campo de fonte acopla com
o potencial B,,. E daqui que ird surgir o conceito de universalidade da gravitagdo, de acordo
com esse modelo (ANDRADE; PEREIRA, 1997a).

Ao impor que a derivada se transforme de forma covariante, obtém-se a lei de transfor-
magdo para o potencial, dada a seguir

B, = UB,U ' 4 c*Uo, U, (45)
e a transformacdo infinitesimal correspondente é dada por

B, =B, —c*d,6a". (46)

A forca de campo (andloga a 2-forma curvatura dada na equacéo 26) F“W é definida a
partir da derivada covariante do potencial de gauge B, e pode ser escrita como

F%, =9,B", — 3,B",. (47)

Ela assume essa forma pois o comutador dos geradores do grupo é nulo, ou seja, os
coeficientes de estrutura sao nulos.

Finalmente, as equagdes dindmicas podem ser obtidas a partir de uma lagrangiana
quadratica na forca de campo, de forma andloga a equagao 30. Essa lagrangiana é dada a
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seguir

[k booubny VP
= 167G |aF mFeo" Ny | (48)

onde G é a constante gravitacional e

N, "* = a1 (49)

VII. PARTIiCULA DE MASSA M EM UM CAMPO GRAVITACIONAL

Agora, sera apresentada a descrigdo do movimento de uma particula de massa m sob
a agdo de um campo gravitacional, como descrito pela teoria de gauge para o grupo de
translacdo. O espago-tempo ainda é um espago de Minkowski, de modo que é possivel fazer
uma analogia com o caso do eletromagnetismo.

Para o termo de acoplamento da particula com o campo, assume-se que a a¢do é dada
por(ANDRADE; PEREIRA, 1997a)

b
¢ 2 /a B”V padxt, (50)

onde a integral é realizada ao longo da linha de mundo da particula, e p, é a carga de
Noether conservada associada as transformagdes do grupo de gauge considerado, que no
caso das translag¢des é justamente o quadri-momento,

Pa = MClUy, (51)

onde u, é a quadri-velocidade.

A agdo completa da particula no campo gravitacional é dada por
b b
S = / Lds = / [—mcv —u? + %B“Vuau”] ds, (52)
a a

onde o parametro utilizado foi a raiz do intervalo, ds = (Wvdxﬂdxv)%, e u? = Nuvutu.
Perceba que a primeira parte dessa agdo é apenas a agdo para uma particula livre na
relatividade especial, e a segunda é o termo de acoplamento da particula com o campo. Ao
apresentar-se ambas as massas na a¢do acima como sendo iguais, ja se assume a igualdade
entre massa inercial e gravitacional.

Por meio das equagdes de Euler-Lagrange, é possivel obter as equagdes de movimento,
dada por

du _ du m
mc {d—: +c ZB”P{ dsa] = ?P“W uau?, (53)
ou, usando-se a relagédo
duy ox®\ du,
= 4
ds (8x”> ds’ 54)
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obtém-se
du,

ds
Essa equacgdo é andloga a forca de Lorentz do eletromagnetismo, dada, na formulacdo
covariante, por

(9ux" + C*ZB”},) = c*2P“W uqu'. (55)

duy,

dr
onde uy, ¢ a quadri-velocidade, T € o tempo préprio, q € a carga elétrica e F,y € o tensor
eletromagnético. Veja que, na equagdo 55, ndo aparece um termo andlogo ao ;- na forca de
Lorentz. Isso é porque as massas inercial e gravitacional se cancelam.

— c‘l%lfwu". (56)

VIII. As TETRADAS E A TORCAO NA DESCRICAO DA GRAVITACAO

Nas se¢Oes anteriores, o espago considerado era um espago de Minkowski. No entanto, a
introdugdo de uma tetrada néo trivial leva ao aparecimento de outras estruturas no espago-
tempo, e essas estruturas podem ser associadas a gravitacdo, devido a sua universalidade
(ANDRADE; PEREIRA, 1997a). A seguir, tem-se uma discussdo de como isso ocorre.

A equacdo 44, que define a derivada covariante referente ao grupo de translagdo, pode
ser reescrita, a partir da equagdo 35, como

D, ® = (9,x" + ¢ *B",)9,®. (57)
Se a expressdo entre parénteses for denominada h”,, pode-se escrever,

D;,[ — hu]/laa. (58)

Veja que essa é, na verdade, a definicio de uma nova base no espago tangente, ou seja,
de uma nova tetrada. Nesse sentido, o campo gravitacional, associado ao potencial B,
aparece como a parte ndo trivial da tetrada. Sem esse campo, ela vira novamente a tetrada
trivial da equacdo 35. E possivel verificar também que essa nova tetrada é invariante por
transformacgdes do grupo de translagao.

O comutador da derivada covariante fornece a expressao

[Dy, Dy] = ¢ 2F,, P, (59)

que, como é comum nas teorias de gauge (ver equagdo 28), fornece a for¢a de campo, ou
2-forma curvatura.

A introducdo da tetrada néo trivial leva também a definicdo de uma conexao de Cartan,
que é a conexdo de Weitzenbock,

I =l ", (60)
Essa conexdo apresenta apenas torcdo, dada pelo tensor

T =10y — T (61)
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Com base nesse tensor, é possivel escrever a for¢a de campo como

F, = c2h“p T . (62)

Com essas defini¢des, o comutador 59 pode ser escrito como
[DV/DV] = Tp;u/ Dpz (63)

ou seja, a torcdo estd associada justamente ao coeficiente de holonomia da tetrada. Esse
coeficiente, no caso de uma tetrada ndo trivial, engloba os efeitos gravitacionais. Em outras
palavras, a presenga de um campo gravitacional no espago-tempo induz uma torgédo, essa,
por sua vez, associada a tetrada que, em sua defini¢cdo, engloba os potenciais de gauge
associados a gravitagao.

VIlIlL.subsection. Significado da Torcdo

Nesse ponto, é importante dar uma pausa e entender um pouco do significado da torcao.
Quando sdo discutidas a conexdo e a curvatura no contexto da relatividade geral, geralmente
se recorre ao conceito de transporte paralelo. Aqui, ndo é diferente.

Seja uma curva x#(A) e um tensor qualquer TH-# kvl...v;- A condigdo de que esse tensor

seja constante ao longo da curva pode ser traduzida na constancia de suas componentes
(CARROLL, 2004, p. 105):

iTVl--'Vk — dx” d T.ul-";uk —0 (64)
dA, V1...1; d)\ ax’/l V1...V] .

Para que a equacdo acima tenha carater tensorial, define-se a derivada covariante direcio-
nal, substituindo-se a derivada parcial acima pela derivada covariante:

D dx#

Por fim, define-se o transporte paralelo do tensor T ao longo do caminho x#(A) como
sendo a condigdo de que a derivada covariante desse tensor ao longo do caminho seja nula:

D )ﬂlmﬂk dx”
—T =V, "M, , =0 (66)
(dA V1..v; dA y e

Essa equagdo é conhecida como equacdo do transporte paralelo. Para um vetor V¥, por

exemplo, ela tem a forma
iw+r“ d—xavp—o (67)
dA Pdr
onde l“f;p é a conexdo. Como se pode ver, o transporte paralelo de tensores depende da
conexdo utilizada. Diferentes resultados sdo obtidos para diferentes conexdes.
A conexdo de Levi-Civita, que tem apenas curvatura, diz como é possivel transportar
um tensor de forma paralela ao longo de uma curva. No entanto, no transporte especifico

definido por essa conexdo, o tensor ndo “rotaciona” ao longo do “eixo” definido pela prépria
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curva. Esse tensor é apenas deslizado ao longo da curva, “rolando” enquanto a segue (ver
imagem 2 - o “rolamento” do vetor ao longo da curva é melhor evidenciado no caminho

N-A; perceba, no entanto, que o vetor ndo “rotaciona” em torno da curva, pois ndo ha
torcao).

S..

Figura 2: Representagio do transporte paralelo de um vetor no polo norte de uma esfera(ANTONY, 2006),
por dois caminhos distintos, N-A e N-B-A. Perceba que o vetor no ponto final depende do caminho
tomado.

O transporte paralelo definido pela conexdo de Weitzenbock, no entanto, faz com que o
tensor “rotacione” ao longo de seu transporte pela curva, sem “rolar” ao longo dessa. Essa
defini¢do intuitiva é exibida na figura a seguir:

Figura 3: Representagio de um transporte paralelo envolvendo a conexdo de Weitzenbock. (KASUGAHUANG,
2007)
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VIIl.subsection. O Transporte Paralelo da Tetrada

A definigdo da conexdo de Weitzenbock permite a introdugdo de uma derivada covariante
no espaco tempo, a derivada covariante de Weitzenbodck. Para um vetor covariante V), por
exemplo, ela tem a seguinte forma

ViV =0V, —T%,Vp. (68)

As equagdes do transporte paralelo obtidas anteriormente sdo validas aqui, bastando se
considerar a conexdo de Weitzenbdck. Desse modo, o transporte paralelo é definido a partir
da imposi¢do de que a derivada covariante do tensor ao longo do caminho definido seja
nula (equagéo 66).
Aplicando a derivada covariante de Weitzenbock a tetrada, obtém-se, por causa da
equacao 60,
Vih, =", —h* I?,, =0, (69)

ou seja, a tetrada é transportada paralelamente com relacdo a conexdo de Weitzenbock. Essa
é a condicdo de paralelismo absoluto.

VIll.subsection. A Tetrada e a Estrutura Riemaniana do Espaco-Tempo

A presenca de uma tetrada ndo trivial também induz, no espago-tempo, uma estrutura
riemanniana. Como a tetrada satisfaz as equacoes,

W hy' =6, e n*,nt =4, (70)

se 77?0 é a métrica usada para subir e descer os indices latinos, os indices tensoriais sdo
levantados e abaixados por meio da métrica riemaniana,

Suv = Naph 1. (71)

Isso é consequéncia de a tetrada ser pseudo-ortogonal em relacdo a métrica riemaniana.
E possivel, a partir da métrica, introduzir uma conexao que tenha apenas curvatura -
essa é justamente a conexdo de Levi-Civita da relatividade geral,

. 1
0 0
P =178 P(0ugpv + dugou — Ip&uv)- (72)
A curvatura associada a essa conexdo é dada por

IOQGPW = ayf"pv + fegyfapv — (p < v). (73)

Essa é a curvatura induzida no espago tempo por um campo gravitacional, de acordo com a
relatividade geral. Com a conexdo de Levi-Civita, como j4 foi visto, é possivel introduzir
uma outra derivada covariante. Em um vetor, ela é dada por

ﬁyv‘u — ayVy - feyVVQ. (74:)
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E possivel verificar, dadas as defini¢des anteriores, que ambas as conexdes TGW eI
preservam a métrica,

nv

ﬁvgpy = vvgpy =0. (75)

Agora, se a equagdo 71 for substituida na equagdo 72, tendo em mente a defini¢do da
conexao F"W (equagdo 60), é possivel obter

', =1%,-K%, (76)

onde ,
0 6 0
KW E[T +T, —T v (77)
é denominado tensor de contorgao.
Como ja comentado anteriormente, a curvatura da conexao de Weitzenbock é nula,

Ry =0, + T, T, — (< v) =0. (78)

Se nessa expressdo a conexao 1"9]“, for substituida de acordo com a expressdo 76, obtém-se

9 50 0 9 0 _
R oy = R ouv (DK) onv — K WK‘TPV + K WK‘TPV =0, (79)
onde

(DK)® 5 = 0,K% 5, + T, K%y, + T, K, . (80)

Pode-se perceber, portanto, que a presenga de uma tetrada nao-trivial na teoria de gauge
para o grupo de translacdo induz tanto uma estrutura riemaniana como uma estrutura
teleparalela no espago tempo. Veja também que a curvatura da conexdo de Levi-Civita é
justamente o que compensa a “contribui¢do” de curvatura advinda da estrutura teleparalela
(em termos do tensor de contorcdo), levando a uma curvatura total nula.

IX. A LAGRANGIANA TELEPARALELA

No espago-tempo induzido pela tetrada nao-trivial, a lagrangiana 48 se escreve(ANDRADE;

PEREIRA, 1997a)

h |1 N
= T6rG |2 Foos" Nu'™ | (81)

onde h = det(h®,) é o jacobiano da transformagdo dada pela equagao 58. Porém, o termo
N apr ndo é dado simplesmente pela equagdo 49,

Napr =18’ = naphhP, (82)

isso porque agora os indices do espago tangente (latinos) e de espaco-tempo (gregos) podem
ser relacionados por meio da tetrada, e portanto aparecem misturados na lagrangiana acima.
E necessario incluir, na expressao de N, apr , as permutagdes ciclicas dos indices latinos, de
modo que obtém-se

N, " =nuh b + 20 0 — 4h, h,fP. (83)
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Substituindo essa equagdo na lagrangiana 81, e usando a equagédo 62, é possivel escrever

het T, o 1op oo Py

que é a lagrangiana da teoria translacional de gauge, escrita em termos da torgao.

A lagrangiana obtida acima também pode ser obtida a partir do contexto da relatividade
geral. A lagrangiana associada a dindmica do campo gravitacional é a lagrangiana de
Einstein-Hilbert, exibida a seguir

Nt

L= e R, (85)
onde R = g?“/f{p upv € a curvatura escalar (escalar de Ricci) da conexdo de Levi-Civita, e ¢ =
det( gw). Substituindo R de acordo com a equacdo 79, é possivel obter(ANDRADE; PEREIRA,
1997b) justamente a lagrangiana 84, com h = det(h,) = \/—g. Esse resultado demonstra
que a teoria de gauge para o grupo de translagdo, com uma lagrangiana quadrética na
torcdo, é completamente equivalente a relatividade geral, com sua lagrangiana envolvendo
a curvatura escalar.

A lagrangiana 84 pode ser reescrita de modo a obter-se uma equagdo de campo no vacuo,
analoga a equacdo de Yang-Mills 32. Para tal, define-se

1 1
S = (LM + T =T — S (6T, — 6Ty, (86)

de modo que a lagrangiana pode ser escrita como

het o oy
L=1=5" T (87)

Variando a lagrangiana acima com relagdo ao potencial B, obtém-se

9,5, — C—4tp" =0, (88)
onde
u C4 Ho -y uvé Oy o
t) = TenG [45," T +2S Too +To " T, (@9)
0 0 1 .0 _
+T T%, — 2T % + §T” o Ty’) = 0ph ™' L

¢ a auto-corrente do campo de gauge, andloga aquela que aparece na equagdo de Yang-Mills,
dada pela equacdo 34. No caso tratado acima, ela é o pseudo-tensor de energia-momento
do campo gravitacional. Perceba que, apesar da analogia com a equacdo de Yang-Mills, esse
termo de auto-corrente ndo pode ser obtido a partir dos coeficientes de estrutura do grupo
considerado, pois o grupo de transla¢des é abeliano. Assim, a auto-corrente aqui tem uma
natureza diferente daquela que aparece na equagdo de Yang-Mills.

E possivel mostrar, a partir da equagio 76, que a equacdo 88 é equivalente a equacio de
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campo de Einstein no vacuo,

o

1
Rpg - EgpgR =0, (90)

onde Ry € o tensor de curvatura de Ricci.

X. A EQuAacAo pE Forga

Considere novamente a equacdo 55. Em termos da tetrada, ela pode ser escrita agora

como 4
u .
h“ud—slZ =c ZF’ZW uqu’. (91)
A partir da equacdo 62 e das relagdes

du duy 0
ha‘ud_sa = w]/l = E — TQWLL uv (92)
e
ug = haeu?, (93)

onde wy € a quadri-aceleragdo da particula no espago-tempo, pode-se escrever

% — Fgwueuv = Ty ulu, (94)
Do lado esquerdo dessa equacdo, tem-se a derivada covariante de Weitzenbock de u;, ao
longo da linha de mundo da particula. A tor¢do no lado direito da equacédo faz o papel de
uma forga externa, o que implica que as particulas ndo irdo seguir geodésicas no espago-
tempo de Weitzenbock. De acordo com a descri¢do teleparalela, portanto, o papel do campo
gravitacional é induzir uma tor¢do no espago-tempo, responsavel por determinar a trajetéria
da particula.

O formato da equagdo de forga teleparalela 91 é o que mais se assemelha a equagao
de Lorentz do eletromagnetismo 56, e por isso ela é chamada de “equagdo de Lorentz
gravitacional”. Reescrevendo essa equacdo na forma 94 e usando a relagdo 76, obtém-se
exatamente a equagdo da geodésica da relatividade geral. Ou seja, a gravidade pode ser
descrita tanto por uma equagdo geométrica, com as particulas percorrendo geodésicas no
espago-tempo, quanto por uma equacdo de forca, cuja forma aproxima a gravitagdo das
demais interagdes fundamentais, descritas no contexto da teoria de Yang-Mills.

XI. O TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Um dos problemas mais antigos no contexto da gravitagdo é o da defini¢do da densi-
dade de energia-momento para o campo gravitacional. Apresentando-o como um campo
verdadeiro, é de se esperar que ele tenha uma densidade local de energia-momento prépria.
No entanto, geralmente se afirma que ndo é possivel definir tal densidade por causa do
principio de equivaléncia (ANDRADE; GUILLEN; PEREIRA, 2000). Como consequéncia
disso, a tentativa de uma defini¢do dessa densidade leva a objetos que nao se transformam
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tensorialmente. Einstein, por exemplo, quando estava estudando esse problema, propos
uma expressdo para essa densidade, que era a expressdo candnica obtida partir do teorema
de Noether. No entanto, o que ele obteve foi apenas um pseudo-tensor.

Parece, portanto, que na relatividade geral ndo é possivel definir uma densidade de
energia-momento para o campo gravitacional que seja realmente um tensor. Porém, no
teleparalelismo como uma teoria de gauge para a gravitacdo, é possivel encontrar uma
expressdo para essa densidade que seja realmente um tensor de espago-tempo e um tensor
de gauge, como serd exibido a seguir.

E possivel obter, a partir da variacdo da lagrangiana 87 com relagdo ao potencial e
manipulacdes algébricas envolvendo a tetrada, a seguinte equagdo de campo gravitacional,

3(hS,™") — == (hj") =0, (95)

onde S,”f = h,S /\Up , sendo S AUP obtido a partir da equagédo 86, e

oL c*
—op = g S Ty — L. (96)
P

hj,t =

A equagdo 95 é equivalente a equagdo 88, porém agora ela é escrita em termos também de
indices tangentes, de forma anéloga a equacéo de Yang-Mills 32. O termo hj,”, cuja definigdo
é dada acima, é a corrente de gauge gravitacional, que representa, nesse caso, o tensor de
energia-momento do campo gravitacional (ANDRADE; GUILLEN; PEREIRA, 2000). J& o
termo hS,”” é denominado super-potencial, no sentido em que pode-se obter, a partir de
sua derivada, a corrente de gauge.

A assimetria de S, nos seus dois tltimos indices implica na conservacio da corrente
de gauge gravitacional, hj,”, por causa da equagdo de campo

dp(hja") =0, 97)
obtida pela aplicagdo da derivada parcial d, na equagdo 95. Por meio da identidade
dph =hI",, =h(I",, — K",), (98)
é possivel reescrever a equagao 97 como
Dpjap = ap]up + (rp)\p o Kp)\p)]'a/\ = OI (99)

onde D, é apenas a derivada covariante de Levi-Civita escrita em termos da conexado de
Weitzenbock por meio da equacéo 76. E possivel verificar que a quantidade j,” se transforma
de forma covariante sob uma transformacdo de coordenadas do espago-tempo e também
que ela é invariante sob transformagdes locais de gauge das coordenadas do espaco tangente.
Isso significa que ela é um tensor de espaco-tempo e de gauge verdadeiro. No entanto, ela
sO se transforma de maneira covariante sob uma transformagdo de Lorentz global do espago
tangente.

O pseudo-tensor de energia-momento do campo gravitacional 89 pode ser escrito em
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termos da corrente de gauge j,” por meio da expressdo

4
P P C puogup
t)\ =h Aa -+ RT /\VSV . (100)
E justamente esse termo envolvendo a conexdo que transforma a corrente de gauge ]-ap , que
é um tensor de espago-tempo verdadeiro, no pseudo-tensor de energia-momento ¢ AP . Cada
definicdo desse pseudo-tensor estd associada a definicdo de um dado super-potencial hS Ap 7.
Assim como a corrente de gauge, o pseudo-tensor é conservado como consequéncia da
equacdo de campo
oy —
dp(ht,") =0, (101)

porém essa equagdo ndo pode ser reescrita em termos da derivada covariante, dado o carater
ndo tensorial de ¢ Ap .

XII. CoNcLusAo

Com o advento da relatividade geral de Einstein, a descrigdo atribuida a gravitagao foi
modificada de forma marcante. Antes, ela era descrita por uma forca, a lei da gravitagdo
universal de Newton, porém Einstein percebeu que, por causa dos principios discutidos
neste trabalho, ela poderia ser interpretada também como algo geométrico: a curvatura do
espago-tempo. A partir desse ponto de vista, fendmenos como o lenteamento gravitacional
e 0 avango no periélio de mercurio foram previstos e verificados. A teoria de Einstein,
portanto, estendeu os limites de validade da teoria de Newton.

Apesar de seus méritos, a teoria da relatividade geral apresenta problemas quando sdo
feitas tentativas de concilid-la com as demais interagdes fisicas, essas, por sua vez, descritas
por teorias de gauge. Essas teorias foram estudadas e desenvolvidas ao longo do século XX,
e proporcionaram avangos notaveis na descri¢do das interagdes. O eletromagnetismo, por
exemplo, pode ser obtido a partir da teoria de gauge para o grupo U(1). Um conjunto de
teorias de gauge para os grupos especiais unitdrios de ordem n foi proposto por Chen Ning
Yang e Robert Mills, culminando na denominada teoria de Yang-Mills, da qual se obtém as
interagdes fundamentais, a depender do grupo de simetria escolhido.

Por causa dos problemas de compatibilizacdo da relatividade geral, diversos cientistas,
inclusive o préprio Einstein, trabalharam na elaboragdo de outras teorias que viabilizassem
essa compatibilizagdo. Uma dessas teorias alternativas de gravitagdo, que foi desenvolvida
ao longo do século XX, foi a gravitacdo teleparalela. O teleparalelismo é obtido a partir de
uma teoria de gauge para o grupo de translacdo, o que o aproxima do formalismo das demais
interacdes fundamentais. Essa teoria implica em uma estrutura tetrada no espago-tempo, da
qual pode se obter tanto a descricdo remanniana quanto a teleparalela da gravitacdo. No
caso teleparalelo, ela leva a defini¢do natural de uma conexdo, a conexdo de Weitzenbock,
que é a utilizada no teleparalelismo. Essa conexdo apresenta apenas tor¢do, que no caso de
uma particula de massa m aparece como uma for¢a em sua equagdo de movimento. Isso
ndo acontece na relatividade geral, onde a trajetéria de uma particula é descrita por uma
geodésica.

O teleparalelismo foi utilizado por vérios cientistas na tentativa de solucionar problemas
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advindos da relatividade geral. Um deles é o problema da densidade de energia-momento
do campo gravitacional. Na relatividade geral, esta é necessariamente descrita por um
pseudo-tensor. Porém, no contexto do teleparalelismo, é possivel achar uma auto-corrente
de gauge, associada ao pseudo-tensor de energia momento usual, que se transforma como
um tensor de espago-tempo e de gauge verdadeiro.

O teleparalelismo aparece, portanto, como uma forma de estudar e entender fendémenos
ndo explicados no contexto da relatividade geral. E um campo de pesquisa promissor, com
desenvolvimentos ocorrendo ainda na atualidade.
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