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1 Introducao: As Duas Nuvens Negras de Lord Kelvin

Até 1890, acreditava-se que toda os fendmenos fisicos poderiam ser explicados por meio da combinagao
entre mecanica cldssica, eletrodindmica classica e termodinamica. Em particular, a ponte entre os mundos
macroscopico e microscopico tinha sido pavimentada pela mecanica estatistica de Boltzmann. Porém,
novos fendmenos relacionados com a estrutura da matéria comecaram a ameagd-la. A esse respeito, sao
proféticas as palavras de William Thomson que, na passagem do século XIX para o século XX, escreveu

*Esse trabalho de revisdo histérica é uma extensao das secdes 5.5 e 5.6 de meu livro A Construcéo da Estrutura Conceitual
da Fisica Cldssica. A maioria das partes complementadas foi baseada nos livros de Malcolm S. Longair: Theoretical Concepts
in Physics (1984) e Quantum Concepts in Physics (2013).

Tantony @fis.unb.br

154



Physicae Organum e Brasilia, vol. 3, n. 2 ¢ 2017

um artigo que comecgava com as seguintes palavras: “A beleza e a claridade da teoria dinamica, que
assevera serem calor e luz formas de movimento, estdo atualmente obscurecidas por duas nuvens. 1. A
primeira envolve a questdo: como é possivel que a Terra se mova através de um solido eldstico, o éter
luminifero? Il. A segunda é a doutrina de Maxwell-Boltzmann com respeito a equiparti¢cdo da energia’.
Cada uma dessas “nuvens negras” implicou uma revolugdo no inicio do século XX, a saber, os adventos
da relatividade especial e da fisica quantica.

2 Problemas com o Principio de Equiparticao

A termodinamica do século XIX se estabeleceu em bases estritamente dinamicistas e constituiu um
dos melhores exemplos de uma teoria puramente fenomenolégica, ou seja, fundada em axiomas cujos
compromissos com modelos microscdpicos eram totalmente dispensdveis. Desse modo, ela supria as
exigéncias positivistas mais extremas, depositadas em teorias que consistissem apenas em um formalismo
que s6 continha elementos tedricos diretamente interpretdveis em termos observacionais. Contudo,
1sso jamais inviabilizou o programa de pesquisa mecanicista fundado na investigacdo das estruturas
microscopicas, cujo primeiro caso bem-sucedido foi o da teoria cinética dos gases. John Herapath (1790 —
1868), James Waterston (1811 — 1883) e August Kronig (1822 — 1879) estdo entre os pioneiros da drea,
mas, com a possivel excecdo de Kronig, seus trabalhos tiveram pouco reconhecimento, em suas proprias
épocas. Coube a Clausius e a Maxwell retomarem essas investigacoes.

Foi Clausius que, em 1857, obteve o primeiro sucesso, ao estabelecer a conexado entre os fendmenos
macroscopicos da termodinamica dos gases ideais e 0 mundo microscpico de sua estrutura atbmica. Sua
hipétese foi a de que os gases eram formados por atomos esféricos que interagiam por colisdes eldsticas.
Porém, sua principal inovacao foi de cardter metodoldgico, pois, para tratar o problema, ele empregou um
tratamento estatistico. Ele partiu da ideia de que as velocidades dos atomos se distribuiam aleatoriamente,
de acordo com alguma funcdo desconhecida, mas cuja média deveria representar a principal caracteristica
associada ao conjunto. Com isso, ele reobteve as defini¢des associadas com o conceito cinético de pressao
— a taxa total de variacao de momento nas colisdes dos &tomos com as paredes do recipiente — e com o
conceito cinético de temperatura — sua proporcionalidade com a velocidade quadrética média dos dtomos.
A energia interna do gas foi interpretada como a média da energia cinética dos seus atomos. Apesar
desses sucessos, ele ndo conseguiu obter o valor correto da razdo entre os calores especificos, Y= C,/C, —
que, para gases diatdmicos a temperatura ambiente, correspondia a Y~ 1,4. Clausius intuiu corretamente
o motivo da discrepancia. Embora tivesse suposto que o gés estocava energia interna apenas através de
energia cinética translacional, ele especulou sobre a existéncia de outros modos ainda desconhecidos.

Em 1860, Maxwell partiu de onde Clausius havia parado. Partindo exclusivamente da suposi¢ao da
independéncia estatistica entre as componentes das velocidades dos atomos do gas, ele derivou a sua
distribuicdo de velocidades. Metodologicamente, Maxwell enfatizou a virtual equivaléncia entre os modos
como se distribuiam as velocidades dos atomos e os erros aleatorios, na teoria de inferéncia estatistica.
Mas, o conceito mais importante que ele introduziu foi o de equiparticdo da energia. Maxwell supds,
corretamente, que havia um segundo modo de estocar energia interna: a energia cinética associada a
rotagdo das moléculas. Desse modo, cada molécula do géds devia possuir seis graus de liberdade (trés
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translacionais e trés rotacionais). Sua hipétese foi a de que cada grau de liberdade compartilhava a mesma
quantidade média de energia

(E) = lkT
2
Essa € a esséncia do chamado Principio de Equiparticdo, cuja demonstragdo definitiva, como teorema,
foi realizada por Boltzmann, em 1876. Porém, a hip6tese de Maxwell implicava o valor Y~ 1,33, ainda
distante do valor procurado (para os gases diatdbmicos).

O fato € que a teoria cinética dos gases — juntamente com os primeiros estudos em espetroscopia dos
gases e a descoberta de suas raias espectrais de absor¢do e de emissdo, a partir de 1860 — mostrava que a
fisica cldssica e a visdo mecanicista estavam atingindo o seu limite. A solucdo correta do problema da
razdo dos calores especificos exigiria um tratamento qudntico — o que sé foi possivel em 1907, pelas maos
de Einstein. Embora esses insucessos tenham langado as primeiras ddvidas com respeito a validade do
teorema de equiparticdo, Maxwell prosseguiu aplicando sua metodologia estatistica e, em 1867, reobteve
a distribuicdo de velocidades do gas ideal a partir da exigéncia de invaridncia de seu estado de equilibrio
com respeito a dindmica de colisdes moleculares. Ainda em 1867, ele utilizou um poderoso argumento
para demonstrar que a segunda lei da termodindmica ndo podia ser uma lei exata, pois, ainda que de forma
extremamente improvdvel, ela poderia ser violada. Ele mostrou, ainda, que os principios da mecanica nao
podiam ser fundamento para a segunda lei, pois a noc¢ao de irreversibilidade nela contida era explicitamente
contraditéria com a reversibilidade temporal das equagcées de movimento microscopicas. Esses resultados
podem ser considerados os marcos fundamentais do nascimento da mecanica estatistica.

Diferentemente de Clausius, Maxwell estava seguro de que a segunda lei da termodinamica tinha seu
fundamento na estatistica daquela enorme quantidade de graus de liberdade microscopicos que os sistemas
fisicos macroscOpicos possuiam. Ele sabia que era fundamental entender como a conexdo entre a realidade
fisica microscopica e a sua expressdo fenomenologica macroscopica podia ser obtida como resultado
exclusivo da aplicacao das leis da probabilidade. A realizacao dessa tarefa coube a Ludwig Boltzmann
(1844 — 1906). Entre 1868 € 1871, Boltzmann obteve a generalizacdo da distribui¢cdo de Maxwell para
gases (poliatdmicos) submetidos a potenciais externos. Esses resultados formaram o nicleo original
das ideias que conduziram a chamada lei de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann,p = exp(—E /kT'), que
representa o cerne da mecanica estatistica cldssica. Para obter essa generalizacdo, Boltzmann partiu de
uma técnica matematica original, independente do problema dindmico propriamente dito: uma andlise
combinatoria da distribui¢do dos atomos em células discretas de energia, vinculadas pela energia total
do sistema (E). A distribui¢do de equilibrio foi identificada com o estado combinatorial mais provével
— levada em conta a invariancia por permutagdes de particulas idénticas. A estratégia de discretizacdo
da energia no procedimento de Boltzmann ndo passava de mera conveniéncia, pois, ao final, o limite
do continuo era tomado. Ele pode, contudo, ter influenciado Planck e Einstein a introduzir a ideia de
quantizacdo para resolver, respectivamente, os problemas do espectro do corpo negro e do calor especifico
dos gases e dos sdlidos.

Em 1872, Boltzmann chegou ao chamado feorema H, que fornecia o primeiro fundamento sélido
para a compreensao estatistica da segunda lei da termodinamica, estendendo o conceito termodinamico
de entropia para estados fora do equilibrio. A equagdo de difusdo de Boltzmann — que dava suporte ao
teorema H — implicava que qualquer distribuicdo inicial de velocidades evoluiria, sob dindmica colisional,
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para uma distribuicdo maxwelliana — a inica que permanecia invariante, nessas condi¢oes. Apesar disso,
o teorema H foi atacado em vdrias frentes. Os partidérios da fisica energética criticavam 0 compromisso
metafisico com o atomismo, em alinhamento com o positivismo radical defendido por Ernst Mach (1838
—1916). Mais sérias foram as objecdes de William Thomson e Johann Loschmidt (1821 — 1895) que,
respectivamente, em 1874 e em 1876, consideraram que o teorema H encerrava uma contradi¢cao insolivel
entre a nocao de irreversibilidade macroscopica — na sua descri¢dao da rota para o equilibrio — e a no¢ao
de reversibilidade microscopica das leis da mecanica. A despeito dos resultados alcangados, Boltzmann
ainda acreditava, nessa época, que seria possivel derivar a segunda lei da termodinamica a partir das
leis da mecanica, razdo pela qual a resposta aos ataques — e a sua conversao final a tese estatistica — s6
apareceram em 1877. A chamada definicdo estatistica de entropia, S = klog() — entropia como um
modo de contar o nimero () de microestados acessiveis a um sistema fisico isolado e em equilibrio
—, representou a elucidacdo completa da relacdo entre o conteiido fenomenologico da segunda lei e o
fundamento estatistico oriundo da anélise dos graus de liberdade microscopicos. Segundo Boltzmann, a
aparente contradi¢do envolvida no teorema H poderia ser solucionada se se compreendesse que todo o
conteudo da irreversibilidade estava contido nas condicoes iniciais altamente improvdveis estipuladas para
o sistema fisico, e nao nas equacdes de movimento.

Muito embora, na década de 1890, a interpretagdo estatistica para a entropia tenha sido fortemente
criticada até mesmo por Planck — que, a época, estava filosoficamente alinhado com o positivismo de
Mach e assumia uma atitude hostil com respeito ao atomismo —, os multiplos desenvolvimentos da
termodinamica na direcdo de problemas em fisico-quimica, no eletromagnetismo e nas reacdes quimicas,
permitiram que a mecanica estatistica se estabelecesse de modo sélido. A esse respeito, foi fundamental a
contribui¢do de Josiah Willard Gibbs (1839 — 1903). Gibbs iniciou suas investigagdes em termodinamica
em 1871. Porém, sua mais importante inveng¢ao, a teoria de ensembles, surgiu apenas em 1893. Com ela,
o fundamento estatistico da termodindmica se tornou claro e definitivo. Fundamentalmente alicercada
sobre o principio de energia, a mecanica estatistica de Boltzmann e de Gibbs representou uma renovagao —
em bases novas e insuspeitadas — do programa de explicacdo mecanicista, na medida em que, claramente,
voltava a professar o compromisso metafisico com a reducdo dos fendmenos macroscopicos a realidade
fisica mais fundamental de mecanismos microscépicos invisiveis. Contudo, o legado maior da mecénica
estatistica para o novo mundo da fisica quantica estaria em seus métodos, nao em seus Compromissos
metafisicos.

3 Leis: Kirchhoff, Stefan-Boltzmann, Wien e Rayleigh-Jeans

O teorema de equiparticdo havia se tornado uma pedra angular para a aplicagdo dos principios da
mecanica estatistica aos problemas termodinamicos da matéria e da radiacao. Contudo, 0s sucessivos
fracassos na obtencdo da razdo dos calores especificos dos gases comecaram a criar uma fratura na
compreensdo da recém-descoberta conexao entre os mundos microscépico e macroscopico. Mesmo
ap6s Boltzmann ter formulado um argumento para mostrar como cinco graus de liberdade (por &tomo)
conduziriam a uma resposta realmente préxima do valor experimental esperado para gases diatdmicos,y ~
1,4, a verdade é que apenas no contexto da fisica quantica foi possivel explicar por que alguns graus
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de liberdade ndo eram excitados a baixas temperaturas, violando o teorema de equiparticdo. A esses
fracassos sucederam outros — em problemas que ndo eram, necessariamente, mutuamente interconectados,
nem eram centrais aos desenvolvimentos nas décadas finais do século XIX, mas que, a medida que
resistiam as tentativas de solug@o, foram ganhando progressivamente importancia. De fato, o que ocorria
era que os limites da capacidade da fisica cldssica e da adequagdo da visdo mecanicista estavam sendo
alcancados em vdrias outras frentes de investigacdo da estrutura da matéria — espectroscopia de 4tomos
e de moléculas, efeito fotoelétrico, espalhamento de raios-X, radioatividade, etc. Além do problema
dos calores especificos, também diretamente relacionado com o problema da validade do teorema de
equiparti¢do era o do equilibrio entre a radiacdo e a matéria, mais especificamente, o problema de explicar
o espectro da radiagdo térmica em equilibrio com as paredes da cavidade de um corpo negro.

A primeira peca do quebra-cabecas havia sido posta ja em 1859, quando Kirchhoff demonstrou que o
espectro radiacdo de corpo negro ndo dependia da natureza especifica das paredes. Mais especificamente,
ele demonstrou que a razdo entre as radidncias térmicas absorvida (jy) e emitida (Oy) € igual a radidncia
espectral By de um corpo negro perfeito, uma funcdo universal do comprimento de onda (ou da frequéncia
e da temperatura T

owBy(T) = jv

A segunda peca do quebra-cabecas foi fornecida por Boltzmann, em 1884, ao derivar a chamada lei de
Stefan-Boltzmann, segundo a qual a energia total irradiada por um corpo negro, por unidade de drea, por
unidade de tempo, em todo o intervalo de frequéncias, é proporcional a quarta poténcia da temperatura 7.
Boltzmann partiu do modelo proposto por Maxwell para tratar o problema da radiacio eletromagnética em
cavidades com paredes refletoras (condutores). De fato, a expressao da equacao de estado que relaciona a
pressao da radiacdo na cavidade com a sua densidade conduz ao resultado:

p=-¢ = egxT%

A peca seguinte foi fornecida por Wilhelm Wien (1864 — 1928) ao demonstrar, em 1894, que a
distribuicdo de energia eletromagnética, em fungdo do comprimento de onda A, deveria ser da forma
p(A,T) = A=3¢(AT). Em sua demonstragio, Wien partiu de trés premissas, estabelecidas por ele préprio.
Em primeiro lugar, a lei de deslocamento, que estabelecia que, em uma expansao adiabética da radiacdo, o
comprimento de onda e a temperatura eram inversamente proporcionais: AT = cte. Em segundo lugar,
que, no equilibrio entre cavidade e radiag¢@o, os tinicos parAmetros que podiam caracterizd-lo eram A e
T. Por fim, que, em uma expansao adiabdtica (i.e., quasiestatica), a forma da fun¢do devia permanecer
invariante. A conclusdo se segue, entdo, da combinacao dessas premissas com a lei de Stefan-Boltzmann:

PLTIA =cte = p(AT)=A¢(AT)

De qualquer modo, a fung¢do ¢(AT) s6 podia ser obtida experimentalmente. Em 1896, Wien prop0s que
ela deveria ser da forma ¢(AT) = Aexp(—B/AT ), com A e B constantes positivas. A lei de Wien, expressa
em fun¢do do comprimento de onda e, alternativamente, da frequéncia da radiacdo, €, assim:

p(M.T) = AL exp(—B/AT)
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3

8
w(v,T) = A 2‘;

exp(—Bv/T)

Entretanto, os sucessivos experimentos realizados na regidao visivel do espectro (1899) e na regido
infravermelha (1900) — limite de baixas frequéncias e altas temperaturas — evidenciaram que a lei de Wien
estava errada.

4 Rayleigh e Planck: a relacao entre distribuicao de energia da ra-
diacao e energia média por grau de liberdade.

“The study of conservative damping seems to me to be of great importance, since it opens up the prospect of
a possible general explanation of irreversible processes by means of conservative forces — a problem that
confronts research in theoretical physics more urgently every day.” (Planck, 1895, apud Klein, 1967)

Também por volta de 1900, William Strutt (Lord Rayleigh, 1842 — 1919) descobriu, teoricamente, um
problema igualmente grave na regido ultravioleta — a divergéncia dep (), no limite A — 0. Considerando
que a radiacdo no interior da cavidade podia ser modelada como um conjunto (infinito) de ondas estacio-
ndrias (modos normais de um oscilador harmonico), Rayleigh demonstrou que a distribuicdo da energia
deveria ser tal que, no limite de altas temperaturas,

kT

p(AT) = —a

Essa € a expressao do que ficou conhecido por lei de Rayleigh-Jeans. A chamada catdstrofe ultravioleta
colocava o teorema da equiparticio em cheque, pois era resultado direto de sua aplicagao.

As pecas finais do quebra-cabegas foram obra de Max Planck (1858 — 1947). Planck, motivado pela
natureza do trabalho puramente cldssico de Wien, comecou a se aproximar do problema do corpo negro a
partir de 1894, através de investigacOes mais gerais envolvendo a conexao entre a termodinamica fora do
equilibrio e a teoria eletromagnética. De fato, Planck j4 havia reconhecido a necessidade de modelar a
interacdo da radiacdo com os dtomos das paredes da cavidade. Por outro lado, a caracteristica de univer-
salidade do espectro de radiacdo era particularmente intrigante e impressionou Planck profundamente.
Convencido da existéncia de uma lei fundamental por detrds desse fendmeno, ele ndo teve dificuldades em
assumir que as paredes da cavidade consistiam de osciladores harmdnicos carregados amortecidos, de
modo que cada dipolo oscilante absorvia e emitia radiacdo eletromagnética — um problema que, desde
Hertz, havia sido bastante estudado.

Em 1895, ele publicou varios trabalhos sobre o chamado espalhamento ressonante de ondas eletromag-
néticas planas por dipolos oscilantes. No ultimo dos artigos desse ano, Planck definiu um programa de
ataque ao problema baseado no que ele chamou de “amortecimento conservativo” e idealizou um modelo
que consistia em um sistema de dipolos oscilantes em equilibrio com a radia¢do, encerrados em uma
cavidade perfeitamente refletora. A ideia bdsica era que a energia perdida pelos osciladores, na forma de
radiacdo, para o interior da cavidade, ndo devia ser interpretada propriamente como calor, uma vez que ela
podia ser recuperada pela reacdo da radiac@o sobre os osciladores.

Sobretudo no inicio de seu trabalho, Planck esteve imbuido de uma série de preconceitos que acabaram
por cumprir papel bastante diverso na sequéncia dos eventos que se seguiram. Se, por um lado, alguns

159



Physicae Organum e Brasilia, vol. 3, n. 2 ¢ 2017

Pré-Modelo de Planck: oscilador harménico
carregado amortecido

Constante de elasticidade
massa do oseilador

mx+av+kx=0

Frequéncia natural

Forca de amoriecimento do oscilador
Ouando o amortecimento ¢ \ .
Pequen: k= e,

Figura 1: Pré-modelo de Planck.

deles o incentivaram a perseguir uma solucao para o problema que estivesse para além dos pressupostos
aceitos por parte considerdvel da comunidade cientifica, por outro lado, também o impediram de perceber,
de imediato, como o problema deveria ser pensado em termos fundamentais. Dentre esses preconceitos,
estava uma grande desconfianca com relacio a validade do teorema de equiparticdo e uma confianga
absoluta na validade da termodindmica. Essa era, alids, uma das facetas do explicito positivismo professado
por Planck. Ele estava totalmente convencido da validade exata das duas leis da termodinamica e de que
o problema da rota para o equilibrio ndo poderia estar assentado sobre as consideracdes mecanicas e,
principalmente, estatisticas, de Boltzmann. Portanto, ele era contra a defini¢do de entropia estatistica.

Curiosamente, com base no argumento do Demonio de Maxwell, Planck concluiu que a segunda lei
jamais poderia ser vélida em um sistema constituido de particulas. Maxwell, contudo, havia construido o
argumento para alcancar o objetivo oposto: demonstrar que um sistema de particulas nao podia sustentar a
validade da segunda lei, a ndo ser em termos estatisticos. Porém, em 1898, Boltzmann obrigou Planck a
rever sua posi¢do, utilizando-se, alids, de outro argumento de Maxwell: o de que € impossivel derivar, sem
consideragdes extras, exclusivamente com base nas leis fundamentais da fisica (que sdo reversiveis), o
conteudo de irreversibilidade da segunda lei.

Mesmo antes de se curvar completamente ao peso dos argumentos de Boltzmann, Planck conseguiu
que seu programa alcancgasse um primeiro resultado espetacular. Em 1899, ele obteve a relacdo entre a
densidade de energia da radiacao em uma cavidade e a energia média dos osciladores com os quais havia
modelado suas paredes:

8mv? _
E.

u(v) =

Na figura 1 encontra-se um esquema sintético do modelo preliminar adotado por Planck.

c3

Planck comecou obtendo a taxa média de radiacdo dos dipolos constituintes do interior da cavidade
(figura 2):
d{W)
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Energia no Oscilador Amortecido

Multiplicando a equaciio de movimento pela velocidade e
integrando com respeito a0 tempo:

{(m¥) x +{ax) x +ik)x =0

| ! LA J . 1 J 2
—.FHI d(x7) + J o x + —k_[ dix”)y =0
2 [i} 0 2 i}

Energia Cinética (K) Energia Dissipada (1) Energia Potencial (L)

d .. ) e amit oa_ .
— (K +U)=at" ==— =—12K
ot m 2 i

K+li==]) =

1) - -
A0 =4 W=y

(K\={U} = (K+U'\=2(K\=(W) =
v : ' ! ol et it

Figura 2: Energia do Oscilador Amortecido.
Em seguida, ele aplicou a formula de Larmor
aw _ ei?
dt ),..  6m€c?

no regime de oscilacdes levemente amortecidas para obter uma expressao para o fator de amortecimento
radiativo (figura 3):

wje?
'Y = —_—
61meoc3

e para obter a média temporal da radiacdo emitida pelo dipolo em fungao de sua frequéncia natural e de
sua amplitude:
(dW) B wge? lx0)?
dt radmedia 127e c?

O préximo passo foi considerar a reagdo da radiagdo sobre cada oscilador, completando o modelo prévio
pela introdu¢do de uma forga diretiva (figura 4).

Assumindo uma solu¢@o harmonica, Planck obteve uma férmula da média temporal da radiagdo emitida
pelo dipolo em fungdo de sua frequéncia natural e da frequéncia e amplitude da onda incidente (figura 5):

(dW) B (DgezEg
dt radmedia 12%8063’”% [(0)% - 0‘)2)2 + YZO)Z] .

O calculo da taxa de radiacdo média total emitida pelo dipolo em interacdo com todas as ondas de diferentes
amplitudes pode ser realizado pela integracdo em todo o intervalo de frequéncias, mas, assumindo o fato
de que ela apresenta um pico em torno da frequéncia natural do oscilador (frequéncia ressonante), Planck
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Aplicagio da Formula de Larmor: escilagies levemente amortecidas
x=|x[cos(ei) = ¥=-o|x|cos(m)

[dﬁf’ ] &7 [ dw ] o'l
- =— = = — =—————cos (myl)
dr ) o base dr ), base

Al ) iwitia 1276,

{cos*(a1)) =

LS

T . - - I
W)=k +U)=2(K) =?m|_ru| i,

) o,'¢

W B B =
_[tTJ =r(W)=y Smx[a =" bmme,c’
dar ), 2

Figura 3: Aplicacdo da Férmula de Larmor.

Modelo de Planck: oscilador harménico
carregado amortecido e forcado

Forga da radiagio

Frequéncia do oscilador sobre o oscilador

\ » el expli
4 pt+ay x=—" pliay)
n, Frequéncia da

onda incidente
Fator de gmorfecimenio

radiative Observe que o fator de gmerfecimento radistive

si depende de constantes fundamentais ¢ da

frequéncia natural dos osciladores. Como as

e’ ondas na cavidade podem restaurar a energia

pasl == m dos osciladores, Planck denominon o fendmena
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Figura 4: Modelo de Planck.

Observe a necessidade de se obter 0 module quadrado da amplitude.
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Figura 5: Uso do médulo ao quadrado da amplitude.
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Figura 6: Tuxa de radiacdo média.

fez uma aproximacdo para obter a taxa média de perda radiativa do dipolo em fun¢do da intensidade da
reacdo da radiacdo na frequéncia ressonante (figura 6):
dW)  me?

dt B 2€0m,C

1(0)

Por fim, comparando a expressao geral obtida para a taxa de radiacdo do oscilador amortecido (figura
2) — generalizada para incluir todas as polarizacdes — com a expressao correspondente ao tratamento que
inclui a reacao da radiacdo (figuras 5 e 6), Planck obteve o resultado j4 enunciado para a relagdo entre a
densidade espectral e a média de energia dos osciladores (figura 7):

8mv? _

u(v) = 3 E.

Um fato absolutamente notdvel com respeito ao resultado obtido € o de que toda a informacao sobre a
natureza dos osciladores desapareceu do problema, o que estava em pleno acordo com o que Kirchhoff
havia demonstrado: o espectro da radiacdo € independente da natureza das paredes. Agora outro fato
realmente notdvel é que o teorema de equiparticao prevé, para o caso de um oscilador harmdnico, que
possui dois graus de liberdade, que:

_ 1
E =2—kT,
2
e, portanto, a densidade espectral deveria ser dada por:
8mv?
V)= kT.
u(v) = =5

Mas esse € exatamente o resultado obtido por Rayleigh (e corrigido por Jeans), que havia chegado a
ele por um caminho completamente diferente: ao invés dos osciladores, ele tratou diretamente com as
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Figura 7: Energia média de um oscilador.

ondas eletromagnéticas encerradas em uma caixa refletora, cujos modos de oscilacdo independentes sdo
os graus de liberdade. A histéria subsequente tem a ver com o modo como Planck, parcialmente motivado
pelos seus preconceitos, mas, sobretudo, pela necessidade de salvar os fendmenos, decidiu nao seguir o
caminho que, aparentemente, era o Unico, em vista do Principio de Equiparti¢ao.

5 Salvando os fenomenos: a Formula de Planck.

Pelo lado experimental, grandes dificuldades estavam sendo enfrentadas no problema da obten¢do de
precisdo suficiente para que propostas tedricas diversas pudessem ser eficientemente decididas. A despeito
disso, a lei de Wien parecia estar em excelente acordo com os dados disponiveis por volta de 1897, de
acordo com os experimentos realizados, principalmente, por Otto Lummer, Ferdinand Kurlbaum, Ernst
Pringsheim e Heinrich Rubens.

Para Planck, ndo parecia pairar dividas sobre a validade da lei de Wien e, estando ele mais preocupado
com os problemas em torno da validade exata da segunda lei da termodinamica, seu passo seguinte foi,
entre 1899 e 1900, encontrar a entropia termodinamica que recuperava a lei de Wien (figura 8).

O panorama, entretanto, mudou radicalmente quando, em novos experimentos realizados em outubro
de 1900, Rubens e Kurlbaum demonstraram, para além de qualquer ddvida, que a lei de Wien ndo
era satisfeita no limite de altas temperaturas e baixas frequéncias, regido na qual o espectro deve ser
proporcional a temperatura. Porém, a lei de Wien implicava, nesse limite, que o espectro seria independente
da temperatura.

Quando esses resultados chegaram ao conhecimento de Planck, em questdao de poucos dias ele foi
capaz de propor a primeira formula bem-sucedida para a distribuicdo de energia espectral:

_ a%
~ exp(BV/T) -1’

p(v.T)
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Entropia termodinimica compativel com a lei de Wien (junho de 1900):
s nTI =
uiv) = I Relagio de Planck
. E = Ave™™'" =
uv)=A——e ™" Leide Wien
< Entropia termodinamica
- de um oscilador (Wien)
Foo- — Fi F
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Figura 8: Entropia termodindmica.

On an improvement of Wien's spectral distribution (Planck, outubro de 1900)

Amndlise termodinimica da formula de Rayleigh-Jeans
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Figura 9: Melhoria da Lei de Wien (outubro de 1900).

cujas duas constantes livres, C e B, permitiram ajustar perfeitamente os resultados experimentais. Porém,
a férmula de Planck era apenas empirica. Isso significa que, além de nao ter sido proposta com base nos
principios de qualquer teoria, ela nada tinha a ver com a ideia de quantizagdo, embora ja apresentasse a
forma correta do que passaria a ser conhecido por lei de Planck.

O modo como Planck chegou em sua expressao empirica € digna de nota, seja porque ele se utilizou de
um argumento ad hoc, mostrando como uma interpolag¢do matemdtica entre a lei de Wien — valida no limite
de altas frequéncias e baixas temperaturas — e a formula de Rayleigh-Jeans — vdlida no limite de baixas
frequéncias e altas temperaturas — reproduzia os espectros observados, seja porque ele obteve sucesso
procurando estudar a relagdo entre energia e entropia, ao invés de seguir pela abordagem tradicional, que
sempre procurou estudar a relagc@o entre energia e temperatura. Inclusive, ja nessa ocasido, ele obteve a
expressdo da entropia termodindmica correspondente, ainda que dependente das constantes livres C e B.

Planck comegou por realizar uma anélise termodindmica da lei de Rayleigh-Jeans de forma completa-
mente andloga a j4 previamente realizada para a lei de Wien (figura 9).
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On an improvement of Wien's spectral distribution (Planck, outubro de 1900)

Lei empirica ceme interpolagdo matemdtica entre a lei de Wien e a férmula
de Rayleigh-Jeans: abordagem exclusivamente termadinémica.

fars 7 Interpolacéo!!
[ .
Rayleigh => L =
i

r d's a
= =

26 dE’ E(b+E)

Wien —

ds a : a - : 1
= =|l=——dEl = =-—=[IhE-Inlb+E)]== =
Il-.'(h+,‘-_'){ bl (b+E0]

T

- b 8mv' —  8m/ b
- k= TP = uivy = 3 E = 3 Blal
e fo e -1

Figura 10: Melhoria da Lei de Wien (outubro de 1900) e Interpolagdo.

On an improvement of Wien's speciral distribution (Flanck, outubro de 1700)
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Figura 11: Melhoria da Lei de Wien (outubro de 1900) e Interpolacdo.

O objetivo que ele tinha em mente era comparar as formas funcionais de acordo com as quais a concavidade
da relacdo termodindmica fundamental dependia da energia nos dois limites em que se sabia que as leis
de Wien e Rayleigh-Jeans estavam de acordo com os dados experimentais da época. O resultado do
procedimento foi impressionante. Usando a relagdo previamente deduzida para a densidade de energia
espectral como fun¢do da energia média dos osciladores, Planck chegou a férmula abaixo (figura 10),
dependente das constantes livres a e b, usadas no processo de interpolacao:

8mv? 8nv? b

u(v) = b= agar 1

Em seguida, ele analisou o limite de sua prépria férmula para obter as relacdes entre os parametros livres
A e B, oriundos da lei de Wien, e a e b (figura 11).
De igual importancia, entretanto, foi a obtencdo da entropia termodindmica correspondente a sua formula

(figura 12):
S = 1+ E In{ 14+ E — E lnE
term — d b b b bl
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On an improvement of Wien's spectral distribution (Planck, outubro de 1900)
Entropia termodinimica da formula de Planck
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Observe que b & proporcional 4 frequéncia!! b = v

Figura 12: Melhoria da Lei de Wien (outubro de 1900) - Entropia termodindmica.

6 A ‘“‘reconciliacao” de Planck com Boltzmann

“On the very day when I formulated this law, I began to devote myself to the task of investing it with a true
physical meaning. This quest automatically led me to study the interrelation of entropy and probability —
in other words, to pursue the line of thought inaugurated by Boltzmann.” (Planck, 1950)

Apesar do sucesso, Planck sabia que havia inconveniéncias. Primeiramente, sua férmula era empirica:
ainda que fundada em argumentos termodinamicos, fora obtida com suporte na experiéncia e, portanto,
ndo era o caso de se pensar que ele estava de posse de uma verdadeira explica¢do. Por esse mesmo motivo,
ela carecia de suficiente poder preditivo, em virtude da presenca de parametros livres. Vale ressaltar que,
ndo ha nenhum resquicio, nesse momento, de qualquer ideia de quantizacdo, nem isso era sequer uma
preocupacgdo que pudesse estar no horizonte tedrico da época. Logo na sequéncia da apresentacdo de seu
resultado, ele se langou a procura por uma justificagdo mais sélida.

Planck julgou té-la encontrado ao abandonar sua abordagem exclusivamente termodinamica e se voltar
para o modo como Boltzmann havia tratado o problema de contagem na defini¢ao da entropia estatistica
e na obtencao da distribui¢cao mais provavel no equilibrio. Esse modo essencialmente exigia que um
expediente meramente formal — a divisdo da energia total em quantidades discretas — fosse apenas um
passo intermedidrio e que, ao final do processo, o limite do continuo devesse ser tomado. Com efeito,
Planck imaginou o problema de calcular o ndmero total de modos de distribuir a energia total Ey = re
entre N osciladores de tal modo que a energia total fosse um multiplo inteiro (r) de uma quantidade
finitag(figura 13).

Em seguida, ele realizou um passo completamente arbitrdrio: postulou que esse niimero total de
modos deveria ser a probabilidade () a ser considerada na expressdo da entropia estatistica total de N
particulas, Sy = klog() (figura 14).

O fato € que esse passo carecia completamente de qualquer justificativa e sentido, porque um niimero
total de possibilidades ndo é uma probabilidade. O resultado mais interessante, contudo, foi que ele pode,
desse modo, obter a entropia estatistica média por oscilador:

E E E_ E
Sestat :k [(1"‘;) ln (1+E> —Elng:|
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On the theory of the energy distribufion law in the normal spectrum
(Planck, dezembro de 1900)
O que Planck publicou?
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Figura 13: Teoria da lei de distribuicdo de energia (dezembro de 1900).

Cn the theory of the energy disfribution law In the normal spectrum (Flanck,
dezembro de 1900)

Planck simplesmente postulon que o entropia total doe
sistema de ¥ osciladores era:

Mas sso ndo & wma

/W‘-N'ﬂ'-m‘”

f —Iy!

S, =kin f". + r I}
\Qﬁf

Ouando N ¢ rsio muite grandes, vale a npmximariu de Stirling:

(N+r=1)! (N+r) (N+,)™

1 i _
e AN-1!  ANL . FNY p=NE
£
v I I T, T Entropia
N rar =h_"" =kl 1+ I—- In ]_+L _"_l“'r_ Estatiatica Média
ﬁ i £ £) & & por Oscilador

Figura 14: Teoria da lei de distribuicdo de energia (dezembro de 1900).
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Om the theory of the energy dishibulion law in the normal spectum
(Planck, dezembro de 1900)
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Figura 15: Teoria da lei de distribuicdo de energia (dezembro de 1900).

0 que o permitiu fazer uma comparagdo direta com a sua entropia termodindmica (figura 15). Foi com
base nessa comparagdo que o resultado mais surpreendente finalmente apareceu: a quantidade finitagera
proporcional a frequéncia da radiacdo e, por isso, ndo podia ser levada ao limite zero. Ou seja, a
discretizacdo da energia era uma condicdo absolutamente necessdria para que a entropia estatistica
pudesse ser definida.

Portanto, havia dois problemas que ainda ficaram por ser resolvidos. Primeiramente, era claro para todos,
inclusive para o préprio Planck, que a sua definicdo de probabilidade ndo fazia sentido, mas era preciso
explicar por que ela funcionava. Em segundo lugar, havia também uma inconsisténcia légica, em seu
tratamento do problema: a discretizacdo no procedimento era incompativel com o tratamento classico
(continuo) que Planck usava para a energia irradiada pelos osciladores. Além disso, pairava sobre a
histéria também uma duvida: por que Planck se decidiu a dar esses passos que ele certamente sabia serem
contraditérios?

A esséncia da demonstragdo estava no modo como ele chegou a entropia estatistica S. Em tdltima
instancia, o que Planck fez era realmente equivalente a impor que a energia trocada entre os osciladores
e a propria radiacgdo fosse discretizada. Isso significava que, para cada frequéncia v, a energia de cada
oscilador s6 podia ser trocada com a radiagdo em guantidades discretas, de valor € = hv = hc /A —em que h
era uma constante que se tornaria, juntamente com a velocidade da luz ¢ e a constante gravitacional G, uma
das tré€s constantes fundamentais da natureza: a constante de Planck. Como ficou claro, o procedimento de
Planck era uma variagcdo do procedimento de Boltzmann que, se fosse estritamente seguido, deveria exigir
o limitee — 0. Apesar da nova demonstracdo, sua natureza extravagante e, principalmente, a auséncia de
justificativa com respeito ao ultimo passo mostram que o argumento de Planck ainda tinha natureza ad
hoc.

Uma das interpretagdes em voga sugere que Planck se decidiu a dar passos tdo corajosos porque tinha
em vista exclusivamente a recuperacio da sua ja previamente alcancada entropia termodinamica. De fato,
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O que Planck deve ter realmente feito?

Um possivel explicagiio do procedimento de Planck (por L.
Rosenfeld ¢ M. J. Klein (1977): trabalho de tras para frente:

‘\ln|r']+£‘-_£]“£ 3 ,( ]
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ri(r=1)!

Figura 16: O que Planck deve ter realmente feito.

com isso, bastou que ele utilizasse a segunda lei da termodinamica, na forma da relacao entre energia e
entropia, (dS/9E), = T—!, para deduzir a forma correta que deveria ser imposta para a energia média
Ey(T) e, desse modo, recuperar a sua férmula empirica (figura 16).

A propdsito, observe-se que Planck também nao realizou a quantiza¢do do campo eletromagnético —
feito realizado por Einstein, com o conceito de foton, no contexto de sua solucao para o problema do efeito
fotoelétrico. (A propésito, em 1905, Einstein, no artigo intitulado On a heuristic viewpoint concerning
the production and transformation of light mostrou como solucionar o problema de modo estritamente
termodinamico, porém, tratando a radiacao quantizada (f6tons).) Isso, entretanto, representava uma clara
contradi¢do: enquanto a energia irradiada pelos osciladores se distribuia continuamente através do campo,
ela ndo era emitida continuamente ao longo da oscilacdo, mas descontinuamente, e apenas quando ocorria
uma abrupta variagdo na amplitude de cada oscilador.

Esses fatos estiveram na base do motivo pelo qual a nova hipotese qudntica seria encarada com muita
desconfianga, até mesmo pelo proprio Planck. Até pelo menos 1911, ele ainda considerava a discretizacio
um mero artificio formal e procurou obstinadamente reconciliar sua descricao com a fisica cldssica. Os
trabalhos de Einstein, nesse sentido, foram fundamentais para que a hipétese passasse a ser, paulatinamente,
assimilada no seio da comunidade cientifica. Contudo, algum tempo ainda seria necessdrio para que uma
verdadeira mecdnica qudntica viesse a ser construida.
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