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Resumo

Esse artigo tem como objetivo introduzir o leitor a dlgebra de Clifford. Foi assumido que o leitor
tem um conhecimento minimo de dlgebra linear como por exemplo multiplicacdo matricial. Apos
introduzir as ideias e conceitos sobre a dlgebra de Clifford sdo feitos dois exemplos de como ela pode
ser aplicada na fisica.
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1 Historia

As algebras de Clifford tiveram origem na tentativa de representar um nimero complexo geometrica-
mente. Com base na representacao geométrica de nimeros complexos, William Rowan Hamilton, em
busca de uma generalizacdo desses para o espaco tridimensional, criou em 1843 os nimeros quatérnions.

Em 1844 Hermann Grassmann desenvolveu a sua propria dlgebra com uma operagdo chamada produto
exterior, sendo esta a operacdo chave na dlgebra que hoje se conhece como dlgebra externa.

A élgebra geométrica de Clifford, surge no século XIX em 1878, pelo matematico William Kingdom
Clifford. Clifford introduziu o anidlogo do produto de quatérnions de Halmilton dentro da estrutura da
algebra extensdo de Grassmann, obtendo um sistema naturalmente adaptado para a geometria ortogonal
de um espaco arbitrario.

2 Motivacoes

Do que foi dito anteriormente, fica claro que uma maneira simples de introduzir uma motivagdo para o
estudo da algebra de Clifford € através dos nimeros complexos.
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Sabemos que um numero complexo z no plano pode ser escrito como z = x 4 iy, em que x € y Sa0 suas
coordenadas no plano. H4, evidentemente, uma representacdo do par ordenado (x,y), também no plano,
em termos de vetores, na forma 7 = xi + yj.

Ora, ¢ imediata a identificacdo dessas duas representacdes. De fato, podemos representé-las igualmente
escrevendo, simplesmente, o par ordenado (x,y).

Entretanto, se imaginarmos a representacado complexa e fizermos o produto entre dois nimeros
complexos z1 = x1 + iy e Z; = x — iy2 (0 conjugado complexo de z»), obtemos

2125 = (x1x2 +y1y2) + i (x2y1 — x1y2) (1)

Note que esse resultado é sugestivo, se o pensarmos como relacionado a vetores e seus produtos usuais
(escalar e vetorial). De fato, pensando em termos de vetores, poderiamos escrever o resultado anterior
como

2122 =71 22+ 1|71 X 22, 2

em que fomos obrigados a usar o médulo por estarmos em duas dimensoes.

Ora, entdao vemos que a operacao de produto de nimeros complexos € bastante rica (em duas dimen-
soes), pois ela engloba, pensando em vetores, tanto o produto escalar como o produto vetorial, sintetizados
em um Unico produto (no caso, de nimeros complexos).

A édlgebra de Clifford vem justamente para generalizar essas no¢des para espacos de dimensdao maior
do que duas.

3 Espaco Vetorial

Um conjunto ndo vazio V € um espago vetorial sobre um corpo K se em seus elementos estiverem
definidas as seguintes operagdes:

e Dados dois elementos u € v de V existe um outro elemento u 4 v que também pertence a V. Essa
operagdo é denominada soma e indica que V € fechado com relacdo a ela;

e Dadoum o € Ke v eV existe um outro elemento o - v pertencente a V. Essa operacdo ¢ denominada
multiplicacdo por escalar.

Um elemento u pertencente a V € chamado de vetor covariante ou somente vetor e € escrito como .
As operagOes citadas anteriormente tém as seguintes propriedades:

Propriedade 3.1. (Espaco Vetorial) Sejam ui,v,w € V e o, B,y € K; temos que:

1. Comutatividade da Adicdo: i+vV =VvV-+1i

3. Elemento Neutro da Adi¢do: 047 =¥
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4. Inverso Aditivo: Vu cV,veV :u+v=v+u=0;
5. Associatividade da Multiplica¢ao: o.(Bu) = B(oui)
6. Distributividade dos Escalares: (o.+ B)i = oui + Bi
7. Distributividade dos Vetores: o(ii + V) = oui + ov

8. Elemento Neutro da multiplicacdo por escalar: I3y e K:YueV,yu=u.

Definicao 3.1. (Combinacdo Linear) Um vetor Vv € V pode ser escrito como uma combina¢do
linear de vy,v;...v,, €V se existirem escalares 0,0, ...,0, € K tal que:

n
V=0yvi + 00V + ...+ vy = Y O,
i=1

onde os vetores vi,Vva,...,v, formam um subconjunto ‘B de V.

Definicéo 3.2. (Base) E dito que ‘B é um conjunto gerador de V se todos os elementos de V podem
ser escritos como uma combinacdo linear de um niimero finito de elementos de ‘B. O subconjunto
B também é conhecido como base do espaco vetorial V.

E costume fazer com que os vetores da base tenham modulo igual a 1, quando entdo dizemos que os
vetores da base sdo normalizados, ou que a base, de modo geral, é normalizada.

Definicao 3.3. (Dimensdo) Se a base ‘B de um espago vetorial V tem n elementos, entdo dizemos
que n é a dimensdo do espago vetorial V.

H4, entretanto, espacos vetoriais de dimensio infinita, quando entio a base tem infinitos elementos!.

3.1 Produto Interno

Uma estrutura de Espaco Vetorial ndo depende de se definir a operacdo de produto interno entre vetores.
Essa é uma operacao que se introduz posteriormente, quando € o caso, a estrutura de Espaco Vetorial.

Tal operacgdo, entretanto, muito frequentemente € relevante para os estudos em Fisica, de modo que a
apresentamos a seguir.

IEsta diferenciagdo é importante, pois h4 diversos teoremas que valem para espacos de dimensao finita, mas nio valem para
espacos de dimensdo infinita
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Definicao 3.4. (Produto Escalar) Seja V um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros reais
ou niimeros complexos(IK = R,C); define-se um produto escalar entre elementos de V como:
Yu,v € V,3y € K tal que

(,):VxV—->K

) (3)
<u,v >y

ou seja, a fun¢do <,> toma dois vetores pertencentes a 'V e leva em um niimero real ou complexo
pertencente a K.

Propriedade 3.2. (Produto Escalar) Essa fun¢cdo <,> é chamada de produto interno e tem as
seguintes propriedades (Yu,v,w € V,VA € K):

. <utv,w>=<v,w>+<uw>, <uyv+w>=<uv>+<uw>;

2. <M,y >=AN<uv>, <u,lv>=A<u,v>("* representa o complexo conjugado);
3 <u,v>=<vu>*;

4. <u,u>>0, sendo igual a zero apenas quando u =0 .

Diferentes espagos podem ter produtos internos diferentes. Por exemplo, o espaco de Hilbert L*
tem produto interno definido como

<xy>= / ’ 0 ().

Jd o espaco euclidiano R" tem produto interno

<u,v>= (ii-V) = |il|[V|cos(0),

onde 0 € o angulo entre os dois vetores.

Exemplo 3.1. Olhando para o produto interno no espaco euclidiano é possivel ver uma das
vantagens de se fazer as bases do espago serem ortogonais(0 = 90°). Considerando as bases
ortogonais (ey,e2) no espago euclidiano de dimensdo dimV = 2, o produto interno de dois
vetores U = uje1 + uxey e v =vie; +wes é:

(u-v) =<uje; +uzez,vie; +vaep >
=uvy < ej,e1 > tupvy < ez el > +upvy < ea,el > 4uvy < ez en >, (4)

= uyvi|er|er|cos(0) + upvales||ez|cos(0)
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ou, usando a definicdo para o produto escalar no espago euclidiano,
(u-v) = uviler||er| + uzvalez|ez|.
Caso também sejam consideradas bases normalizadas(modulo de e; = 1,Yi), entdo:

(u-v) =uyvi +upva.

Definicao 3.5. Uma base que é ortogonal e tem modulo igual a unidade de K (que representamos
simplesmente por 1) é chamada de base ortonormal.

Elementos de V ndo nulos que tem produto interno igual a zero sdao elementos linearmente indepen-
dentes, ou seja ndo € possivel escrever um elemento como a combinagao linear do outro.
Do resultado a cima temos que o médulo de um vetor no espago euclidiano pode ser dado pelo produto

interno?

n
<vv>=(vv) =Y v = [,
i

3.2 Espaco Dual e Funcionais

Em um espaco vetorial V podemos realizar operacdes que levam um elemento de V em um elemento
de K, como fazer uma integral definida usando elementos de V.

Essas operacdes sdo chamadas de transformacdes e sdo dadas por funcionais sendo aplicados em
vetores.

Exemplo 3.2. Por exemplo sejaV o espaco vetorial dos polinomios no pardmetro t sobre os
nimeros reais e T uma transformacdo linear t©:V — R dada por

O funcional T no exemplo seria a integral definida.

Mais especificamente, estamos interessados em trabalhar com transformacdes lineares ou seja:

Definicao 3.6. (Transformagées Lineares) Considerando a transformacdo de um espago vetorial V
em um corpo K da forma ® :V — K tais que, para u,v €V e a,b € K, temos que a transformagdo

20 espaco euclideano IR” apresenta particular interesse, uma vez que se pode mostrar que todo espaco vetorial de dimensio
finita n € isomorfo a IR".
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é linear se, e somente se:
P(au+bv) = a®(u) + bP(v),

de modo que funcionais lineares em V sdo transformagdes lineares de V no corpo K.
Dados dois funcionais lineares ®,Y sobre um espago vetorial V e Vv € V, podem-se definir as
operacdes de soma de funcionais e multiplicacio por escalar a partir das propriedades:

Propriedade 3.3. Operagées sobre transformacaes lineares:
1. (P+9Y)(v) =®(v)+¥(v),
2. (a®)(v) =ad®(v).

O conjunto dos funcionais lineares munido das duas operacdes 3.3 forma um espago vetorial de grande
importancia.

Definicao 3.7. (Espaco Dual) O espago vetorial cujos elementos sdo transformagoes lineares de
V em K que possuem as propriedades 3.3 é chamado de espaco dual ao espaco vetorial V, e é
representado como V*.

Dado um vetor qualquer v € V, é sempre possivel reescrever este vetor como uma combinagdo linear de
elementos de uma base ortonormal. Se o espago V tem dimensdo dimV = n, € necessario ter n diferentes
elementos ortonormais (e;), de modo que o vetor v pode ser escrito como:

V= Z vié;,

i=1

Tomando um funcional ¥ € V* e aplicando-o a vV, tem-se

Com isso, podemos demonstrar um importante resultado:

Teorema 3.1. Um elemento qualquer ¥ € V* pode ser escrito em funcdo dos termos ¥ (e;), ou seja,
qualquer funcional de V* pode ser decomposto na forma de uma combinagdo linear dos ¥ (e;).
Deste modo, pode-se assumir os termos ¥ (e;) como base do espago dual V*.
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Demonstracio 3.1. Para que sejam bases de V* os elementos ¥ (e;) devem ser linearmente
independentes.
Como, por construgdo, os elementos e; sdo ortonormais temos que:

i Kie; & (Vi)Ki =0,

i=1

onde K; € R. Aplicando um funcional Y em ambos os lados da equacdo:

Como os funcionais de V* sdo lineares pode-se reescrever o termo do lado direito da
igualdade como:

Entdo os elementos ¥ (e;) sdo linearmente independentes e podem ser as bases de
V*. Como o espaco V* também tem elementos que podem ser decompostos como uma
combinacdo linear de suas bases,de maneira andloga aos vetores, os elementos de V* sdo
chamados de covetores ou vetores contravariantes.

Denota-se B* = (e1 ,e2, ...,€") o conjunto dos elementos de base do espago dual V*, como visto acima.

Esta base do espaco dual é definida de tal forma que, se ¢’ for aplicado em e j deve ser obtido:
e'(ej) = 53-,

onde o simbolo matematico 53- € o delta de Kroenecker.

Tendo-se um vetor v € V € possivel achar o seu covetor 6 € V*, pois as bases de ambos 0s espacos estio
relacionadas. E possivel, portanto, passar-se de uma base no espaco dual para um base no correspondente
espaco vetorial por meio da métrica.

Para vermos isso mais claramente, precisamos definir uma nova quantidade em nosso formalismo.

Definicao 3.8. (Métrica) A métrica em um espago vetorial V define a maneira como calculamos
comprimentos (em sentido genérico) neste espaco. Assim, se definimos um comprimento dado por

ds?, entéo
n n

ds* = Z gi,juiuj. 5)
i=1j=1

Com a defini¢do 3.8, € facil ver que a métrica € uma matriz dada pelo produto interno das bases, ou
seja, gij =< ej,ej >.
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Exemplo 3.3. Por exemplo seja 'V o espago euclidiano em trés dimensaoes, entdo as bases na
forma matricial sdo:

i=(100)
j=(0 1 0)
k=(0 0 1)
A matriz métrica fica:
i ik 100
gij=\|Jji jjjk|l=[010
ki k-] k-k 00 1

Conhecendo-se a métrica do espaco vetorial V e suas bases € possivel obter as bases do espaco
dual, pois hd um isomorfismo entre os espacos>. Assim, temos como definir uma correlagdo simétrica
T:V — V*, tomando um elemento de V e levando em um elemento de V*, que € invertivel, ou seja,
1= :V* — V. Essa correlaco T é a métrica.

Seja v um elemento de V podemos achar um elemento o0 € V* como:

v=Y,vie; =Y, gijx e = [g]a
=a=[g]"lv ’ ©

1'¢ a matriz da correlacdo inversa.

em que [g] € a representacdo da métrica (correlagdo entre Ve V*)e [g]~

E comum fazer a simplificacio na notagdo para os elementos da representagio, colocando-se x/ = v/
para identificar as componentes do vetor dual relativas ao vetor v, cujas componentes devem ser escritas
vj, salientando-se apenas que as componentes de um vetor de V* tém o indice em cima, enquanto que as
componentes de um vetor de V apresentam indices embaixo.

Outra notagdo comum decorre de se ocultar o somatorio e subir/descer os indices dos escalares de
modo a ter ¥ = vie; ou oL = x jej =V jej , nesse caso deve-se olhar apenas para a base para saber se o
elemento pertence a V ou a V*: a base de V € escrita com indices embaixo ¢;, enquanto que a base de V* é
escrita com ndices em cima /. Essa notacdo é chamada de notacdo de Einstein: indices repetidos, um em
cima e o outro embaixo, representam indices mudos relacionados a um somatoério sobre todos os valores
que tal indice pode assumir.

Com essas convengdes, podemos escrever

vi = gijv’, (7

3 Afirmamos anteriormente que qualquer espaco vetorial de dimensio finita  é isomorfo ao IR”, assim, como ambos V e V*
sdo de dimensio n, sdo ambos isomorfos a IR” e, portanto, isomorfos entre si, ja que o isomorfismo é uma propriedade simétrica
e transitiva, além de reflexiva — uma relagc@o de equivaléncia;
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que estabelece a relacdo entre os elementos da representacdo, ou seja, as componentes do vetor e covetor
nas bases dadas.

Exemplo 3.4. Na Teoria Especial da Relatividade, mostra-se que a invaridncia da velocidade
da luz c com o estado cinemdtico do referencial implica na invaridncia do elemento de linha

ds* = *di* — dx* — dy?* — d7* (8)
implicando que a métrica deve ser escrita como
n;=<eéej >=diag(1,—1,-1,-1), 9)

em que diag(1,—1,—1,—1) representa uma matriz 4 x 4 na qual apenas os elementos da
diagonal sdo diferentes de zero e tém os valores assinalados.

Nesse caso, diferentemente do espago euclideano, ndo é mais possivel representar vetores
e covetores (os duais) da mesma maneira.

Em termos de representagdo, temos

eo = (1,0,0,0);e; = (0,1,0,0);e2 = (0,0,1,0);e3 = (0,0,0,1)
¢ = (1,0,0,0);e' = (0,—1,0,0);¢* = (0,0,—1,0);¢> = (0,0,0,—1)

3.3 Tensores

Como visto anteriormente um funcional/covetor atuando em um vetor gera um niimero escalar. Pode-se
pensar, entdo, no produto de dois covetores atuando em dois vetores.

Defini¢iio 3.9. Sejam o, € V*, v,u € V e os escalares a.(v),B(u). O produto dos escalares define
um funcional bilinear (linear em ambas as entradas) agindo sobre o produto cartesianoV X'V na
forma

a®P:VxV =K
(e @PB)(v,u) = a(v)B(u)

A grandeza a.® B é denominada produto tensorial de o e P.

Podemos, igualmente, definir um produto tensorial de vetores. Nesse caso, temos um funcional bilinear
atuando no produto cartesiano de V* x V* na forma

(veu)(o,B) = a(v)B(u).

O produto tensorial forma um espago vetorial. Denota-se por TZ(V) = T? o0 espaco vetorial formado
pelo produto tensorial a®  de elementos o, B € V* e T»(V) = T o espago vetorial formado pelo produto
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tensorial # ® v de elementos u,v € V. De modo geral
T’ =V*@V*

L=V®V

Teorema 3.2. Se a dimensdo do espaco V for igual a n entdo

dimTy = dimT*(V) = n®. (10)

Demonstracio 3.2. Seja {e;} um conjunto de bases de V e {e'} um conjunto de bases de
V*, sabe-se que

a(v) = Zvioc(ei) =V,

onde estamos usando a notacdo de Einstein para evitar ter que escrever o somatorio e
estamos fazendo a simplificacdo do.(e;) = ;. Fazendo as mesmas simplificacdes para B(u)
temos:

(a@B)(v,u) = viociujﬁj. (11)

Considerando entdo os funcionais o e  como os covetores da base de V*
(¢'@el)(v.u) = LY V(e (en)]u" [ (en)] = /80’8,
k m

em que jd usamos que e'(ey) = 5};, de modo que ficamos com
(e @el)(v,u) =viu'. (12)

Como podemos escrever um covetor em funcdo dos termos de base e usando a proprie-
dade do produto tensorial de ser bilinear, pode-se chegar a conclusdo que

oa®pB =aibjei®ej,

onde os valores a; e b sdo os valores obtidos ao se decompor os covetores o e B em fungdo
dos elementos de base.

Do resultado acima € possivel concluir que os funcionais bilineares ¢' ® ¢/ podem ser usados como
elementos de base do espago 72. Assim, um funcional bilinear arbitrario B pode ser escrito como

B= ZZbi’jei®€j = bi,jei®ej,
i
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onde os termos b;; sdo escalares obtidos através da aplicagdo do funcional B nos vetores de base (e;,e;).
O mesmo procedimento pode ser feito para as grandezas e; ® ej. Desse modo, € natural tomar ¢; ® ¢
como base de T5.

Os elementos do espago T2 sdo chamados de tensores contravariantes de ordem dois e os elementos de
T» sdao chamados de tensores covariantes de ordem dois.

Tensores sdo objetos matematicos que estendem as noc¢oes de vetores. Como visto anteriormente, ele
pode ser construido a partir da aplicacdo de funcionais em vetores de um espaco vetorial V.

Podemos generalizar os tensores de maneira andloga ao que foi feito, definindo a multiplicagdo de n
escalares resultantes de n funcionais atuando sobre n vetores, o resultado € chamado tensor de ordem #.

Pela mesma linha de raciocinio € possivel concluir que vetores sao tensores de ordem um e escalares
sdo tensores de ordem zero.

Exemplo 3.5. Seja v,u € V dado por v = 2e1 +3e; e u = —5e; + 6ey e a métrica g; j dada
por:

1 1
8ij= { 1 1 ] (13)

Esta matriz pode ser encarada como a matriz de representacdo da transformacdo linear
T(x,y) = (x+y,x —y) pois, se substituirmos a base canénica e; = (1,0) e e = (0,1),
obtemos, respectivamente, T(1,0) = (1,1) e T(0,1) = (1,—1), de modo que a matriz de
representagdo de T na base {e;}, escrita como [T, é exatamente 13, pois é construida a
partir dos resultados da aplicacdo de T escritos como colunas. Assim, de fato, dar a matriz
de g é dar a representacdo da transformacdo linear que associada a correlacdo entre o
espaco de origem 'V e seu dual V*.

Como se trata, de fato, de um operador linear, visto levar de um espaco vetorial de
dimensdo n em outro de mesma dimensdo, podemos inverter a matriz e obter, assim, a matriz
de representacdo da transformagdo inversa.

Podemos, imediatamente, obter os elementos da base de V*, usando a métrica na forma

(ver (6)) &' = [g~ "/ e;. Note que, por uma questdo de consisténcia, a inversa da matriz [g]
deve vir com os indices em cima, visto proceder a transformagdo inversa relativamente a [g|,
ou seja,
el 1/2 1/2 el 1| e+er
) | = == . (14)
e 1/2 —-1/2 e 2| ej—en

Os elementos o, € V* podem ser obtidos como o. = [g]~'v = vie' e B = [g] " 'u = u;e’, ou

seja, usando (14),
_ 1/2 1/2 el
w=|2 3]{1/2 —1/2He2]’
_ 1/2 1/2 el
p=1-5 6}{1/2 —1/2Hez]‘
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Assim os elementos o e P sdo, na base de V*,
o =2e! +3¢%, B= —5¢! + 662
O produto tensorial dos elementos o e 3 é
(a®B) =—(2-5)e' ®e! —(3-5)* ®e
+(2-6)e! @+ (3-6)? ®e?

ou
(a®@P) =—10e' @e! — 152 @e! + 12¢' @ &% + 1862 @ €2

O produto tensorial de 3 e o, por sua vez, é
Boa)=—(5-2)e'@e —(5-3)e! ®e?
+(6-2)* @e! +(6-3)? ®e?

ou
Boa)=—10e' @e! —15¢' @ e + 122 @ ! + 186 ® €2

Fazendo a subtragdo dos dois produtos tensoriais
(a®B) - Bea)=(—15-12) @' + (12+15)e! ®® = 27’ @e! +27¢! @ €.

Aplicando agora a subtracdo dos dois produtos tensoriais nos vetores v e u

(a@p—Boa)(v,u) = (axB)v,u)— (Bea)(v.u) =av)B(u)—Bv)a(x),
onde

a(v) = (2¢! +3¢%)(2e; +3er)
= 4e'(e1) +6e!(er) +66%(e1) +9¢%(e2),
—449=13

B(u) = (—5e! +66%)(—5e; + 6e2)
=25¢!(e1) —30e! (e2) —30e? (e ) +36€%(e3),
=25+36 =061
a(u) = (2! +3e%)(—5e; + 6e2)
= —10e' (e1) — 15¢! (e3) + 1262 (e1) + 18€*(e2),
=_10+18=38
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B(v) = (=5e! +6¢%)(2e; + 3e2)
= —10e!(e1) — 15e! (e2) + 126 (e1) + 18¢*(e2).
= —104+18=8

Entdo
(0@B—Ppa)(v,u) =13-61 —8-8 =793 — 64 = 729.

Dos resultados acima fica fdcil ver que o produto tensorial ndo é comutativo, pois

(a®B)(v,u) = a(v)Bu) # a(u)B(v) = (B &) (v,u).

4 Algebra Exterior

Dado um tensor na forma X; ® X, ® ... ® X, em que X; com i = 1,..., p sdo vetores, pode-se definir o
Operador Alternador como se segue.

Definicao 4.1. (Operador Alternador) O Operador Alternador (Alt) é tal que

1
Alt(Xl ®X2®...®Xp) e ? Z S(G)Xc(l) ®X6(2) ®"'®Xc(p)’ (15)
T 0ES)

onde S, é o conjunto de todas as permutagdes possiveis e €(G) = 1, se o niimero de permutagées
feitas for par, e €(G) = —1, se o miimero de permutagoes feitas for impar.

Com a defini¢ao do alternador é possivel definir a no¢ao de p-vetores.

Definicao 4.2. (p-Vetor) Um p-vetor(A[,)) é um tensor contravariante de ordem p alternado, ou
seja:
A =Alt(vi @ ®...QVp),

onde vi,v,...,v, € V. Denota-se por A,(V') o espago dos p-vetores. E simples mostrar que Ap(V)
é espaco vetorial.

Assim, Ag(V) =R e A;(V) é o espago dos 1-vetores, ressaltando-se que 1-vetor € sindbnimo de vetor.

Exemplo 4.1. Vamos aplicar a defini¢do de p-Vetores para explicitar um 2-vetor, ou seja, o
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caso em que p = 2. Neste caso temos X1 =u,Xp =ve

o(1,2—1,2)u®v+0o(1,2—=2,1)v®u

A =
2 2

Ay = u®v;v®u’

uma vez que a permuta¢do 6(1,2 — 2,1) é impar.
Se tivermos um 3-vetor, entdo X1 = u,X, = v,X3 = w e ficamos com

1
Az = €[u®v®w—u®w®v+w®u®v

—VRQUAWHVROWRU—WRVR U]

Com a defini¢@o de p-vetores pode-se definir o produto exterior.

Definicdo 4.3. (Produto Exterior) Sejam A, € A,(V) um p-vetor e By € Ng(V) um g-vetor; o
produto exterior \: Ap,(V) x Ng(V) = Apiq(V) é dado por

A[p]/\B[q} =Alt(A[P]®B[q]). (16)

Exemplo 4.2. Vamos conferir o resultado do produto exterior de um I-vetor com um 2-vetor.
Temos que calcular A1 N A> que deve ser escrito como

Al NAy =Alt (A1 @A) = Alt(u® %(v@w—w@v)
= %Alt(u@v@w—u@w@v)
= %Alt(u@v@w) —Alt(u@wRV)
dando, como resultado,

11
Al NAY = 56(u®v®w—u®w®v+v®w®u

—VRUIWFWRURQV—WRVRU
—URQWRVF+URVRIW—VRURSQW
+HOWRQU—WRVIUFWRURYV)
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Podemos, agora, proceder a combinagdo dos tensores semelhantes para obter, simplesmente

1
AL NAy = 3 [URvAW—uWRVvV+weuyv
—VQUAWHVROWRU—WRVR U]
que nada mais é que Az = A11».

Das equagdes (15) e (16), fazendo o produto exterior de dois vetores v e u, € possivel concluir que o

produto exterior € anticomutativo.
1
VAuU= §(v®u—u®v)

1
u/\v:z(u®v—v®u)' (17)

VAU=—uNv
Tem-se também, imediatamente, que o produto exterior € associativo e linear.

(App ABig)) ACyp = A A (B ACpy)

Pl
K/\A[p] = KA[p],K € A()(V) =R

Dado os espagos vetoriais A, (V') é construido o espago vetorial A (V') como a soma direta dos espagos
vetoriais A,(V) comp = 1,...,n.

AV)=Mo(V)oAM(V)OA(V)D ..o A(V) =S, _oAp(V)

Ja foi assinalado que os produtos tensoriais ¢; ® ; ® ... ® e, em que {e;} € base de V, sdo base do
espaco vetorial V @ V ® ... ® V (p-vezes). Podemos generalizar essa nogdo para o espago vetorial A, (V).

Definicao 4.4. Seja {e;}i=1., uma base de V de dimensdo n. Entdo a base do espago vetorial
A (V) serd dada por todas as permutagdes ej \ej A ... \ep linearmente independentes.

Exemplo 4.3. Se temos p = 2 e um espaco vetorial V de dimensdo 3, entdo podemos formar
os seguintes fatores linearmente independentes

ei1Ney,er Nezsez/Neq,

e mais nenhuma outra, pois jd vimos que e; \e; = —e; )\ e;. Assim, um 2-vetor em R? deve
ser escrito na forma

Ay = al’zel ) +a2’3ez Nes+ a3’le3 Nej.
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em que a; ; € K. Finalmente, temos também
Az = a1’2’3el Ney N\es,

com um tinico a'*3 € K, visto ndo ser possivel combinar os e; de outra forma que seja

linearmente independente.
Note-se que, para p = 1 em um espago vetorial V tal que dim(V') = 3, temos

Al = alel + 61262 + a3e3,
onde d' € K, ou seja, simplesmente um vetor usual. Da mesma maneira, Ay = a®, em que

a® € K. Finalmente, temos ainda
Az = a1’2’361 NexAes,

em que a'*3 € K, pois s6 hd uma maneira linearmente independente de se combinar os trés

vetores de base disponiveis.

Define-se entdo uma algebra exterior:

Definiciio 4.5. (Algebra Exterior) Uma dlgebra exterior é o par(A(V), \), ou seja o espago vetorial
A(V) equipado com o produto exterior A.

Definicao 4.6. (Multivetor) Se V é um espaco vetorial de dimensdo n, entdo um elemento ar-
bitrdrio (A) de A(V') é chamado de multivetor e consiste na soma de um escalar(Ao(V)), um
1-vetor(A1(V)), um 2-vetor(Ay(V)), etc. Até um n-vetor (A, (V))

A(V) BA:F+Fiei+Fijei/\ej+...+Fi"""e1/\e2/\.../\en

Exemplo 4.4. Para um espaco vetorial V sobre R? teremos um multivetor A dado por

A=d" —l—alel +a262 +a3e3

= al’zel Ney+ a2’3e2 Ne3+ a3’1e3 Ner+ a1’2’3e1 Nex Nes.

Em um espaco vetorial (V) podemos definir a acdo de um funcional(a) sobre um vetor v de modo que
o : V — R. Na dlgebra exterior, isso se reflete simplesmente em o : A (V) — Ap(V).

A generalizagdo dessa operacdo que, atuando em um elemento pertencente a A,(V), leve em um
elemento de A,_;(V) é chamada de contragdo( | ). Vamos definir a aplicagdo de um p-vetor em p
funcionais antes de definirmos a contracdo, visto que a operacdo de contracdo depende desta nocao.
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Definicao 4.7. (Aplicagdo de p-Vetor a p funcionais) A aplicacdo de um p-Vetor Aj,) = Vi AV2 A
...\Vp a p funcionais Qy,...,0, € definida como

App) (01,02, .., 0 ZS )0 (Vo(1)) 02 (Vo(2))-+-0p (Vo)) (18)

GeSp

e é, evidentemente, um elemento de K.

Exemplo 4.5. Vamos apresentar um exemplo concreto da aplica¢do de um 2-Vetor, construido
a partir dos vetores v e u, a 2 funcionais o. e B. Temos, da definicdo, que

A (@) = 5 (@(v)B(u) ~ B(r)ou(w).

Considere, agora, que a aplicacdo funcional oL a um vetor representa a projecdo deste vetor
no eixo-x, enquanto que a aplicacdo do funcional B a um vetor representa a projecdo deste
vetor no eixo-y. Entdo ficamos com

1
Ap = E(bety — UzVy).

Podemos, agora, definir a contragao.

Definicio 4.8. (Contragdo) Seja Ay, um p-vetor e 0, um funcional, sua contragdo é dada por

(OLJA[p])(O(.l,OQ, ...,(prl) = pA[p] (O(.,Otl,...,O(.pfl),

onde 0.1,0,...00, 1 Sdo funcionais arbitrdrios.

Escrevendo Aj,) = vi AvaA...Avp e usando as equagdes (15) e (16) € possivel reescrever a defini¢io
4.8 como:

((XJA[p])(OCl,O(Q, » Olp— 1 = — Z €0 Otl(vc( ))...Otpfl(vc(p))
ceSp
A defini¢do 4.8 nos diz que a contra¢do de um funcional o por um p-vetor aplicado em (p — 1) funcionais
€ igual a p funcionais sendo aplicados no p-vetor multiplicado por um escalar. Ao fazer a substitui¢ao
indicada na defini¢ao 4.8, € possivel ver que ao aplicar p funcionais no p-vetor obtém-se um nimero
escalar (cf. também o exemplo anterior). Assim cada funcional o ao ser aplicado diminui o grau do
multivetor em um. Entdo a contracdo de um funcional por um p-vetor gera um (p-1)-vetor.
Para o caso um vetor v a defini¢cdo acima se reduz a aplicacdo de um funcional em um vetor

ojv=oa(v). (19)
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Como a contrag¢do faz um elemento do espago A, (V) ir para um elemento de A,_;(V) assume-se
que, caso seja feita a contragdo de um elemento de Ao (V), o resultado € nulo.

OCJK =0;K e A()(V)

Exemplo 4.6. Um resultado muito iitil é a contragdo de um 2 — vetor por um funcional o,

(o) (vAu))(B) = 2(vAu)(o.B),

de modo que B é um funcional arbitrdrio. Usando a defini¢do 4.8 de contracdo, temos que

(o (vAu))(B) = %(V®u —u®v)(o,p) = o(v)B(u) — o (u)B(v),

ou seja,
(o) (vAu))(B) = (a(v)u —a(u)v)(B) = (o v)u— (at]u)v)(B).
Como B é arbitrdrio, a expressdo acima deve ser vdlida para qualquer funcional B, de modo

que
o|(vAu) = (ov)u—v(a]u) = a(v)u—o(u)v. (20)

Por meio da defini¢do de contracdo € possivel se generalizar o resultado anterior para a contracao de
um produto exterior de um p-vetor com um g-vetor

o) (Ap) ABg)) = (@A) ABlg + (=1)PA) A (0 Blg)).
sendo que o termo (—1)” esta relacionado com o nimero de termos (de A[p)) que o funcional o terd que

“pular” para chegar em Bj,).

4.1 Algebra de Grassmann

Dado um espaco vetorial V pode-se definir um funcional bilinear simétrico g: V x V — IR, ou seja,
um produto interno. Define-se entdo uma algebra de Grassmann

Definicdo 4.9. (Algebra de Grassmann) Uma dlgebra de Grassmann é uma dlgebra exterior
(A(V), ) equipada com a generalizagdo de g para o espago vetorial A(V).

A generalizagdo do funcional bilinear g: V XV — IR, é denotada G e é definida como se segue.

Definiciio 4.10. (Produto Interno) Seja G a generalizagdo do produto interno para espagos A, (V).
Define-se G : Ap(V) x Ap(V) = R como

GV A AVput A Ap) = (VP AVPTEA AV | (g Aug A Auy).
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Para casos onde haja espagos \, e Ny com p # q define-se G(A[p],B[q]) como
GAp)Big) =0, p#4q
Dentro da dlgebra de Grassmann € possivel definir-se o isomorfismo (dual) de Hodge (representado
por x).
Definicio 4.11. (Isomorfismo de Hodge) Seja A; p| um p-vetor sobre um espago vetorial V de
dimensdo n. Define-se o dual de Hodge como a operagdo
*App = (=1)PP=D240 10, 21)

onde (), representa um n-vetor simples unitdrio(ley Nex A ... N ey).

Teorema 4.1. Um resultado importante obtido usando o isomorfismo de Hodge é

vxu=%(vAu);v,ucR? (22)

Demonstraciio 4.1. Como u e v pertencem a R, eles podem ser escritos como

u=uje| +uxex + uze;

Vv =v1e] +vyer +v3es

em que (ey,e,e3) formam a base do espago vetorial R3.
Usando a associatividade do produto exterior, temos que

vAu=viuje; \Ney +viuger Nex +viuzey \es
+wvourex ANey +vourex Nex +vouzer Nes.
+viuiez Ney +viupez ANer +viuzez A es

Com o auxilio das equagoes (17) é possivel mostrar que e; \ e; = 0 e, usando a anticomutatividade
do produto externo, a equagdo anterior se reduz a

vAu= (viug —uivz)ei Aex + (viuz —uiv3)er Aes

+ (v2u3 = M2V3)€2 Ne3

Usando novamente a equacdo (17), chegamos a

vAu= (viup —uiva)erer + (viuz —uiv3)eres + (vauz — upvz)eses.
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Aplicando agora o isomorfismo de Hodge no primeiro termo na equacdo com () = ej Ney Nes e
usando e'|ej = e'(e;) = 8}, obtém-se o resultado desejado

*(v/\u) = (V1u2 — ule)eg, + (v1u3 — u1V3)e2 + (v2u3 — quz)el =vXu

5 Algebra de Clifford

Seja V um espaco vetorial sobre R equipado com uma forma bilinear simétrica g, A uma dlgebra
associativa com unidade 1 e yuma aplicagdo linear y: V — A. Definimos uma dlgebra de Clifford (CI)
como

Definicdo 5.1. (Algebra de Clifford) Uma dlgebra de Clifford é o par(/A,y) para o espagco quadrd-
tico(V,g) quando A é gerada como uma dlgebra por {y(v)|v € V} com v satisfazendo

Y)v(u) + () y(v) = 28(v,u)1a
Para todov,u V.

Considerando uma base ortonormal B = (el,ez, ...,ey) em V na dlgebra de Clifford(A,Yy) para (V,g)
temos:

V(ei)v(ej) +v(ej)v(er) =0 <= i#
Y(ei)* = Q(ei)1a = qleirei) 14
Tem-se entdo que A ¢é gerada pelos produtos da forma

A = spam(y(e1)""y(e2)*?...y(en) " |1 = 0,1)

Como o nimero de elementos da forma y(ej )*y(e2)*2...y(e, )" com y; = 0,1 é 2" a dimensdo de A é
dimA <2". A dlgebra de Clifford(A,Yy) para o espago quadrético(V,g) é chamada de universal quando
dimA = 2" e é denotada CI(V,g) ou CI(V). E feita uma simplificacio na anotagio de Y(e;) para y; para
€.

5.1 Produto de Clifford

Na élgebra de Clifford foi definido um produto geométrico. Nesse produto geométrico estdo simulta-
neamente presentes o produto interno(contragdo) e o produto exterior.

Definicao 5.2. Sejam v e u vetores € R" definimos o produto geométrico como:

vu =vAu+vu (23)
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Como a dlgebra de Clifford e construida em cima da dlgebra de Grassmmann temos que os elementos
multivetoriais da dlgebra exterior também estdo presentes na dlgebra geométrica, pode-se entdo generalizar
a defini¢do de produto geométrico para:

Definicao 5.3. Sejam v € R" um vetor e Ay € A(R) um p-vetor definimos o produto geométrico
como:

VA[p] = VAAR VA,

O produto geométrico goza de propriedades como a associatividade, proveniente do produto exterior
de Grassmann, e da invertibilidade, proveniente do produto da dlgebra Hamiltoniana.

5.2 Espacos R71

Definicdo 5.4. Um espagco RPY é um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros reais com
dimensdo dimRP1 = n = p + q cujo o produto interno das bases g(e;,e;) = 1 comi= (1,2,...,p)
eglejej)=—1comj=(p+1,p+2,..n).

Uma dlgebra de Clifford sobre o espago vetorial RP? é chamada de Cl,,(R). Um elemento de
Cl,4(R) é formado por qualquer combinacdo das bases.
Exemplo 5.1. Seja p =2 e g = 1 um elemento(¥) de Cly 1 (R) € da forma:
Y = a+aje; +axe; +azes+ajperex +ajzere3 +axzeres +az ez +azeseq

+azpeze + azpeszey +ajp3ej€ezes

Fazendo uso da equagdo (23) fica claro que eje; = —eje; e eje; = 1. E possivel entdo
reorganizar os termos de forma a simplificar a equacdo.

Ch12>Y =a+bie; +brey +bzez + by ere; + by zejes + by zezesz + by o zejezes

Onde o termo b; j = a; j —aj;.

5.3 Operador Nabla(V) e Operador D

O operador Nabla é um operador construido por derivadas parciais e vetores de base ortonormais, ele é
definido como:

%—e i_i_e i_|_e PR
- 18x| Zaxz 38)C3

O operador Nabla s6 tem sentido quando atua em fungdes diferenciaveis.
Com o operador nabla definido, € possivel definir um segundo operador(D) como:

72



Physicae Organum e Brasilia, vol. 3, n. 2 ¢ 2017

p-12.% (24)
c ot

Esse operador D tem papel fundamental no eletromagnetismo. Ele € usado para representar as equa-
¢oes de Maxwell na forma tensorial.

5.4 Equacoes de Maxwell

As equacdes de Maxwell juntamente com a lei da for¢ca de Lorentz representam o eletromagnetismo
classico, elas sao:

vE=P
€0
V.-B=0
VXxE=——
% ot
1 0E
VxB= ,Ll()J—F

2ot

5.5 Equacdes de Maxwell em Cl3 (V)

Olhando para as equagdes de Maxwell nota-se a presenca dos operadores diferenciais rotacional e
divergente além da derivada temporal. E de se esperar que seja possivel representar as equagdes de
Maxwell na dlgebra de Clifford por meio do operador D, pois segundo as equacdes (19, 22, 23) € possivel
representar o produto interno e o produto vetorial na dlgebra de Clifford.

Olhando para as equacdes de Maxwell em R? nota-se que os operadores diferenciais estdo sendo
aplicados em dois vetores, o vetor do campo elétrico E e o vetor do campo magnético B. Define-se entio
um novo vetor F como a soma do campo elétrico com o campo magnético.

1 = —
F=-E+B
c
Onde os vetores E e B podem ser escritos como:

E = Eje; + Eses + Eze3

B= Biey + Bye; + Bies
Aplicando entdo o operador D no vetor ¥ obtém-se:

l. - 10 10 1= 1
DF = (-5 +V)(E+B) = 55 NE+ = AB+ - “VANE+- VIE+VAB+V|B (25

Onde j4 foi usado o fato de que a contracdo de um escalar € zero para a contragdo do operador

S,chv

1
c
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O primeiro termo do lado direto € a contracao de um vetor por um escalar, o que resulta apenas na
aplicacao da derivada temporal no vetor campo elétrico.

10 - 10E
— _ANE=_2"— 26
c2 ot c2 ot (26)
O termo V | E resulta em:
- 0E; 1 aEz o2 0E; 3 0E, OE, OE3 -
V|E = = =V-E 27
JE= et gyt g ele =g Yo T @7
Otermo VAE éo produto exterior de dois vetores que resulta
. OE] oE, oE,; oE, oE3 oE,
VAE = —eyNe1+=—e3Ne1+—=—e1 Nex + e3/\e2—|— 61/\X3+—62/\e3
8 X2 8 8 X1 8 8 X1 sz
Usando a anticomutatividade do produto exterior (equagdo 17) obtém-se.
VAE = (VxE)Q, (28)

Olhando para o termo V A B temos:

1 3 1 832
—eyNer+=——eyNe3+——e3/\e1+=——e3/\e;

) 0x2 0x3 0x3

Comparando o resultado acima com a equagao(22) possivel chegar a conclusdo de que hd um problema

na defini¢do do vetor ¥. O problema aparece ao tentar representar o produto vetorial pelo produto externo.
Segundo a equagao(22) € necessario que haja a aplicacao do dual de Hodges no produto exterior para que
ele seja igual ao produto vetorial.
Para arrumar esse problema muda-se a defini¢do do vetor ¥, define-se entdo F como o multivetor

7='E4 50,
C

Onde (), € 0 3 — vetor unitario, (), = e; Aey Aes.

Essa mudanca e feita com o objetivo de obter um dual de Hodge nos termos contendo B. Refazendo as
contas com o novo multivetor .

l a - 1 = = 1 a 1 a 1 = 1 = - —
DF =(-=—+V)(-E+BQ,) = 23 NE + P ABQ, + =V AE + -V|E+VABQ,+V|BQ, (29)

c c c c
Os termos contendo E ndo foram alterados, assim o primeiro, o terceiro € o quinto termo da equacao (29)
nao foram modificados, entdo as equacdes(26,27,28) ainda sdo validas.

Abrindo o termo EQV

BQ, =BAQ,+B|Q,
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Como (), é composto do produto exterior das bases qualquer que seja o termo de B é possivel mudar a
ordem dos termos de modo a ter e; A ¢; que € zero

Bl(el/\el)/\ez/\eg, =0

—Bz(ez /\ez)/\el/\eg, =0
B3(e3/\e3)/\e1/\e2 =0

Entdo B A Q), = 0. Resolvendo a parte da contragdo.
B|Q = Bl(eljel) AeyAes —Bz(ezjez) Nep e +B3(e3je3) Aer ey

Onde est4 sendo usado o fato de que as bases sdo ortogonais, ou seja, e e; = ¢ -¢j = 0; ;. O resultado
final de BQ), é:
EQV = Biey ANe3+ Brez Nep + Bzep Aey

Fazendo o produto exterior operador nabla com o resultado obtido acima chega-se na mesma situacao do
produto exterior de B com (), os resultados ndo nulos sao:
0B, 0B,

= 833
\% =
ABQ), (axl + s + s )el/\eerg. (30)

Esse resultado pode ser reescrito como (V - E)Qv.
Fazendo a contrag@o do nabla pelo 2 — vetor BQ),.

- . aBz 1 aB3 1 aBl 2
V|BQ, = —a—x](e Jel)/\e3-|—a—m(e jel)/\ez—l—a—xz(e |ez) Nes
_9B3
0x>

Reorganizando os termos

0B

—(e3]e3) ney+ %(eﬂeg,) Aep
0x3

2 —
(e*|ez) Ne s

mam | om om | om om,
ox,  0xj 3 ox;  Ox3 2 0x3 Oxy

Comparando o resultando obtido com o rotacional de um vetor chega-se a conclusao que:

V|BQ, = ( e

V|BQ, = -V xB (31

De maneira andloga a equacao(26), o produto exterior da derivada parcial pelo multivetor BQ), resulta na
aplicacao da derivada no multivetor.

J =
E/\BQV—

0BQ),
ot

(32)
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Pegando os resultados obtidos nas equagdes(26,27,28,30,31,32) e separando por grau.
Para 0 — vetor tem-se

1 = 1 o
-V|E=-V-E (33)
c c
Para 1 — vetor tem-se 3
- 1 0E
~VXxB+—5—= 34
B c? ot (34)

Para 2 — vetor foi obtido: .
—(VxE)Q 35
c ot * c( xE)Qy (35)

E para 3 — vetor obteve-se:
(V-B)Q, (36)

Olhando as equagdes (33,34,35,36) e comparando com as equagdes de Maxwell € possivel chegar a
conclusdo que se definir um multivetor J como:

1.
J=p—-J
c

Onde p € um escalar e J é um vetor de modo a fazer com que os termos 2 — vetor € 3 — vetor sejam iguais
a zero. Temos que as quatro equagdes de Maxwell podem ser escritas como

DF =, [y 37)
€0

5.6 Equacdes de Maxwell em C/;3(V)

Sabe-se que as equagdes de Maxwell sdo invariantes por transformacgdes de Lorentz, ou seja ao fazer
uma mudanca de coordenadas no espaco de Minkowski as equacdes de Maxwell se mantém. Por isso hd
um interesse em escrever as equagdes de Maxwell no espaco IR!-3, normalmente se obtém as equagdes de
Maxweel em R!? por meio de tensores. No nosso caso o interesse seria obter essas equagdes por meio da
algebra de Clifford.

Para escrever as equacOes de Maxwell em Cl; 3 comega-se introduzindo dois 2 — vetores e definindo o
operador de Dirac.

O primeiro 2 — vetor a ser introduzido é: E = Eey, jdosegundo é: B = Bey. Como os vetores E ¢ B
sdo formados pelas bases e, e3,e3 ao abrir o produto geométrico de clifford a parte da contragdo serd zero
pois eOJ e; = 0,i = 1,2,3. Entdo o produto l:feo resulta em:

E= F?eo =FEiei Ney+ Erey Neg+ Ezez Ney
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O mesmo se aplica ao produto Bey

B= Eeo = Bieg ANey+ Brex Neg+ Bzes Aeg

O operador de Dirac(0) é entédo redefinido como:

10 >
Jd= (Eg)e()"‘V

Nota-se que a Unica diferenga entre o operador de Dirac e o operador D(equagdo 24) é que agora a
derivada parcial temporal € um vetor.
Seguindo a mesma linha de raciocinio usada para colocar as equagdes de Maxwell na dlgebra de Clifford
Cl3 o define-se um multivetor F como:

T:lE—QvB
c

Onde agora o termo (), € um 4 — vetor unitario, (), = ey Aej A ez Aes. Aplicando o operador de Dirac no
multivetor F.

> 1 190 190 1

Todos os elementos de E sdao 2 — vetores contendo o termo eg entdo ao fazer o produto externo de e
com E é sempre possivel reorganizar os termos de modo a ficar com ey A ey = 0

eoNE=—E(egNey) Neg =0
e NE=—E>(eg\eg) Nez =0
eg NE=—E3(egNey) Ne3=0
A contracdo do 2 —vetor E por ey resulta em:
e’ |E = —E;(e’|eg) Ney—Ex(e®]eg) Aey — E3(e®]eg) Aes

Combinando os resultados obtidos para egE chega-se a conclusdo que o termo o primeiro termo do
lado direito da equagdo (38) é um 1 — veror.

19 . 10E

ca T T2
O segundo termo do lado direito da equacao (38) envolve o produto geométrico de eg(2,B, abrindo esse
produto tem-se:

(39)

e0(),B=¢p A (),B) +¢e9|(),B) (40)

Abrindo o termo ), B.
OB=0,AB+Q,|B
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Andlogo ao feito com o produto geométrico eyE, o produto externo (), AB é nulo e a contragio resulta
em:
O, |B=—-B(),] (e() A e1) —B(), | (e() N e2) — B30}, | (e() A\ 63)

QVJB = —Bjey Ne3 —Brez Ney — Bzej Aey

Voltando na expressdo do produto geométrico de ey(2,B(equacio 40)

eo(),B = —Bieyg /ey Ne3—Breyg/Ne3 /e —Bizeyg/AepAep

Onde a contragdo some pois ndo ha termos com eg em (), B.
Entao o segundo termo da equacdo(38) gera um 3 — vetor

10 1 ,0B, 0B, 0B3
;geOQvB = —2(760 NeyANes—+ geo NezAep+ Yeo Neq /\ez) 41)
Analisando %VE
1 1
-VE=—-(VAE+V]E)
c c
A contragdo resulta em:
oE; ok, 0E; =
VIE = e e eg=(V-E)e
J oxy 0+8xz 0+8x;; 0= Jeo
Para o produto exterior V A E:
0E» 0E3 0E; 0E3
VAE=—ejANeyNey+ ——ejAe3Ney+—=—eyNejNey+ ——ex Ae3Aey+
ox1 ox1 0x; ox;
E oE>
—e3ANejAey+ —e3NexyAeg
aX3 aX3
Reorganizando os termos
0E, OE; 0E, OEj3 0E; OE;
VAE = ((=——=s—)e1ANex \e — —=——)esNejNey(=— —=—)exNez/\e 42
((axl axz)l 2 0+(GX3 8x1)3 1 0(axz ax3)2 30E0 (42)
Entdo o produto geométrico %VE resulta em um 1 — veror e em um 3 — vetor
1 1 o 1
-VE=—(V-E)eg+-VAE (43)
c c c

O ultimo termo da equacdo (38) é V(),B, colocando ele na representacdo geométrica de Clifford.
vO,B=VA(Q,B)+V](Q,B)
Abrindo o produto exterior V A (Q),B)
VA(Q,B)=—-VA(Bie; Ne3+ Brez Ney+ Bzeg Aey)
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oB oB oB
VA(QLB) = —(a—lel/\ez/\ef,-i—a—zez/\e3/\e1+a—3e3/\e1 Aeyp)
X1 X X3

VA (QVB) = —(V-E)el AeyAes
Para a contragdo:

0B 0B 0B, 0B, 0B3 0B3

VI(OQ.B) = 0x> € 0x3 et 0x3 e ox1 €3t ox1 €2~ x> “
o 0B, 0B;3 0B, 0B;3 0By 0B;
V](QB) = (8_x3 - %)el + (8_x3 e (8_x2 - a—xl)es
V](Q,B) = —(V x B)
Entao V), B é:
VQO,B=—(V-Ble;AesAe3— (V x B) (44)

Substituindo as equagdes(39,41,42,43,44) na equacao (38)

10E 10 | 1 ﬁ .
=-S5 T B+—-(V-E ~-VAE+(V-B V < B
oF 23 + cate()Qv + c( e+ A ANE 4+ ( JerAey Aes+ (V x B)

As equacgdes acima podem ser separadas em dois grupos. O primeiro grupo que vem do produto
externo 0 A F

- 1 190
ONF = —|—(V-B)e1/\e2/\e3-|—;(VAE)—I—EEeOQvB

Comparando as equacdes desse grupo com as equacdes de Maxwell € possivel chegar a conclusdo que
se dA F = 0 temos uma parte das equacdes de Maxwell:

(V-E)elAeer3 =0

V-B=0 (45)
aEz—aEl)e NeyAe ——aB3e NeyAe
(aE1 —aE3)e NepAe ——aBze NepAe
ax3 aXl 3 1 0 — at 3 1 0
I aEz)e Nez ey = aBle NezNe
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—

VxE:—E (46)

Esse primeiro grupo entdo € chamado de equacao homogénea. O segundo grupo de equagdes sao as
que vem da contragdo d| F

10E 1. - .
4 (V. \V/
c? 8t+c( E)ey+(V < B)

Comparando com o restante das equacdes de Maxwell é possivel chegar a conclusdo de que 9| F =
A /’8‘—8J , onde J é um quadrivetor definido como:

9| F = —

J=peo+j
De modo a ter:
(V-E)eg = %eo (47)
(VXB) = 6—25 + Lo€oJ (48)

O segundo grupo de equagdes € chamado de equacido ndo-homogénea. Tem-se entdo que as equacdes
de Maxwell podem podem ser representadas em C/; 3 como:

oF =, |2y (49)
€
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