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Resumo

O presente trabalho tem o propdsito de servir de introdugdo a Teoria do Funcional da Densidade
(DFT), apresentando-a como uma alternativa para descrever de forma realistica um sistema com
muitos elétrons. Os teoremas bdsicos sdo provados. As abordagens Livre de Orbitais e de Kohn-Sham
sdo discutidas. Alguns resultados obtidos com as aproximagdes mais usadas para a DFT ddo uma

idéia da qualidade dessas aproximagoes.
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Abstract

This work aims to provide an introduction to the Density Functional Theory (DFT ), presenting it
as an alternative to realistically describe a system with many electrons. The basic theorems are proved
and the Free Orbital and Kohn-Sham approaches are discussed. Some results given by the most usual
approximations to DFT illustrate the quality of these approximations.

I. INTRODUCAO

A Mecanica Quantica ndo relativistica pode ser
apresentada por seis postulados basicos[1], entre
os quais destacamos:

1- O Estado Fisico de um sistema de N elétrons
sujeitos a um potencial externo € descrito por uma
Fung¢do de Onda ¥ (x1, Xp.....XN, 7).

2- A evolucgao temporal desse sistema € dada
pela Equagdo de Schrodinger dependente do

tempo:

lhg =HY (1)

Obs.: Num caso geral, x = (r,0), onde r e

¢ correspondem, respectivamente, a coordenada

espacial e a de spin. No entanto, a partir deste

ponto, vamos nos restringir apenas as coordenadas
espaciais.

Se o potencial externo aos elétrons ndo depende
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do tempo, entdo, a parte temporal da Funcdo de
Onda pode ser facilmente obtida, restando, conse-
quentemente, a parte envolvendo a posi¢do, a qual
satisfaz a Equacdo de Schrodinger Independente
do Tempo:

Hy=Evy (2)
com a hamiltoniana A sendo dada por:
) RN N N
A=——Y it Y wr)+5 Y v(ri—r)
2m = i=1 27
= = i#j=1

3)
onde, o primeiro termo representa o operador Ener-
gia Cinética, o segundo o operador (Energia) Po-
tencial externo aos elétrons e o dltimo termo o
operador (Energia) de repulsdo entre os elétrons.
Por exemplo, no caso de um dtomo com N elétrons,
terfamos:

2
ec 7
w(r;) ameq Iry 4)
2
e 1
V(I‘ I']) 47e |I‘,'—l’j| )

Usando as energias em unidades de Hartree ( 1
Ha = 27,210 eV) e as distancias em multiplos do
Raio de Bohr, ag(ag = 0,529 A). A hamiltoniana
torna-se, entao,

R 1 N 5 N 1 N
H:_Ezvi+zw(ri)+§ ZV(I‘,'—I'J')
i=1 i=1 ij=1

(6)

Multiplicando ambos os lados da equacao (2)

por y* e integrando em todas as varidveis obtere-
mos,

Ely]=<vy|Aly >=
/\p*(l‘l,l‘z...I'N)I‘AI(1'1,rz...l'N)dl‘l,dI'Q...dl‘N
(7)

ou seja, a Energia pode ser obtida como o valor
esperado da hamiltoniana e é um funcional! da
Fungdo de Onda y(r,ry,r).....TN).

Ora, a Fungdo de Onda y(ry, r;.....rx ) solucdo
da equacdo (2) serd uma funcao de 3N varidveis.
Quando N>1, essa equacdo nao possui solu¢do ana-
litica e sim solu¢des numéricas, as quais podem
tornarem-se bastante complexas.

Por exemplo,no caso do d&tomo de Ne :

ha 10 elétrons;

ha 30 coordenadas(apenas a parte espacial);

h4 100 dados para uma malha de 10 pontos;

h4 a necessidade de103? bytes para armazenar
os dados;

10'2 bytes é a capacidade tipica de um HD ex-
terno;

h4 a necessidade de 10'® HDs para armazenar
esses dados;o que resultaria

numa massa de 10'7 Kg (considerando 100g
cada Hd);

para se ter uma ideia do que isso representa,

10%* Kg é a massa da Terra

Assim, o problema de N elétrons pode tornar-
se invidvel, se tratado a "forca bruta". Felizmente,
para obter os valores esperados das grandezas fisi-
cas conhecidas ndo ha a necessidade de obter todas
as informacdes contidas na Fun¢do de Onda.

Isso foi mostrado por P.Hohenberg e
W.Kohn[2] ao construirem as bases da Teoria do
Funcional da Densidade (DFT).

II. FUNDAMENTOS DA TEORIA DO
FUNCIONAL DA DENSIDADE (DFT)

Na DFT a grandeza fundamental € a Densidade
Eletronica.

Na Mecanica Quantica, o produto y*(r)y(r) é
interpretado como sendo a Densidade de Probabi-

"Funcional é uma correspondéncia, no sentido matemdtico, entre uma fungiio e um nimero. Uma integral F[f(x)] =
I ab f(x)dx é um exemplo de funcional: a cada fungdo f(x) associamos o nimero que resulta do célculo da integral.
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lidade de encontrar um elétron cujo estado fisico,
num certo instante, € descrito pela Funcido de Onda
y(r).

Portanto, é razoavel definir a Densidade Ele-
tronica como sendo essa densidade vezes a carga
do elétron, ou seja, p(r) = ey*(r)y(r), onde e é
o modulo da carga do elétron. Num sistema con-
veniente de unidades atdmicas, podemos escrever
p(r) = v (r)w(r).

Se, por outro lado, um sistema microscépico
possui N elétrons, entdo, a Densidade Eletronica é
definida como sendo:

N/\p*(r,rz,rg ..... ry)Y(r,rp,r3.....rn) (8)

ou seja, a integral representa a Densidade de Pro-
babilidade de encontrar um elétron (qualquer um,
pois eles sdo indistinguiveis) na posicdo r inde-
pendente da posicao dos outros (N-1) elétrons. O
fator N, por sua vez, é introduzido de forma que
aintegral [ p(r)d°r seja igual ao nimero total de
elétrons, N.

Em todos sistemas com N elétrons, a intera¢ao
entre eles € a repulsdo coulombiana. Por exemplo,
num sistema com quatro elétrons, como o d&tomo
neutro do Berilio ou o fon positivo do Boro, a in-
teracdo entre esses elétrons € sempre a mesma. O
que os tornam, entdo, diferentes? A resposta esté
nos respectivos potenciais externos a esses elétrons,
ou seja, nos potenciais atrativos w(r) que os res-
pectivos niicleos exercem num caso € no outro.

Assim, em cada caso, w(r) determina a hamil-
toniana do sistema, a qual permite obter a corres-
pondente Fun¢do de Onda e dai obter a Densidade
Eletronica de cada sistema. Do ponto de vista ma-
temadtico, temos a seguinte aplicagdo:

A:w(r)=p(r) )

A DFT mostra que esta aplicacao € inversivel,
isto é:

A~ :p(r) = w(r) (10)

Em consequéncia,p(r) determina A. Isso re-
sulta no seguinte teorema([2]

TEOREMA I: A Funcdo de Onda do Es-
tado Fundamental e,assim, todas as proprieda-
des deste estado sdo funcionais da Densidade
Eletronica,p(r),e univocamente determinada por
essa Densidade.

Demonstragdo:(caso ndo degenerado)

-Suponhamos, por hipétese, que existam dois
potenciais externos wy(r) e wa(r), com wi(r) —
wa(r) # cte. Pela Equagdo de Schrodinger, wi (r)
determina y; € E| ; e wy(r) determina y; e E,
mas ambos determinam a mesma densidade p(r).

A energia total € dada pelo valor esperado da
hamiltoniana,

Eulpl =< WAy >=<y|W+T +V|y > (11)

onde, W, T e V sio, respectivamente, o operador
Potencial Externo, Energia Cinética e Repulsao
entre os elétrons.

Podemos mostrar que o valor esperado do po-
tencial externo aos elétrons, por ser local, é dado
por:

/w(r)p(r)d3r (12)
Em geral,
Eylp] =< y|Ay|y > = /w(r)p(r)d3r+ 13)
<y|T+Vjy>
No caso particular de E1, serd dada por
Ey =< |y [y > = / wi(r)p(r)d®r+ "
<y |T +V |y >
e de E», serd dada por
Es =< ol Hy [y > = / wa(r)p(r)dPr+ )

< |T 4+ Vg, >
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E € Energia do Estado Fundamental, ou seja, ela é
o menor valor esperado de Hw1 , logo,

E| << W|H,y, w2 > (16)
onde,

<Vl w2 > = [wi()p(r)dr+
<W|T+V|y, >

(17)

logo,
E < /wl(r)p(r)d3r-|— <y T+ Vy, > (18)

O primeiro termo do lado direito da equacao
acima, ['w(r)p(r)d>r, pode ser escrito como:

[m@p@)dr =
[ 1) = ea() () p ()
(19)

dai resulta que
Ev < [ () = wa(r)Jp(r)dr+
o (20)
[ 200008+ < il + U]y >

a soma dos dois tltimos termos corresponde a E»;
portanto,

&</Mﬂ%wdﬂfﬁ
[wa0lp)dr+
1)

Agora, se é E, a Energia do Estado Fundamen-
tal, entdo, por um procedimento anidlogo ao que
acabamos de fazer, obteriamos

@<ﬂmm—mme

[wi®lpe)ar+E,
(22)

Adicionando as duas equagdes acima,chegamos

ao absurdo matemadtico
E\+E<E +E (23)

Portanto, assumir que existam dois potenciais
externos aos elétrons, diferindo por mais do que
uma constante, gerando a mesma densidade eletrd-
nica do Estado Fundamental leva a uma contradi¢ao
matematica. Assim, dada a Densidade Eletronica
do Estado Fundamental, entdo, o potencial externo
aos elétrons estd determinado. Ou seja, ele € um
funcional da densidade. Por sua vez, se o potencial
externo esta determinado, entdo, a hamiltoniana
também estard determinada. Ou seja, ela também
serd um funcional da densidade. Ora, conhecida
a hamiltoniana, a Funcdao de Onda pode ser ob-
tida e com ela o valor esperado de qualquer gran-
deza fisica do sistema descrito pela hamiltoniana.
Consequentemente, eles sdo também funcionais da
densidade.

Em particular, a Energia de qualquer estado ele-
tronico - mesmo os excitados- do sistema descrito
por essa hamiltoniana, sdo determinados pela den-
sidade eletronica do Estado Fundamental, ou seja,
ela é um funcional dessa da densidade eletronica,
uma fun¢do de apenas trés varidveis e independente
do nimero de elétrons de um sistema!

P.Hohenberg e W. Kohn [2] também mostraram

TEOREMA 1II: O Funcional de Energia, E[p]
para o Estado Fundamental, para um dado poten-
cial externo w(r),é estaciondrio com respeito as
variacdes da Densidade Eletronica p e atinge o seu
minimo quando p for a densidade eletronica do
Estado Fundamental.

A prova é decorrente de dois fatos: primeiro
de a densidade eletronica determinar o potencial
externo e, consequentemente, a funcdo de onda;
segundo, de o valor esperado da hamiltoniana ser
o menor possivel quando calculado com relagdo a



Physicae Organum e Brasilia, vol. 2, n. 1 ¢ 2016

fungdo de onda que descreve o estado fundamen-
tal. Assim, dado um potencial externo aos elétrons
w(r), suponhamos que a afirmagdo do teorema
fosse falsa, isto €, que existisse uma outra densi-
dade p/ diferente de p por mais que uma constante
e que produzisse E,[p ] < E,[p] . Pelo Teorema I,
p, determina uma func¢do de onda \p,, enquanto p,
a densidade do estado fundamental, determinaria
a funcdo de onda y que descreve o estado funda-
mental. A desigualdade anterior é equivalente a
(v |A) < (y|Ay). No entanto, como  é fun-
¢do de onda que descreve o estado fundamental o
valor esperado que ela produz deve ser o menor pos-
sivel, logo, a desigualdade acima entre os valores
esperados nao pode ocorrer. Em consequéncia, a
hipétese inicial de se ter E[p'| < E[p] estd incorreta
e, portanto, E[p] atinge o seu minimo quando p for
a densidade eletronica do Estado Fundamental.

A consequéncia desse teorema € que a Energia
do Estado Fundamental de um sistema com N elé-
trons pode ser obtida variando-se p(r) até que o
minimo de E[p] seja encontrado. A densidade po
que produz esse minimo € a Densidade Eletronica
do Estado Fundamental e o correspondente E [po)
¢ a Energia do Estado Fundamental. Como esta-
mos tratando com um sistema de N elétrons, os p
que participam desse processo variacional devem
obedecer ao vinculo [p(r)d*r=N.

Assim, E,,[p] satisfaz um Principio Variacio-

nal:
S(Ew[p] =1 [p(r)d*r)
op
onde, o simbolo § indica que se trata de uma de-
rivada funcional?; e A é um multiplicador de La-
grange.

Nessa abordagem para se obter a Energia e a
Densidade Eletronica do Estado Fundamental, dois
problemas surgem:

(i) os teoremas I e II sdo teoremas de existén-

=0 (24)

2A derivada funcional de Flo(x)]
3F9] _ Jime_., Flo)+ed(—y)]—Flo(x)]
39(y) €0 € :

com relagcdo a 0] é

cia, ou seja, eles garantem que existe o funcional
E,[p] e que a Energia pode ser obtida num pro-
cesso variacional, mas eles nao indicam como obter
a expressdo para este funcional E,,[p] ; e

(i) ndo é verdadeiro que toda fungdo p(r), obe-
decendo ao vinculo [ p(r)d>r = N, seja densidade
do Estado Fundamental de algum sistema com N
elétrons sujeitos a um potencial externo local w(r).

O segundo problema € chamado de problema da
w-representatividade e pode ser contornado apre-
sentando a DFT com outra abordagem [3].

J& o primeiro problema é bem mais complicado
e, como veremos, s6 pode ser resolvido de forma
aproximada. Da equacdo (12) temos que

Ey[p] =< y|A|y > = /w(r)p(r)d3r+

<Y|T|y >+ < y|V]y >
(25)

como Y é um funcional de p(r), entéo, o segundo e
o terceiro termos do lado direito da equacao acima
também sdo funcionais de p(r), ou seja,

Flpl =<y|T|y>+<ylVly>  (26)

onde F[p] é um funcional universal, no sentido de
que sua expressao independe do potencial externo
w(r). O grande problema é que esse funcional uni-
versal ndo é conhecido. Ainda assim, formalmente,
podemos escrever o funcional para a Energia como,
Eup] = [wrp)d'r+Flp] @)
de tal forma que calculando a derivada funcional
indicada na equacao (24) obteremos,
SF[p]
—_ r
5p +w(r)
Ora, de um ponto de vista cléssico, se a densi-
dade eletronica num ponto r vale p(r) e em outro

—A=0 (28)

definida como
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ponto r vale p(r ), entdo, a energia de interacio
entre essas densidades € dada por

Vip) =5 [plep(e—r)p( ) ©9)
Assim, é razodvel, escrever o funcional F[p] como
Fp] = T[p] + V[p], com V|p] sendo dado pela
expressdo acima. Dessa maneira, o funcional des-
conhecido passa ser o termo cinético, T'[p], o qual
incorpora tanto a contribui¢io da Energia Cinética
como as diferengas que se obtém ao passar da inte-
racdo coulombiana cldssica para o regime quantico.
Em consequéncia dessa forma para F [p], a equagdo
oriunda do Principio Variacional torna-se,

ST [p]
op

+5WM

5p +w(r)—A=0

(30)

Por sua vez, a derivada funcional de V[p] é
dada por 3,

S = o e —r 1 =valr) @1

Este potencial, Vy (r), é chamado, por razdes hist6-
ricas, de Potencial de Hartree.
A equacdo (30) torna-se, entdo,

ST [p]

5p +Vu(r)+w(r)—A=0

(32)

Resumindo, o problema passa a ser encontrar o
funcional T [p] correspondente & Energia Cinética.
Isto é uma questdo fundamental para a DFT;
mas nao trivial!

Nas publicacgdes, essa linha de pesquisa que
procura encontrar uma boa aproximagéo para 7'[p]
€ chamada de Teoria do Funcional da Densidade
Livre de Orbitais; OF-DFT € o acrénimo em inglés.
Vejamos alguns exemplos disso.

)

e Flg] = [ glo]@(x)dx, entao, 3% = 2409

6

III. APROXIMACOES PARA Tp]

a- Aproximag¢do de Thomas-Fermi

Esta aproximacdo foi proposta concomitante-
mente por Thomas e por E.Fermi[4] muito antes do
trabalho de W.Kohn e P. Hohenberg. Ela foi cons-
truida para um tratar um “gds homogéneo de elé-
trons ndo interagentes”, isto €, um sistema-modelo
de elétrons sem a repulsdo coulombiana entre eles
e com uma densidade constante em qualquer ponto.
Nessa aproximac@o, o termo 7 [p] é dado por

3(3 2\2/3
Trelp] = % [ow @ Gy

Essa aproximacao € de facil implementacao, mas
apresenta varios inconvenientes

1) é correta apenas no limite Z— oo;

i1) ndo prevé estrutura de camadas para os 4to-
mos;

1i1) os 4tomos nao se ligam para formar molé-
culas ou sélidos;

iv) a densidade de carga no nicleo seria infinita;

v) a densidade eletronica decai com ¢, em
lugar de decair exponencialmente.

vi) resultados numéricos de energias eletronicas
de 4tomos e moléculas sdo decepcionantes.

b- Aproximac¢ao de von-Weizsicker

Como a aproximacao de TF ndo produzia bons
resultados, von Weizsidcker [S] prop0s tratar o ca-
rater nao homogéneo das densidades eletronicas
incluindo um termo contendo o respectivo gradi-
ente dessas densidades. Assim, além de Trr|p],
deveria aparecer um termo dado por

RMMZé/EE%ifr

A adicao do funcional 7,y ao termo de Thomas-
Fermi produz um funcional correto para sistemas
com um ou dois elétrons. Além disso, com o seu

(34)

i = 500) P0) T8le()]
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uso, os calculos prevem a estabilidade de ions nega-
tivos e de moléculas; a densidade eletronica decai
exponencialmente para longas distancias e tende a
valores finitos proximo dos nucleos atdmicos. No
entanto, ela também nao preve a estrutura de cama-
das para os d&tomos com mais de dois elétrons.

Virias outras aproximagdes para T[p] foram
feitas[6][7], mas com sucesso apenas razoavel. A
principal razao desse insucesso, € o fato de a contri-
buicdo da Energia Cinética ser, em geral, da mesma
ordem de grandeza da Energia Total. Consequente-
mente, erros cometidos no termo cinético podem
acarretar erros considerdveis na energia total e na
densidade eletronica obtida do processo de mini-
mizacdo. Além disso, mesmo nos casos onde elas
obtém sucesso, os resultados obtidos ficam aquém
da precisao obtida com a formula¢do desenvolvida
por W. Kohn e L. Sham [8] para a DFT.

No entanto, pelo fato de ser um procedimento
extremamente simplificador dos célculos e, assim,
potencialmente, aplicdvel a sistemas com milhares
de elétrons, essa abordagem continua ativa.

Portanto, caro leitor, se vocé€ quer um problema
desafiador, mas bem definido,a proposi¢do de um
funcional para o termo cinético é convidativa.

IV. EQUACOES DE KOHN-SHAM

A formulagdo elaborada por W.Kohn e L.Sham
para a DFT provocou, ao longo do tempo, uma
revolucao nos estudos de estrutura eletronica de
atomos, moléculas e sdlidos. Eles partiram de uma
outra proposta para o funcional F[p], qual seja,

F[p] = %/P(l‘)v(l'—r’)p(r/)d3rd3r/+
To[p] + Exclp)

onde, Ty[p] é o funcional da Energia Cinética de
um sistema-modelo de elétrons sem interaciio®,

(35)

mas com a mesma densidade eletronica p(r).

Ja o funcional E,.[p]|, chamado de funcional
da Energia de Troca-e-Correlacdo, incorpora tanto
a diferenca entre o real funcional para a Energia
Cinética e o funcional para a Energia Cinética de
um sistema de elétrons ndo interagentes, como a
diferenca entre o real funcional para a Energia de
repulsiva de interacdo entre os elétrons e o seu equi-
valente clédssico dado pelo Potencial de Hartree.

Assim,

Eulp] = Tolp]+ [ wir)p()a’r+

%/P(r)v(l‘ —1)p(r)d*rd®r + Ex[p(r)]

(36)
Usando o Principio Variacional,
3Ty
Vi w(r)—A=0 (37
S+ (1) + V() (1) @
onde, Vg (r) é dado pela equagdo (31) e
5Exc
Vxe\I') = (38)
)= 5o(r)

Ora, os segundo, terceiro e quarto termos da
equacdo (37) sdo potenciais locais, isto €, s6 depen-
dem de r. Assim podemos definir,

Wefe(r) = Vi (r) +w(r) + vy (r) (39)
entdo, a equacgdo (35) torna-se
Ty B
W—l—weﬁ(r)—l—o (40)

Esta dltima equacgdo € idéntica a equacao que
obterfamos se tivéssemos um sistema constituido
de N elétrons nao interagentes submetidos a um
potencial externo wef.(r) produzindo uma densi-
dade eletronica p(r). No entanto, se ndo hd intera-
cdo entre esses elétrons, entdo, o estado fisico de
cada deles é descrito por uma fungio @;(r) que é

“neste caso, o sistema ndo seria homogéneo tal como na construgio de T[p] segundo Thomas-Fermi.

7
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solucdo da equacdo de Schrodinger, em unidades
atOmicas,

1

(=5 V2 Hwere(r))@i(r) =eigi(x) (A1)

comi=1,2,3......N.

As grandezas €; = A;, multiplicadores de La-
grange, sdo interpretadas como as respectivas ener-
gias de cada elétron; e a densidade eletronica é

dada por
N

p(r) =Y loi(r)?

i=1

(42)

Ora, se as equagOes sdo idénticas, as solugoes
sdo idénticas. Assim,

(3 T Vi (1) + () e (1)) () = e (1)
(43)

As equacdes (42) e (43) sao chamadas de Equa-
¢oes de Kohn-Sham.

Observemos que para obtermos as funcdes
@;(r), solugdes dessas equagdes, precisamos co-
nhecer os potenciais Vg (r) e vy (r), os quais de-
pendem da densidade eletronica p(r). Ora essa
densidade é dada pela equacdo (42), a qual depende
dos @;(r) que estamos procurando obter! A solu-
¢do para esse impasse € alcancada de forma auto-
consistente, ou seja, parte-se de fungdes @;(r) ini-
ciais (por exemplo, fun¢des de onda para o 4tomo
de hidrogénio ou obtida de outros cédlculos de es-
trutura eletronica), constrdi-se, via equacgao (42),
uma densidade inicial po(r) e com ela obtém-se 0s
potenciais Vg (r) e vy (r). Resolve-se a equagio
(43) e obtém-se as novas fungdes @;(r). Se elas
forem iguais as iniciais, o problema estd resolvido;
caso contrdrio, usam-se essas Ultimas fungdes de
uma particula para recomecar o processo, o qual
continua até que a fungéo @;(r) de “entrada” seja
igual a fungdo @;(r) de “saida”.

Resumindo, na abordagem de Kohn-Sham em
lugar de encontrarmos uma fun¢do de 3N variaveis,

temos que encontrar N fungdes de trés variaveis.
Isso, de certa forma, reduz a proposta da DFT a
um patamar mais modesto do o que poderia ser
obtido com a abordagem OF-DFT. A vantagem, no
entanto, reside no fato de as solugdes das equagdes
de Kohn-Sham poderem ser obtidas por procedi-
mentos extremamente similares aos realizados em
célculos eletronicos que visam obter uma funcado
de onda de 3N varidveis; procedimentos esses que
praticamente comecaram com o advento da Me-
canica Quantica e ja atingiram um alto grau de
sofisticacdo. A desvantagem advém de tornar os
calculos de estrutura eletronica limitados aos siste-
mas finitos com, no maximo, algumas dezenas de
elétrons. Contudo, em sistemas estendidos como
os solidos cristalinos, os cdlculos sdo possiveis e
extremamente satisfatorios, gragas as propriedades
de simetria que esses sistemas possuem.

V. APROXIMACAO DA
DENSIDADE LOCAL (LDA)

Como vimos na equagao (36), a parte desconhe-
cida do funcional para a energia total ficou restrita
ao termo de Troca-e-Correlac@o, isto &, Ex.[p(r)].
A primeira sugestdo de aproximagdo para esse fun-
cional foi feita por W.Kohn e L. Sham [8]. Eles
partiram da ideia de que em cada ponto r a den-
sidade eletronica p(r) corresponderia & densidade
eletrOnica de um gas homogéneo de elétrons intera-
gentes, isto €, um sistema-modelo de elétrons inte-
ragindo com repulsdo coulombiana, mas com uma
densidade constante em qualquer ponto. Como um
sistema formado apenas por elétrons, que se repe-
lem, nao € estavel, a esses elétrons € adicionado
um “background” de cargas positivas - considera-
das inertes - que anula essa repulsio.

Assim, um sistema real, geralmente ndo homo-
géneo, € visto como composto, localmente, por
uma soma de sistemas homogéneos. A vantagem
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€ que para o sistema homogéneo, a Energia de
Troca-e-Correlagdo por elétron,identificada como
e" (p(r)), pode ser obtida. Consequentemente, a
Energia de Troca-e-Correlago, E,.[p(r)] é, entdo,

obtida, nessa aproximagao, como a “soma”

EP = [pehplr)d’r (44

Dai, tomando a derivada funcional com rela-
¢do a p, equacdo (38), obteremos o Potencial de
troca-e-Correlagdo vy (r) :

SELDA oel.
belr) = 22 = (p() +p(N) T (45)

A energia por elétron £”. pode ser separada em
dois termos: um que chamamos de Troca e outro
de Correlagio,isto &, €. = e/ ¢l

O termo €/ pode ser calculado analiticamente e
¢ dado por [9]

3

3p.1
el(r) = —3(3) (46)

|

J4 o termo € ndo pode ser obtido analitica-
mente. Vdarias aproximagdes foram feitas para obté-
lo, sendo a melhor delas a obtida por Ceperley e
Adler[10] usando célculos de Monte Carlo Quéan-
tico. Eles obtiveram a Energia de Correlagdo por
elétron para um conjunto de densidades ou, equiva-
lentemente, de valores de rg, onde

3
47p

wl—

rs=( )

(47)

A Tabela 1 mostra a Energia de Correlagao por
elétron obtida Ceperley e Adler para um gis homo-
géneo de elétrons interagentes em fungdo de rg. Os
dados referem-se a um gas de elétrons no qual ndo
ha polarizacdo de spins: caso paramagnético .

Tabela 1: Energia de Correlacdo
por elétron (Ryd/elétron) em

funcdo de ry (em unidade atdomica)

T Energia de Correlagdo
2.0 0.0902
5.0 0.0563
10.0 0.0372
20.0 0.0230
50.0 0.0114
100.0 0.0064

No entanto, nos calculos de estruturas eletro-
nicas é necessério obter € para quaisquer valores
de r,. Para evitar sucessivos procedimentos de in-
terpolacdo numérica, varios autores propuseram
diferentes funcdes de ry capazes de reproduzir com
muita precisao os valores obtidos por Ceperley e
Adler.

Por exemplo: 1- Perdew-Wang[11]

ei’(rs) = oy (14 0pry)
1

o1 (Brrt/2 4 Bors + Bars/ > + B4r§)]
(48)

In[1+

com, o = 0,062182; oy = 0.21370;

B1 =7.5957; Br = 3.5876; B3 = 1.6382;

B4 = 0.49294; para €"(ry) e ry em unidades atomi-
cas.

2- Grupo de Lund[12]

er(rs) = auf(onrs) +Bif(Bary)  (49)
onde,
1 |
f(z)=(1+2)in(1+ O+ % —2—3 (50

com o/ = —0.006716; o, = 2.5219;
B1 = —0.007805 e B, = 25.0900; para " () e ry
em unidades atdmicas.
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3- Vosko-Wilk-Nusair[13]

2

oY = Al a1 2
e (rs) _A{lnX(x) + Qtan b
X' X(x)
;1 O
tan 2x—|—b]}

comA = 0.0621814; x = r!/2; X (x) = x> + bx+c;
Q = (4c—b*)1/2; xg = —0,10498; b = 3,72744;
¢ = 12,93352; para r, e €(ry) em unidades atomi-
cas.

Assim, vdrias funcdes podem ser usadas. Por-
tanto, sugira, vocé leitor, uma fungao de ry capaz
de reproduzir os dados da tabela 1.

Da maneira como a LDA foi construida, ela
deveria produzir bons resultados apenas nos ca-
sos onde a densidade eletronica p(r) fosse pratica-
mente constante. No entanto, surpreendentemente
ela é razoavelmente acurada mesmo para sistemas
onde isso ndo ocorre. Por exemplo, para as ener-
gias de ligacdo de moléculas, os erros dos valores
obtidos quando comparados com os valores expe-
rimentais €, em geral, da ordem de 1 eV; os das
distancias de equilibrio sdo da ordem de 0,1 A; jados
das frequéncias de vibragdo sdo piores estando en-
tre em torno de 10 e 20% dos valores experimentais.
Além disso, com a LDA o limite de dissociacdo de
varias moléculas sdo obtidos de forma incorreta; e,
sistematicamente, os ions negativos sao instaveis.

Com propdsito de obter resultados mais preci-
sos do que os obtidos usando a LDA, outras aproxi-
macdes foram propostas, as quais procuram incluir,
além da dependéncia com a densidade eletronica,
a dependéncia com o seu gradiente, como forma
de tratar a nao homogeneidade dos vérios sistemas
eletronicos. Elas sdo chamadas de Aproximacdes
ndo Locais.
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VI. APROXIMACOES NAO LOCAIS

PARA E,.

De forma bastante abreviada, vamos apresentar
dois exemplos.

I- Aproximagdo do Gradiente Generalizado
(GGA)

Nessa aproximagdo Ey.[p]

EG%[p] = /xc(p [Vp|)p(r)d’r

Essa aproximagdo, na verdade, constitui-se numa
classe de aproximacdes uma vez que a densidade de
energia £"_(p, ) ndo é univocamente definida e
varias alternativas existem na literatura cientifica.
Inicialmente, elas distinguem-se entre si por serem
de primeiros principios- também chamadas de ab-
initio- ou hibridas - também ditas semi empiricas.

As ab-initio sdo obtidas usando apenas con-
dicdes exatas ou assintéticas oriundas de um for-
malismo rigoroso dentro do arcabougo tedrico da
Mecanica Quantica. Um exemplo de ab-initio é
a aproximagao PBE obtida por Perdew, Burke e
Ernzerhof[14].

No caso da PBE, o funcional E,.[p] é dividido
no termo de Troca, com:

E[PF[p] = / el(p)EFBE (p.|vp|)p(r)d’r (53)

(52)

com, €(p) dado pela equacio (46) e

FPBE(p,|9p]) = 1 +x— ——  (54)
1+ £

K

1vp|

onde x = 0.804; u =0,219503 e s = N L

E no termo de Correlagdo, com

ELPE[p] = [ €07 (p,|vp)p(r)d’

onde,

r

(55)

elPE (p,|vp|) = (56)

ec(p) +H(p.|Vpl)
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com, €"(p) sendo a Densidade de Energia de Cor-
relacdo para um gas homogéneo de elétrons intera-
gentes e H(p,|Vp|) dado por:

HIp,t] = 0,031091/n{1 +2,1461194567>

[ 1 +At? I
1+AT2 4+ A2%t4

(57)

%, com Ky = [%(37‘62{))1/3];
A =2,146119456[¢ ¢ [P1/0.031091 _ 1]~1

Os resultados obtidos com a aproximagdo PBE
mostram que para moléculas ela melhora as ener-
gias de ligacdo, bem como as de atomizagdo,
quando comparados com os resultados usando a
LDA. Ela também descreve melhor os parametros
de rede e as propriedades magnéticas de varios me-
tais. No entanto, ela ndo apresenta uma melhoria
sistemadtica para as as propriedades geométricas das
moléculas.

Por sua vez, as hibridas, combinam resultados
exatos com parametros ajustados de forma a repro-
duzir valores experimentais ja conhecidos. Elas
funcionam bem para sistemas similares aqueles
para os quais os parametros foram ajustados, mas
costumam falhar de forma grosseira em outros ca-
sos. Como exemplo de hibrida, podemos citar
a mais usada, a qual é abreviada como B3LYP
[15],[16],[17]. Esta aproximagao depende de trés
parametros empiricos e € dada por

(1= a)Ec p] +aEg™[p]+

bEZ [p] + cEZ" P [p] + (1 ¢)EZ™[p]
(58)

onde, T =

EfC3LYP [p]

com a = 0,20,b = 0,72 e ¢ = 0,81. Ja ELPA
refere-se a Energia de Troca na LDA; E&°[p]
corresponde a Enegia de Troca exata obtida por
Becke[16];E588[p] a Energia de Troca com li-
mite assinttico correto tal como obtida por
Becke[15]; ELYP[p] a Energia de Correlagdo ob-
tida por Lee,Yang e Parr[17] e EXPA[p] é a Energia
de Correlagdao na LDA.
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II- Aproximag¢do meta-Gradiente Generalizado
(Meta-GGA)
Nessa aproximac@o E,.[p]

EG%p] = / ee(P.1VP)), V7P, 7 gks)p(r)d’r

(59)
de forma que o funcional depende dos préprios
orbitais de Kohn-Sham e o método ndo € auto-
consistente. H4 diferentes maneiras de definir a
densidade de energia, €".(p,|Vp|), V2P, V>Qks)-
Com essa aproximacao, melhores resultados sao
alcangados para vérios sistemas, mas, por outro
lado, para outros sistemas os resultados sdo pio-

res quando comparados com os da aproximacao
PBE[18] e [19].

VII. RESULTADOS

Nas Tabelas 2 e 3 mostramos exemplos de cél-
culos de Energia de Atomizagdo para algumas mo-
léculas e do Parametro de Rede para varios solidos
nas aproximacdes LDA e PBE [20]. Como pode-
mos observar, nesses casos especificos, os resulta-
dos obtidos com a PBE estdo mais préximos dos

valores experimentais do que aqueles obtidos com
a LDA.

Tabela 2: Parametros de rede ag (in A).
Entre paréntesis estao as estruturas cristalinas

usadas.
Solido LDA PBE Expt.
Ag (fce) 4.007 4.028 4.062
Au (fce) 4.047 4.054 4.062
Al (fce) 3.983 4.000 4.019
C (diamante) 3.536 3.547 3.544
Si (diamante) 5407 5417 5415
Ge (diamante) 5.625 5.644 5.639
GaAs (blenda de zinco) 5.607 5.630 5.637
InP (blenda de zinco) 5.825 5.846 5.856
InAs (blenda de zinco) 6.027 6.051 6.044
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Tabela 3: Energia de Atomizacao

(in kcal/mol)

LDA PBE Expt.
SiHy 346.6 313.0 3224
Si0 223.0 1956 192.1
S> 1342 1147 101.7
CsHy 800.3 720.0 704.8
C,H,O, 7520 6633 6334
C4Hg 1304.7 1168.5 1149.0

VIII. CONCLUSAO

Nestas notas as provas dos teoremas basicos da
Teoria do funcional da densidade foram feitas para
sistemas obedecendo certas restri¢des, as quais po-
deriam ser abandonadas se outro formalismo fosse
adotado. O objetivo dessa opg¢ao foi o de tornar o
tratamento formal o mais simples possivel e, assim,
focar nos pontos centrais da DFT.

Como vimos, os teoremas I e II mostram que
existe uma relacdo bijetiva entre as densidades ele-
tronicas do Estado Fundamental e os respectivos
potenciais locais externos aos elétrons. Com isso,
a OF-DFT cria, em principio, a possibilidade de se
obter célculos realisticos da estrutura eletronica de
sistemas com muitos elétrons construindo uma boa
aproximagcéo para o funcional T'[p].

J4 na abordagem construida por Kohn e Sham,
um sistema real, isto €, com elétrons interagentes,
¢ transformado num sistema de elétrons ndo intera-
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gentes, a mesma densidade, sujeitos a um potencial
efetivo local externo aos elétrons. Dai resulta a
possibilidade de obter a Energia e a Densidade Ele-
tronica do Estado Fundamental resolvendo as Equa-
coes de Kohn-Sham para fun¢gdes de uma particula.
Algumas das aproximagdes mais comumente usa-
das para obter as solugdes dessas equagdes foram
listadas. Dessas solugdes, as propriedades fisicas
para os sistemas eletronicos, no Estado Fundamen-
tal, podem ser calculadas. Como ilustra¢do desses
célculos, incluimos os resultados para seis molécu-
las e nove solidos.

Os artigos que lancaram as bases da DFT aca-
bam de completarem 50 anos. Ainda assim, ela é
uma teoria ainda em pleno desenvolvimento meto-
doldgico e com uma gama enorme de aplicagdes.
No plano metodoldgico, destacamos sua extensao
para tratar sistemas degenerados, estados excitados,
efeitos relativisticos, de temperatura e de interacao
com o campo magnético[21],[22],[23],[25]. Além
disso, vale ressaltar que ja foram provados teore-
mas equivalentes ao caso estaciondrio para incluir
a dependéncia no tempo e, assim, permitir o estudo
de propriedades dindmicas, como nos fenomenos
de transporte quantico[24].

A DFT ¢ aplicada em campos como Fisica Mo-
lecular e do Estado Solido; em Ciéncias dos Mate-
riais; em Quimica; em Bioquimica; em Geologia
e em Astrofisica. Mais detalhes e aprofundamento
dos topicos tratados nestas notas podem ser encon-
trados na bibliografia citada no texto.
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