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Forca de uma casca esférica em um corpo
acelerado: independéncia da posicao
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Resumo

Em um trabalho anterior [Physicae Organum 2 (2), 1 (2016)], foi mostrado que uma forca gravitacional
do tipo Weber, a qual, além do termo newtoniano, inclui termos que contemplam o movimento relativo
entre 0s corpos que interagem, é ndo-nula quando um corpiisculo em repouso no centro de uma casca
esférica homogénea é acelerado em relacdo a ela. Nesta nota, mostramos matematicamente que a
mesma forca é obtida qualquer que seja a posicdo do corpiisculo no interior da casca.
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I. INTRODUCAO

Considere um corptisculo de massa m localizado no interior de uma casca esférica de massa M,
distribuida uniformemente. Devido a simetria da casca esférica, qualquer for¢a que s6 dependa da
distancia r entre os corpos interagentes fornecerd uma resultante nula quando o corpo estiver no centro da
casca. Na Proposi¢do 70 do Livro I do Principia (1687) [1], Newton provou um teorema essencial para a
sua nova mecanica e cosmologia, qual seja o teorema XXX, que estabelece que uma for¢a inversamente
proporcional ao quadrado da distincia entre os corpos interagentes fornecerd uma resultante nula para um
corpusculo no interior de uma casca esférica homogénea, qualquer que seja a posi¢cao do corpisculo.
Como a lei universal de gravitacdo de Newton assume que a interacdo gravitacional sé depende do produto
das massas e do inverso do quadrado da distancia entre elas [2], entdo a forca gravitacional exercida
pela casca deve permanecer nula mesmo que o corpo esteja em movimento em relacdo a casca. Esta
nulidade foi crucial para que Newton pudesse desprezar a influéncia gravitacional das estrelas distantes
sobre 0 movimento dos corpos nas proximidades da Terra e no sistema solar, ja que elas estdo distribuidas
uniformemente por toda a esfera celeste, como apontado no Corolario 2 da Proposicdo 14, no Livro III
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do Principia [2]. Esse mesmo resultado nulo também € previsto (com a casca esférica em repouso) pela
Teoria da Relatividade Geral (TRG), proposta por Einstein (1879-1955) em 1915 [3, 4).!

Tendo em vista que a TRG nao contempla o principio de Mach, o qual afirma que a inércia de um
corpo € determinada pela distribui¢do das massas de todo o resto do Universo, Assis propds na Ref. [7] a
Mecdnica Relacional como uma teoria alternativa as teorias de gravitacdo de Newton e de Einstein, com
a vantagem de sempre contemplar o principio de Mach. Nessa nova mecanica, postula-se uma versao
gravitacional da forca eletrodindmica de Weber, com termos que dependem da velocidade e da aceleracio
relativas entre os corpos [8]. Na Ref. [9], diversos casos de movimento relativo entre uma casca esférica e
um corpo sdo discutidos, mostrando-se que, em geral, o movimento relativo acelerado faz com que a casca
exerca uma for¢a ndo-nula sobre o corpo. No Apéndice A.1 da Ref. [9], aquele autor afirma que a casca
exercerd uma forca ndo-nula sobre um corpo em seu interior quando este acelerar em relacdo a casca, mas
nao € fornecida uma demonstracao. Isto motivou um dos autores (FMSL) e colaboradores a calcularem a
integral de superficie da forga gravitacional no caso mais simples de um corpusculo inicialmente parado
no centro de uma casca esférica [10], o que forneceu uma resultante ndo-nula e oposta a aceleragdo do
corpo. Aqui nesta nota, desenvolvemos o cdlculo correspondente ao caso mais geral, em que o corpo
acelerado ocupa qualquer posicao no interior da casca esférica.

II. FORCA EXERCIDA PELA CASCA

A forca gravitacional exercida por um corpo de massa m; sobre um corpo de massa my postulada pela
Mecanica Relacional é dada por [7, 9]:

S Gmimy £ (i .
Flp=— 172115 (12 _ P 1
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onde 71 =71 /21 = (Fa—71)/|F2 — 1], G é a constante universal de gravitagdo e ¢ é a velocidade da luz
no vacuo. Note que esta forca depende da velocidade relativa 7o = dri2/dt = Vip- 12 = (Vi —2) - P12
e da aceleragdo relativa #1o = di2/dt = [Vi2- V12 — (Via - F12)? + @12 - Fi2] / r12, conforme Egs. (2.10)
e (2.11) da Ref. [8], respectivamente. A situacdo fisica em que estamos interessados € aquela em que
um corpusculo com massa m encontra-se inicialmente parado em um ponto qualquer dentro de uma
casca esférica de raio R, cuja massa M estd uniformemente distribuida, com uma densidade superficial
6 = M/ (4mR?). No instante ¢ = 0, 0 corpo passa a acelerar uniformemente na diregdo arbitréria @, que
forma um angulo o com o vetor-posi¢ao C, como ilustrado na Fig. 1.2 Neste caso, assumindo & = 6 (este
€ o valor que leva a precessao observada para o periélio de Mercurio, como mostrado na Se¢. 23.1 da
Ref. [9]), a forca exercida pelo elemento de massa dM (corpo 1) sobre o corpusculo (corpo 2) fica:

, GmdM -2 i
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'Este resultado nulo da TRG pode ser obtido tomando-se ® = 0 na expressdo obtida em 1918 por Thirring para a forca
gravitacional exercida por uma casca esférica girante sobre um corpo movendo-se em seu interior [5, 6].
ZEstamos assumindo que essa acelerago estd sendo provocada por alguma forga externa a casca, oriunda de outros corpos.
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onde, por simplicidade, fizemos 7 = 71 = 7/ r, como indicado na Fig. 1. Aqui, dM = 6 dS é o elemento
de massa da casca, onde dS = R? sin0d0 d® € o elemento de drea em coordenadas esféricas, localizado
em R=xi+y]+zk, ja que estamos tomando a origem O do sistema de coordenadas no centro da casca.
Sem perda de generalidade, escolheremos o eixo z apontando na direcdo da posicao inicial do corpusculo,
identificada por C=Ckna Fig. 1, a seguir.

Figura 1: Casca esférica de raio R e massa M, em repouso, interagindo com um corpiisculo de massa m, inicialmente
parado em um ponto qualquer dentro da casca, indicado pelo vetor C. No instante t =0, 0 corpo é
acelerado ao longo da direcdo arbitrdria 4, a qual forma um dngulo o com o eixo z. Os vetores C Ret
sdo coplanares, pois ¥ = C—R porém d, em geral, ndo estd no mesmo plano desses vetores.

Para determinar a forga total F exercida pela casca sobre o corpo temos que calcular a integral de
superficie de d2F sobre toda a casca esférica. Entretanto, o primeiro termo (o newtoniano) fornecerd uma
integral nula, de acordo com o teorema XXX do Principia [1]. Além disso, estamos considerando que o
corpo encontra-se inicialmente parado em relag@o a casca, de forma que o termo que contém a velocidade
relativa 7 = (V2 — V1) - # é nulo em 7 = 0. Entdo, restard somente o termo com #:

- 6 R*> [ %y
F=— GmG //—rsmeded(p (3)

A aceleracdo relativa i € facilmente determlnada assumindo-se que a casca permanece em repouso, de
modo que d; = 0, enquanto o corpusculo € acelerado em relacdo a ela, ou seja do =d = ad, onde a >0
€ o médulo da acelerag@o do corpuisculo no instante = 0. Dessa forma, ¥ = @ - 7, o que nos leva a
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Como o vetor posicao-relativa é 7 = C —R, essa integral pode ser expandida na forma:
. 6GmoR? [ /2nmg.7 2n rm .7
o= - 2omot c/ / i sinGde(p—/ / ©5 Rsin0de do
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A primeira integral, acima, pode ser resolvida expandindo-a da seguinte maneira:

o 27 T sin® 2, e 21,7 0
c/ / sin ded(p—/ SIN® & 4o do =1, C— // SO ity j 2R do dg
0

0
2T rT e 2T rT 0 2T rT 0
e —z/ / xsm 40 do — ]/ yided —k/ / zﬂded ©)
onde
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ja que r = V/R?+C2 —2RC cos 0 (obtida com a lei dos cossenos) nio depende de @. A substituigio
simples u? = R+ C%? —2RC cos0, com u du = RC sin0 d0, resulta em

2n [R+Cq B 41

L= du=
'"RC Jec 2" T RE—C?)

)

As trés ultimas integrais da Eq. (6) também podem ser resolvidas analiticamente substituindo-se x =
R cos@sinB,y =R sin@sin® e z = R cos0, que sdo as expressdes usuais em coordenadas esféricas. Com

1880, obtemos:
21 ,m 0 21 T sin20
//xﬂded :R/ cos(pd(p/ 2 e ©)
0 0 r

21,1 21
// Smeded(p R/ sm(pd(p/ Sin”0 4o (10)

que sdo ambas nulas, pois [; T cos @ d = fon singdp=0,e

21
12_// s1n9d 70

0
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0

Fazendo a mesma substitui¢do simples que utilizamos para resolver /1, nas Eqgs. (7) e (8), obtemos:
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Com os resultados obtidos acima para as integrais /; e I, a primeira integral da Eq. (5), correspondente ao
vetor C, reduz-se a

116—12]%: (Ilc—lz)i(

47 4nC A
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c?)
=0k. (13)
Com isso, a forca exercida pela casca reduz-se a

= =
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i-C=—aC cos O, portanto:

i

Na primeira integral acima, note que

. C
13_/ —Rsmeded(p

2T P Q3
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Ao expandirmos esta integral em uma soma de integrais (uma para cada coordenada), as integrais com x e
y se anulardo pelo mesmo motivo apontado nas Egs. (9) e (10), restando somente

. [T r2n in@
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= —aC coso

Por fim, a segunda integral da Eq. (14) pode ser resolvida expandindo-a da seguinte forma:

21 .
14—/ / —Rsmeded(p

27 . 0
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0J0
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Escrevendo a aceleracdo na forma @ = a, i+ ay 7+ a_k, obtemos:
2n e
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2m in® . R R
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A ultima igualdade ocorre porque as integrais duplas com termos cruzados — i.e., xy, yz € xz — s@o0
todas nulas, pois esses produtos levam as integrais azimutais fozn cos@do = 0, f02 Tsingdp =0 e
fo s1n(p cosQ do = 0 "sin (29) do = 0. Em coordenadas esféricas, as integrais com os termos x2, y?
e 72 do final da Eq. (18) ficam:

[T 2m [T 2m '39 0
= R? {axi// cos? // sin® @ — d(pd9+2nazk/ cos>0 & dG}
0.J0 0.0

~ [Tsin’ 0 . 30 0
:nRzaxi/ . d6+nR2ayj/ sin dG—i—ZnRzazk/ cos?6 5110 4o
0 r r

3
2/ - sin® @ 2 2, SInO
= TR (axz—l—ay])/ do +27mR azk/ cos Gr—3d9
0
—TERZ(axl+ay])I5 +2nR*akls, (19)
onde
1
15:/ sin ede / ﬂsmede
/ sin© sin / sme 40
/ 05260 sme 70
2TC 0 r3
—;—I (20)
T R(RR-C?) °
© 0
16_/ coszeﬂdﬁ Q1)

73



Physicae Organum e Brasilia, vol. 4,n. 1 e 2018

Esta dltima integral pode ser resolvida usando-se a mesma substituicao simples anterior:
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De posse desses resultados exatos para /5 e I, finalizamos o cdlculo da forca exercida pela casca fazendo
as devidas substitui¢ds na Eq. (14):
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Com a expressao de I da Eq. (22), obtém-se:
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Esta expressdo pode ser simplificada fazendo-se:
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Como d-C = —aC cosa = a,C, entdo a cosa = —a,. Com isso0, a expressdo acima reduz-se a:
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onde Y=2GM/(Rc?) é uma constante positiva, de modo que a forca exercida pela casca sempre aponta
na direg¢@o oposta a aceleragdo d do corptisculo em relagdo a casca. Este é exatamente o mesmo resultado
obtido na Ref. [10] para o caso especifico em que o corpuisculo ocupa o centro da casca. Este resultado € a
base de toda a Mecanica Relacional, sendo essencial para a implementagdo do principio de Mach [7, 9].
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III. CONCLUSAO

Nesta nota, mostramos matematicamente que a Mecénica Relacional prevé uma forga gravitacional
ndo-nula para a intera¢do de uma casca esférica homogénea com um corpusculo acelerado em seu interior,
ainda que o corptsculo esteja inicialmente parado em um ponto fora do centro da casca. Mostramos, assim,
que o teorema XXX do Livro I do Principia ndo € vélido quando se considera uma forca gravitacional do
tipo Weber e hd uma aceleragio relativa entre o corpo e a casca.® Este é um dos pontos cruciais em que a
Mecanica Relacional se diferencia da mecanica newtoniana e da TRG de Einstein. De fato, justamente
por fornecer uma for¢a sempre oposta a acelera¢do do corpo (como na vis inertiae, de Newton) € que
a Mecanica Relacional interpreta a inércia como uma consequéncia da interacao gravitacional entre a
“casca-universo” (ou seja, a esfera celeste) e um corpo acelerado em relacdo a ela. Isso ndo € possivel nas
teorias de Newton e Einstein, pois elas sempre fornecem um resultado nulo para a interagdo da casca (em
repouso) com corpos movendo-se em seu interior, mesmo que eles estejam acelerados. Isto impede que
essas teorias associem a origem da inércia a interag@o gravitacional de um corpo com o resto do universo,
impedindo-as assim de contemplar o principio de Mach.*
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